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بسم الله الرحمن الرحيم 


توطنه 

اللهم اجعل هذا العمل من ذلك الذی لا بنقطع برحیل أصحابه » مفيداً لقرائه » وبعد ؛ 

فأقدم هذا الکتاب من عمیق إحساسى بلزوم تکوین مكتبة علمية بلسان عربی » یکون 
عوناً لابناء أمتنا العربية على استیعاب مبادی علم الجبر ء الذی تمتد جذوره إلى ما أسسه 
الأجداد فى ماضینا السحیق . أيام أن كانت لهم الريادة فى شتی العلوم و المعارف. 

هو کتاب تعلیمی » بيد أن آفکار المادة العلمية عميقة إلى حد ما » ولهذا حرصت على 
أن تکون البراهین واضحة جلية » فاستطردت کثیرا فى شرحها وتبیانهسا ؛ على غير 
مألوف أغلب الکتب المتقدمة ‏ فلم أترك لفطنة القاری الا القلیل » بل ربما أقل القلیل . 
فکنت أتخير البراهین من مختلف الکتب والمراجع بمقیاسی الابداع والوضوح فى آن » ثم 
أزيد الأمر وضوحا إن لزم ذلك. 

وأما عن قضية المصطلح فقد أصبح لزاماً على بعد أن آثرت استخدام مفردة 
'مجموعة" ترجمة لمفردة "561" فى كتاب سابق لى كان بعنوان "أسس الجبر والجبر 
الخطی" أن استخدم مفردة " زمرة " هنا ترجمة لمفردة " مناممع " وهذا هو الشأن فى كل 
ا هو یه اکن افا على اتف میاه انز دای ها كى خی ركت هار اة 
فکان أسانذتنا الأجلاء یستخدمون مفردة " فئة " ترجمة لكلمة ۲ غ56 " » مجموعة" ترجمة 
لكلمة "مااع ". 

و استخدمت مفردة "هومومورفیزم" الاستخدامین المتاحین فصرفتها مسرات وقلت 
"هومومورفیزما" ومنعتها من الصرف تارات وقلت " هومومورفیزم" فى موضع النصب؛ 
وکلا الرأيين النصویین صائب عند آصحاب ه. وقل مثل هذا فى 'مونومور فيزم" 
و 'إبيمورفيزم' » و آیزومورفیزم" و ندومورفیزم" و "آوتومورفیزم" كذلك. وقد اس تخدمت 
كثيراً مفردة 'تشاكل" ترجمة لكلمة " أيزومورفيزم ". واستخدمت الرمزین ,7 ۰ ,6 
للتعبیر عن الزمرة المتماثلة من الرتبة ١‏ » فقد جاء کلاهما فى الكتب و الکلاسیکیات. 
وفعلت الشیء ذائه حیث استخدمت ALA,‏ ال عن تقس" رمق »: فرشا تکس وش 
الرمز الثانی آشیع فى الکتب الانجليزية والأمريكية » نری - جل - أو کل الكتب الألمانية 





تستخدم الرمز الأول . وعبرت عن تركيب الراسمين ( أو الدالتين ) ۶ ۰ ع أحيانا ب عم 
وأحياناً 8 إلا إذا التبس الأمر بين التركيب والضرب فلزم التنويه . كمسا أوضحت 
بالبرهان الشكلى (001م 521ت5) أن لا فرق بين الكتابة ۶ والكتابة 100 » فكلتاهما 
تصلح تعبيراً عن راسم ( أو دالة ) فاستخدمت كلتيهما . 

والكتاب مترع بالأمثلة المحلولة » وليست كلها مختلفة الفکر ‏ كما أنها ليست جمیعا 
بالطبع فى نفس المستوى الذهنى . وأنصح للقارئ هنا ألا يسترسل فى قراعتها » بل عليه 
أن يتوقف بعد قليل منها » ليحاول حل باقيها » ومقارنة حله بالحل المثبت بالكتاب » 


للتعرف على مواطن القصور فى حله » إن كان ثمة قصور . 

والمادة العلمية فى هذا الكتاب تغطى ما يدرس بالفرقتين الثالثة والرابعة بكليات العلوم 
والتربية فى جامعاتنا العربية - والمصرية بعضها - وأكبر الظن أنها تزيد . هو يعرض 
للزمر (كمسهءع) ٠‏ الحلقات (وع62) ٠‏ الحقول (561053) » ويختم بنظرية جالوا 
(Golois Theory)‏ 

أود فى النهاية أن أشكر لدار الكتب العلمية للنشر والتوزيع » وعلى رأسها صاحبها 
ومديرها الأستاذ محمد محمود الحماسة لإخراج هذا الكتاب. 

وعلى بركة الله 


محمد عبد العظيم سعود 


سيا ۳ 1 
سس 
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امفاهيم الأساسية| 





۱-۱ الریط وأشباه Compositions and Semigroups jill‏ 
۱-۱-۱ تعریف : لتكن 7/4 مجموعة غير خالية 
(أ) الراسم من ۷۲ < M۸‏ الى ۷۲ يسمى ربطا فى MN‏ ( عملية على ۷6 أو تركيباً فى ۱۶ 
(ب) الربط ۸ ج ۸/۲ : . يقال له 
0 جرم (a,b)‏ 
تشارکی (ادماجی أو تجمیعی) (5001201۷6ع2) إذا كان (66). دع (طه) لجميع ab,ce M‏ 


إبدالى (۷6تامانصجومع) إذا كان : 0.۵ = ط.a‏ لجمیع ۸۷ 0,5 . 
۲-۱-۱ تعریف : لتکن . /۸ مجموعة خیر خالية » ولیکن 
ج MxM‏ :. 
a.b‏ جا (,۵) 

لكل ۸۶ ع ى الراسمان : 

1, : ارا‎ 4M : 7, +M 

XH} 0‏ 6 جاعر 
يسميان النقل الأيمن والنقل الأيسر (على الترتيب) ل (.,14) حول ۾ 


(right translation, resp. left translation about a) 


۲-۱-۱ ملحوظة : الربط "." فى 14 يكون تشاركياً (إدماجياً » تجمیعیا) إذا كان وفقط 
إذا كان : ,4,0 د رم : ۰۸ ,۷۵ 
البر هان : 
و4 ,1 : ۸ 2 ,۷۵ 
(ع)( ,2,01 (ع)رم : لالع ,۷۵,۷ 4+ 
(a.b).c <,),)6((‏ : 62 ,۷۵,۵ جه 
(6),) < 
=a.(bc)‏ 
4-١-١‏ تعريف : لتكن 77 مجموعة غير خالية » وليكن "." ربطاً تشاركيا (تجميعيا » 


إدماجياً) فى 7 . عندئذ فإن الزوج (.,1) يسمى شبه زمرة (منامتونصهع) . 





٩-۱-۱‏ تعريف : لتكن(..27) شبه زمرة . يقال للعنصر 77 ۰6 إنه عنصر محايد أيسر 
)lef neutral element)‏ ل (.,2) إذا کان وفقط إذا كان : لكل € : »عمه . 


ويقال إنه عنصر محاید آیمن (اصعصهله [دتدعم نطونم) 1( إذا كان وفقط إذا كان : 
لكل 7(ع : »مه . ويقال للعنصر ۰677 إنه عنصر محاید (neutral element)‏ 
ل(.,2)» اذا كان وفقط إذا كان عنصرا محایدا أيمن وعنصرا محایدا آیسر ل(,7ظ) . 


. ملحوظة : شبه الزمرة (.,2) لها على الأكثر عنصر محاید واحد‎ 5-1-١ 


البر هان : لیکن ع. “© عنصرین محایدین لشبه الزمرة (.,2) . عندئذ فان : 


6 هد 6.6 = 6 

ع عنصر محايد “© عنصر محايد ش 
۷-۱-۱ تعريف : لتكن (.,2) شبه زمرة » ولها العنصر المحايد ء . يقال إن م 
معكوس أيسر inverse)‏ 168) (معكوس_أيمن (7556م1 نطعنج)) على الترتيب ل1 عه 
إذا كان (وفقط إذا كان) © < 6.0 0< 5 . ) على الترتيب . 
۸-١-١‏ أمثلة : 
مثال N :)0,1,2,..( : ١‏ مجموعة الأعداد الطبيعية . ولتكن 

+:NxN 4N 
(m,n) m+n 
: شبه زمرة ولها العنصر المحايد "0" . هذا واضح لأن‎ )N,+( عملية الجمع العادية.‎ 
Vm,n,le N:(m+n)+1=m+(n+ و(6‎ ٍ 
Vme N: (O+m=m=m+0 

(يقال لشبه الزمرة التى لها عنصر محايد إنها مونويد (05010م) . 


مثال_؟ : لتكن ۷۲ مجموعة غير خالية وليكن (۱۷120)1 مجموعة جميع الرواسم من ۷ 


: إلى 1۷1. وليكن‎ 
0o: Map(M )x Map(M ) ج‎ Map(M) 


(fg) ج‎ fog 


. الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


تركيب الرواسم . عندئذ فإن (0۳)/,0/) شبه زمرة وعنصرها المحايد ,1:4 راسم 
الوحدة على /۸. هذا واضح لأن : 
(fog)oh = fo(goh),‏ : ( )۱۷۵ ,و ,۷ 
بر Vf e Map(M) :id,of = f = fo‏ 
مثال ۲ : ليكن 1< 7 عددا طبيعيا وليكن (8) ,۸ مجموعة جميع المصفوفات من 
النوع 7 وعناصرها (مداخلها (365:ام»)) كلها أعداد حقيقية . الراسمان : 
*:M,,,(RJXM,,,(R) => M,,,(R)‏ 
AB+BA‏ جرم )4,8( 
:M,,(xM,,(R) > M,,,(R)‏ 
(4,B)  AB-BA‏ 
(۸8 يعنى ضرب المصفوفات العادى) 
ليسا تشاركيين (إدماجيين » تجميعيين) . 


البرهان : ليكن 
2 0 0 1 0 1 
ب B=‏ , 0 
2١ )0 0‏ 0 4 2 2 
0 0 0 1- 2 2 2 1 
كذلك فان : 


ND‏ 10لا e EE ۵ O‏ ی مش 
9 1۳۲ د ۳ |80 ۶-4۶ 2) 


مثال ؛ : ليكن 
5 © 
H = :a,be R‏ 


.HxH ب‎ 87 


*0 








عملية الضرب العادية للم صفوفات. عندت]د فان (H.,.)‏ ل به زمرة (لاأن ا ب 


XxX 


1 : 
ولكل 8 xe‏ يكين | | صرح أيسر ل (,0) ۰ لأن ! 


E 1 


بينما (.,77) ليس لها أى عنصر محايد أيمن » لأنه بافتراض أن 7 : 


محايد أيمن لها فإن : 


6 ماد(ه ماد وه 2 


=> ۷۵,۵ R:ax = ۵, و‎ 7 


که 
۲-۱ الزمر Groups‏ 
۲ 1 رز 0ج 1:0 الل 
۱-۲-۱ تعریف : لتكن © مجموعة غير خالية » ۴ . تسمی (.,0) 
ab ۱‏ ج (0,ه) 


زمرة إذا تحقق : 
a.(b.c) (Î)‏ -ء.(طه): © 6 »,۷۰,6 
)ب( ea=a‏ :0 ۷۵۶ 6 30 
(ج) G:b.a=e‏ ع 09 3 G‏ ع ۷ 
سنکتب عادة © بدلا من (.,0) » وسنكتب ۵0 بدلا من a.b‏ 
۲-۲-۱ ظات_: 
لتكن 6 زمرة » © معرفة كما فى (۱-۲-۱) 
(Î)‏ 6< »9 << 2 ۵0 :6 6 ,۷۵ 
(ب) ه هو عنصر محاید فى 0 ومن ثم (1-۱-۱) فانه وحید . 
(ج) ۰ ۶ ط: (یوجد واحد بالضبط © be‏ ) © 30 © ۰ ۷۵ . 


يسمى 0 معكوس 2 (10۷6750 )» وسنعبر عن معكوس 2 ب "4 . 
)د( Va,be 0: (ab)' = b'a" , (a^) =a‏ 


ك ٻر =× ج وبر = ور 

)و( G:ya=b‏ ۵2۵۸3۵ : © ع3 0 ۷۵,۵6 

ز ) تناظران أحاديان 1,۲ :0 ۷4€ 

البرهان : ( أ ) ۰ (ب) متروكان كتمرين للقارئ . 

ba=e ^ ca=e > b=eb=(ca)b - c(ab) = c(ba)=ce = c (ج)‎ 
(1) 8 

( د ) beb = e‏ = ")= (0۳۵۳(0۵) . ولأن المعكوس وحيد (من ج) 
ينتج أن ۵۲ '(طa)‏ 

كذلك فإن : 


۷۵,6, 6 0 : ج ررم < يرم‎ X= yJ 


۵ < ۱۵ < اه =e->‏ 1-۵7 
ولأن المعکوس وحید (من ج) ينتج أن 4 = 7(۲) 
(ه) ر =× ج رع = »ع خ بر( م) = عر( تم) ج (ره) ' ۵ (رم) تن ج ره = يرن 
وبالمثل هر = © . 

(و) "=× تحقق المعادلة = ×ه . إذا كان هناك حل آخر < فان : 

7 دع جد 07 (z=‏ ي) ج طا = (جو) و جم = az‏ 
أى أن الحل 48 = × وحيد. 
وبالمثل "4ط =: ر حل وحيد للمعادلة 8ح هرز . 
( ز ) إعادة صياغة ل ( و ). 





(commutative) تعریف : 0 زمرة (أو شبه زمرة) . 6 إبدالية‎ 5-5-١ 

(ههذاءطة) : إذا كان ab=ba‏ :0 6 ۷۵,۷ 

4-1-١‏ ملحوظة : فى حالة الزمر (أشباه الزمر) الإبدالية عادة يكتب 4+8 بدلاً من 
طه » ه- بدلا من © على أساس أن العملية هى" +" من حيث الشكل . 


۱۲ 





١-؟-ه‏ أمثلة : 
مثال ۱ : مجموعة الأعداد الصحيحة ,7 » مع عملية الجمع العادية + 
7 4 كارك :+ 
a+b‏ ج (a,b)‏ 
تكون زمرة إبدالية . وهذا واضح لأن : 
ZZ: (a+b)+c=a+(b+c)‏ ۷۵,66 
0+a=a(=a+0)‏ :۷۵۶ ,20 
0 هو العلصر المحاید فى (4+,7) 
VaeZ 3-0 21: -a+a=0=a+(-a)‏ 
0- هو معکوس 2 فى (+,⁄) 
a+b=b+a‏ :۷۵,61 
وبالمتل فان (+@) مجموعة الاعداد الكسرية (النسبية) مع عملية الجمع العادية » (8,7) 
مجموعة الأعداد الحقيقية مع عملية الجمع العادية ۰ (+,)) مجموعة الأعداد المركبة مم 
عملية الجمع للأعداد المركبة كلها تکون زمر إبدالية . 
مثال ۲ : لتکن ,12 مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة (آکبر من الصفر) » 
RXR ¬ R‏ 
ab‏ جا (ab)‏ ` 
عملية الضرب العادية . (.,,18) تكون زمرة إبدالية لأن : 
Va,b,ce 1 :(a.b).c = a.(b.c)‏ 
1.a4=a(=a.1)‏ :84 عه" :182 31 
1 هو العنصر المحايد 
»21 ۵۱۵ : :30761 ,۷۵6۲ 
7 هو معکوس © 
0 : ۷۰,۲۰1 


وبالمثل فان (,(0۱10) , (,(۳۱40) , (,(۱10») تکون زمرا إبدالية . 


۱۳ 


مثال ۳ : لتكن × مجموعة غير خالية 0/1۰ مجموعة جميع التناظرات الأحادية من × 
على نفسها . وليكن 
o:y(X)x7(X) =» 7(‏ 
fog‏ جا (fg)‏ 
هو تركيب الرواسم . 
عندئذ فإن (7)2(,0) زمرة . (انظر مثال ۲ فى (۸-۱-۱)) . 
CE‏ ا FEE‏ 


× چا x‏ 
id, o f = f(= f oid)‏ 
أى أن هة هو العنصر المحايد فى (7)2 . 
لأن (×)/ هى مجموعة جميع التناظرات الأحادية من × على نفسها » عندئذ فإنه لكل 
(7)20 > ۶ يوجد ()7 > ۱ (معكوس الراسم ۴ ) بحيث إن : 
=id,(= fof")‏ که 
والآن لتكن X=]1,2,...,”[‏ . سنكتب ,2 للتعبير عن () . تسمى ,7 الزمرة المتمائلة 
من الرتبة 2 ره Group of Order‏ etriceصmصSym)‏ ( فى كثير من الكتب يستخدم الرمز ہک 
بدلا من ,7). 
عناصر ,7 تسمى تبديلات (5م05ننتصدء2) على الأعداد 1ء ۰2 ... » 8 . 
اصطلاح : إذا كانت ۰۶ ۶ ...» ,2 عناصر المجموعة (#,...,1,2) = + . 


n 1‏ ... 2 1 ۲ ب 1 : ] 
فإننا سنکتب | . ا ليو عن ارام 


k Hi, i 


1 
1 2 31١/1 2 3 
2 1 3)(3 2 1 
1 2 3١/1 2 3 
3 2 1/2 1 3 





لاحظ أن ,2 ليست إبدالية ل ۸<3 › لان : 
3 2 
T1 2‏ 
3 2 1( 
31 212 


1١5 





ولتوضيح طريقة 5 : فى الحالة الثانية 1+2 ثم2ج2. إذن 2ج1 . 1ج2 ثم 
5ت[ . لذن 3ب 2 . واخیرا 3ج-3 ثم 3-1 .لذن 31 .فی الحالة الأولئ 


بر تم 3جب3. لنن 3جب-1. 22 ثم 1ج-2 . إذن 1ج 2 . وآخيرا 
[ ب 3 ثم 2 ب 1. إذن 2ج3 . 
كثير من الکتب یتبم تعریفا آخر "للضرب" فیضرب بالكيفية الآتية : 

1۳ ZI TIE 2 3 

۱ 3 10 2 ا 1 8 
أى أن 2 ج-1 ثم 2ب 2 فیکون 2ب 1 ؛ 1ب 2 ثم 3ب 1 فیکون 3ج2 ؛ 
3ب 3 ثم 1ج 3 فیکون 1ه 3 . لکننا آثرنا الطريقة الموضحة لأن عملية الضرب 
هنا ترکیب ر آسمین . 


طريقة مختصرة للكتابة : سنوضح هذه الطريقة بالأمثلة الآتية : 


5 4 3 2 1 
التبديلة تکتب كذلك (4 2 5 3 ) 
٤ 3 4 5‏ 
eS‏ 3 هی 5 › وهكذا .. 
البديلة | ړا ر تكتب : (4 2 1( 
3 
(3 لم تظهر لأن "صورة" 3 هى نفسها) 
اس ر a‏ !| تكتب (5 3 (2 1) 
3 4 5 


۲ (4 لم تظهر لان "صورة" 4 هی 4) 
مثال ؛ : لتكن × مجموعة غير خالية > © زمرة ۰ (6, )127 مجموعة جمیع 
الرواسم من × إلى 6 . لكل (©,1125)16 > f,‏ سنعرف Map(X,G)‏ > جل 
بالطريقة الآتية : 
(/8)(x) = f (x)g(x)‏ : 4 ع ۷۷ 
والآن سنعرف "." العملية فى (0) ,)۸/۵۳0 كالاتى : 
Map(X,G)‏ ج Map(X,G)x Map(X,G)‏ :. 
8 <۲ (8,) 





عندئذ فإن (.,(۸/0۵)/۲,6) زمرة . لأن : 


۷ ۰ X ۷, رع‎ 6 Map(X,G): 
((fg)h)(x) = (0)(»)(هر)‎ = (f (x)g(x))h(x) = f(x)(g(x)h(x)) 
زمرة‎ 6 
=: f (x)gh(x) =: (f (gh))(x) 
ج‎ (f8) = f (gh) 
: نعرف العنصر المحاید رہ ,1 فی (6,×)م۵ کالاتی‎ 
. ۷ 6 X : العنصر المحاید فى 6) € = (۲)ن مر‎ ©» ( 
Vf e Map(X,G)Vx € X : (lapere) J (( = ((ان مسب‎ (*) 
= 4 (x)= f (x) ج‎ Vf € Map(X,G): lg. = f 
. ۸/۵2)2۲,0( أى أن رم ہ1 هو العنصر المحايد فى‎ 
. والآن ليكن (112)1/,0 جر . نظرا لأن © زمرة إذن كل عنصر له معكوس‎ 
إذن‎ 
۷۲ > X و‎ > Map(X,G):(gf)(x) = 2)([ (x) = زو مره‎ )3( 
ج‎ Vf e Map(X,G)3g > Map(X,G): gf = se) 
. £ > 1142)06,0©( يوجد معكوس‎ / > 14p)×,G( أى أن لكل‎ 
: نظرية : لتكن (.,0) شبه زمرة . التقريرات الآتية متكافئة‎ 5-7-١ 
. زمرة‎ )©,.( )۱( 
Vae G ]238 (؟) تناظر أحادى © وه ج۲‎ 
68 [تناظر أحادى © 20 جا‎ 
Vae G [G 3b ۲ abe © راسم غامر (شامل)‎ )۲( 
إراسم غامر (فوقى) © ٤4ط جا اد6‎ 
(trivial) البرهان : '(؟) > (۳)" : تافه‎ 
: الراسم العكسى ل ,© هو "ره لأن‎ : ")۲(+- )۱( 
6 abe 0 
۳ 





(ab) = (a "a)b = b‏ له ab‏ هت باق 


1 


G 


b 0 ۳ a(a'b) = ؤل(تمهم)‎ 8 


1 
رأينا آن م1< ,۰۵/۵ اک ,هم آی 0 "۵ هو بالفعل الراسم العكسى للراسم ,© . 
الراسم العکسی ل ,۵ هو ره والبرهان مشابه تماما لهذا البرهان . 
(۳) ك (۱)" : (أ) وجود العنصر المحاید : 
لیکن © 4 (هذا ممکن لأن م + ©) . لأن ,© راسم غامر (شامل) فانه یوجد © © 
بحيث یکون ي ع 6 . 
لیکن © 9 . لأن .© راسم غامر (فوقی) فانه یوجد © 6 بحيث إن 8ع »6 
be=cae = ca =b‏ جه 
VbeG : be=b‏ << 
وبالتمائل يمكن البرهنة على أنه يوجد 6 » "© بحيث يكون : 
25-6 : © ۷ 
م ممه ثم ج 
ويستلزم هذا أن يكون © هو العنصر المحايد 
(ب) وجود معكوسات العناصر : 
ليكن © عم . الآن يوجد العنصر المحايد © ©© . 
»ع ۵۵ : © € ج شامل (فوقى) ,© 
< ۵ :© ع 30 ج غامر (فوقی) © 


نثبت أن و دأو كالآتى : 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية _ 





a < 6 = وم‎ =ea' = ad 
. وبهذا يكون لكل © عه معكوس هو 6ع‎ 
نتيجة : (جدول الزمر)‎ ۷-۲-۱ 


لتکن 0 مجموعه منتهية لها الریط ۳" 0 42 ê‏ €2 





لتکن (.,6) شبه زمرة . 

0 زمرة إذا ظهرت وفقط إذا ظهرت کل عناصر 6 فى کل صف وكل عمود فى جدول 
الزمر . ۱ 

اليرهان : ظهور کل عناصر 6 فى کل صف وکل عمود معناه ان ,© » .© راسمان 
غامران (شاملان). ومن النظرية (1-۲-۱) تکون (.,0) زمرة . 

(لاحظ أنه لأن 6 منتهية فظهور کل عنصر من عناصر 6 فى کل صف وکل عمود 
یتکافاً مع عدم ظهور أى عنصر فى أى صف أو أى عمود مرتین . لاحظ کذلك أن عدم 
ظهور أى عنصر مرئين فى أى صف وأى عمود معناه أن ,© ۰ ,© راسمان واحد 
لواحد . وهذا صحیح لأن .2 ۰ ره نتاظران أحادیان) . 


Group Homomorphisms هومومورفیزمات الزمر‎ ۳-۱ 

۱-۳-۱ تعریف : لتكن (,0) ۰ (,0) زمرتین (شبیهتی زمرتین). ولیکن /0)ج-0:0 . 

يىمى © هومومورفیزماً من (,0) إلى (6,7) : جه ۱ 
(0(/©0)5)م = p(a.b)‏ :© ,۷۵ 

(ملحوظة : سنكتب للسهولة فيما بعد -غالباً- : (0)0()0 = (طه)م) 

۲-۲-۱ ملحوظتان : (أ) لتكن 6€ زمرتين ۰ وليكن © هو عنصر 6 المحايد » 

“© عنصر “© المحايد . عندئذ فإن : 


۱۸ 


(القسم الأول) نظريح الزمر ۲۳60۲۷ Group‏ | 


. P(e =e 
VaeG: p(a')= p(a) 
(ب) لتكن 6.6 0۳۰ زمراً . وليكن 60ج 6:6 › 07ج ۷:0 هومومورفیزمی‎ 
. زمر. عندئذ فإن : "6+ ۷0:0 هومومورفيزم زمر‎ 

(e) = (ee) = p(e)p(e) ۱ ) البرهان : ( أ‎ 

(e) (e) = e)" ((e)(e)) = (e) ' (e))(e) = e (e) = (e)‏ = € ج 
كذلك فإنه لكل 6۶ ع ه : 

€ = p(e) = مام‎ a) = p(a")p(a) 
> p(a)' = ep(a)' = (p(a")p(a))p(a)' = p(a")(p(a)p(a)") = ۵) (۵۶ = p(a 1) 
Va,b e 0 :(wop)(ab):= w(p(ab)) = w(p(a)(b)) (ب)‎ 
م هومومورفیزم‎ 
=  W(P(a))w(p(b (( =: (Wo 0()2()1/00(6( 
هومومورفیزم‎ ۷ 
© تعريف : لتكن 07,0 زمرتین ۰ 0ج-0:6 هومومورفیزم زمر . 0 ء‎ ۳-۳-۱ 
. هو العنصر المحاید‎ 
تواة (م) ( (0) 160 ) تعرف کالاتی‎ 
Ker(p) = {ae 0: p(a)=e} 
صورة (0) ( (0)0ع1۳2)‎ 
Im(p) = {ae 6: 306 ©, (a) = a} 

: © تعريف: لیکن © ,7)زمرتین “© ج 6 :ص هومومورفيزم زمر. يقال إن‎ 4-7-١ 
۱ مونومورفیزم إذا كان م زاغا زاخدا اعد‎ )mon0morphism( 
( إبيمور فيزم إذا کان م فوقياً (شاملاً > غامر‎ )epimorphism( 
(صعنطممصمعن)_آیزومورفیزم (أو تشاكل) إذا كان م تتناظرا أحادياً‎ 

وإذا كان 6 = 6 فإن © يسمى : إندومورفيزم (endomorphism)‏ 

وإذا كان 6-6 »ص أيزومورفيزم فيقال إن م أوتومورفيزم (automorphism)‏ 
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ويقال إن زمرتين 6 ,67 متشاكلتان (عءنطم:150320) (أيزومورفيزميتان) إذا وجد 
© ج 0 :ص أيزومورفيزم (أو تشاكل) وسنكتب فى هذه الحالة “© 2 © . 
۰-۳-۱ ملحوظتان : لیکن © ,© زمرتین 0ج-6:م هومومورفيزم زمر ۰ © ©© 
العنصر المحايد . عندثذ فإن : 
(أ) © مونومورفیزم ڪ Ker(p) = {e}‏ 
(ب) م أيزومورفيزم + "ص أيزومورفيزم . 
البرهان : (۱) ">" : 
g(a) = 0)5(‏ :0 ع ۷۵,0 
© = “(6)م(6)م = "(0)م(م)م = p(ab"):= p(a)p(b")‏ > 
۲-۲-۸ 


Ker(p)= {e} > ab' =e‏ > “زوج 


۳-۳-۱ 
مې واحد لواحد ج 0 ع a = de = a(b7'b) = (ab (65 < eb‏ ك 
۵ مونومورفيزم ج 

٤-۳-1 


"عم" : من (۲-۳-۱) نعلم أن €=( )م وهذا يستلزم أن )12 ee‏ أى أن 
(ص)Ker {e} c‏ (1) . والان لیکن (67)6/ عم هذا يستلزم أن © - (6)6© . لکن 
€= (6)6 (من (۲-۳-۱)). وبالتالى فإن (6)6 - (6)4 . ولكن © مونومورفيزم 
يعنى أن مص هومومورفيزم واحد لواحد وبالتالی فإن ©2-© وبالتالى فان 
(©) > ()2(6۳) . من (1) ۰ (2) ينتج المطلوب مباشرة . 

(ب) نعلم أن 0 تناظر أحادى = 2 معرف وتناظر أحادى 
بتبقی أن نبرهن على أن ص هومومورفیزم زمر . 
يكن “0 ع 6ه . لأن م تناظر آحادی فانه يوجد و احد بالضبط 6 عم بحیث یکون 
“4 - (6)0 » ويوجد واحد بالضبط © 56 بحيث يكون '8 - (6)© . 
۲۰ 


رالقسم الأول) نظريت الزمر ۲0601۷ 610100 , 


(مه)(مه' م) = ((طمام) "م = ((ط)م(مام) 'م = p (ab)‏ 
(ab) = ab = p "(a )p 65‏ م1 < 
أى أن "7 هومومورفيزم . 
(المقصود ب .1 هو الراسم : يسمى راسم الوحدة على © ) 
a‏ جا م 


: ملحوظة : لتکن (1,2,3,4- :)0 زمراً ولیکن کل من‎ ٩-۳-۱ 
ومو موز فور ما غك قان‎ h:G, جه رل : 8 2 © جه‎ 6 1 J ج ت)‎ 6 
12 :G, ب جه‎ 
(1) 
aba 


* أيزمومورفيزم 
)ب( ( ho(gof‏ = هم( (hog‏ 
(ج) |= /هرماء چ = g01,‏ 
البرهان : ( أ) نعلم أن م1 تناظر أحادى . والآن : 
Va,be G, :1, (ab) = ab =1; (a)1q (b)‏ 
(ب) هذا صحيح لجميع الرواسم ومن ثم فإنه صحيح لجميع الهومومورفيزمات 
(لاحظ أن 07( 02) هومومورفيزم من (۲-۳-۱)) . 
(ج) ‏ ۴= :(l,,of (a) =1,, (f (a) =f (a) => 1g, of‏ ,© 6 ۷۵ 
golg, = 8‏ + (ه) g‏ = ))2( )ع = :(golç,)(a)‏ 0 ۷۰ 
(لاحظ تساوى النطاقات والنطاقات المصاحبة) 


l,:G 4G 


۷-۳-۱ تعريف : لتكن 6 زمرة . الراسم 


6 جه 0:6 : © 6 ۷۵ 
x axa‏ 
أوتومورفيزم . هذا واضح لأن له راسماً عكسياً هو 
© ج 0 : ره 
x a' xa‏ 


Vx > © :(@ 00, )= ی = (( 0 ,©) بم‎ (axa) = a" (ara "Ya 
= ) a)x (a a)= x, 


۲١ 
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)1( 1 = ,00 << 
(a xa) = a(a "xa)a"‏ ره = )) ۳ ,,0,)۵ = (9,,()۳م9) 
(aa )x (aa) = x‏ = 
P00, =1 (2)‏ << 
من (1) ۰ (2) ينتج أن © تناظر أحادى . والآن 
(10) ,© (0) رو = مره axya" = axa‏ = (بود) رم : © € Vx,y‏ 
أى أن ,© هومومورفيزم وهو كذلك تناظر أحادى من 6 إلى 6 إذن هو أوتومورفيزم 
فلن 
والآن أى أوتومورفيزم © على © يسمى آوتومورفیزم د|خزأڪ)automorphism (inner‏ 
ل 6 إذا وجد 6 عه بحيث يكون © < ,© . 
۸-۳-۱ أمثلة : 
مثال ۱ : لأى 2 7 الر اسم : 
مك ج ر :۵ 
n> mn‏ 
هومومورفيزم لأن : 
(م) ,© +( _م = mp‏ + نتم = Vn, p€ ZL: p,(n + p) = m(n + p)‏ 
وبالتالى فهو إندومورفيزم 
ولأى 770 يكون كذلك مونومورفيزم لأن : 
و - م > mp = mq‏ ج (0,)9 = (م),0 : .2 > ۷,۹ 
مثال ۲ : الراسم الا سی : 
(R.3‏ ¬ (+ب؟): e‏ 
*م جم x‏ 
أيزومورفيزم لأن : 
(x)e (vy)‏ مع (x+y)=e™” =e"e”‏ 1:6 6 برا 
ولإثبات أنه تناظر أحادى (وبالتالى يكون أيزومورفيزم) يكفى أن نعطى الراسم العكسى 
وهو : 
۳۲ 


رالقسم الأول نظريت الزمر ۲۳60۲۷ Group‏ , 


Log,-:(R’,) ج‎ (R, 
x جم‎ Log,x 
والآن‎ 
gl. :(R’,.) و‎ (R.0 
× ع جا‎ = × 
أى أن‎ 


1,08 - 


)1( يلت 
كذلك فإن : 
(+,12) ج :(R,+)‏ »,108 
x H3 Log,e" = xLog,e = x‏ 
أى أن 
)2( یا 109,6۵ 
من (1) ۰ (2) يثض يتضح أن الراسم 8R +R‏ :-, وم هو الراسم العكسى للراسم 
:12 ج 18: 67 » وبالتالی فان كلا منهما يكون تناظراً أحادياً » ومن ثم البرهان . 
مثال ۲ : لتكن 0 زمرة » © عنصرها المحايد . 
(1) النقل الأيسر ,© هومومورفیزم جه عدي 


النقل الأيمن ” هومومورفیزم هب 0-6 


()7 ج 6:0 ۱ 
ی ) الوأ : فی 
(ب) الر اسم ۳ هومومورفیزم 
م (7)۵ ج 0 : ر ۳ ف 
u‏ 5 جر موموراد م 


إذا كانت وفقط إذا كانت 6 إبدالية 


۱ ۲:06 ب‎ 6 1 
> ليكن ° هومومورفیزم‎ ) ١ ( : البرهان‎ 
XH ۲ 
Vx,y e G : (نود), ) ع بویت‎ 6 (x), 090 axay 


o 6 << 0 


۳۳ 


(مز), 6( ) (xy) = exy = exey - ) ,(x)€,(y)=‏ ,£ = (بود), ) جه < ع 
أى أن ,1= ,2 هومومورفيزم 
(ب) ليكن © 56,ه المطلوب إثبات أن (6)0(6)5 = (6)45 ٠»‏ أى المطلوب إثبات أن 
رک د 0 والآن 
()(ى ل £( = (۰۵) ,6 = Vxe 06:1 „(x)= (ab)x = a(bx)‏ 
8= ,£ > 
ا 
y)a) )6(‏ = (6ه)//ا: © ع ۷۵,۵ ¬ هومومورفيزم ¥ 
أى أن 
=F,F,‏ :6 > ۷۵,۷ 
Va,b,x > 0:7 )20( = (r, )(x) = r,(r,(x)) = r, (xb) = (xb)a = x(ba)‏ << 
أيضا (625)د- 700 . بأخذ 7-6 (العنصر المحايد فى 6) ينتج أن G:ab=ba‏ ,۰۷۵ 
أى أن © إبدالية . 
"س" : لتكن 6 إبدالية هذا يقتضى أن : 
xab = 0‏ : 0 ع ,۷۵,۷ > ba‏ - ۵9 : 0 ع ,۷۵ 
Va,b,x€ G:1,,(%) = x(a) = x(ba) = (b)a =, (xb) =r, (7(0) = (7)0‏ = 
هومومورفیزم ¥ >= (6)//ا(ه) للا = (40)¥ جد ,1,7 = راد 
المقصود ب ,/,/ هو ,4,04 » وكذلك ,7 تعنى 7,07 حيث "0" هى العملية فى 
الزمرة (7)6 . 
مثال 4 : برهن على أن +1 ه ب): [ 
x‏ جم روخ دعر 
هومومورفيزم من (+,0) إلى (+,18) . اوجد نواة (8) هل ۴ شامل (غامر) ؟ 
الحل : 
× + ,× = (( ربز + ,بز) + x,‏ + ,%( كر = x, + iy)‏ + رن + C: f(x‏ € رمز + درب + Vx,‏ 
(ونزة + f(x,‏ + (رنزة + f(x,‏ = 
۲ 





هومومورفیزم 7 ج 


Ker(f)= ع بز + عد‎ C: f(x+iy)=x=0} 
- {y | عبر‎ R} 
واضح أن / شامل (غامر)‎ 
/ :©١10( مثال ه : برهن على أن [0) | ج‎ 
اب2۲‎ 2 | 
هومومورفیزم من (.,(2۱)0)) إلى (.,(18۱)0) واوجد نواته‎ 
: الحل‎ 
۷2, و2 و‎ > C\{0} : £ و2 || 2 =| و22 |= (و2,2)‎ = )2([ (z2) 
< هومومورفیزم /ر‎ 
Ker(f)= )2 ۶۱0 ۰:7)2( <1( 
< )2 ع‎ )2۱)0( :|2 l=} 


دائرة فى مستوی 2 مرکزها (0,0) ونصف قطرها 1 . 


مثال 5 : برهن على أن : (۱)0) ب ب): J‏ 
تع جارج 

هو إبيمورفيزم من (+,0©) إلى ))01١10(,.(‏ واوجد نواته . 

الحسل : 


هومومورفیزم ۶ جح (,2) [(2) = توت = تك < (ر2 + C: f(z‏ > و۷22 
Ker(f (< 2 e C|f (2)=e =1‏ 
{z € C |e” (cosy +i siny)=}‏ = 
C |e” cosy -1,6* siny =0}‏ ع {z‏ = 
2 6 7,7 ع بر ج 0 ع بروزةو ج 0 2 نروزو 65 
0 -ع ج 1< e"‏ جم ع 27,1۷ - بر >3 0 < برومه ج 1 ع ز 605 6 
y=nr‏ 
7 - 2 > 
أى أن 
Z}‏ 6 ,21 - ع إناء 2 Ker(f)=‏ 


۲ ۵ 





لأى (2۱0) عدر يوجد € ,و70 بحيث إن e" = wn‏ = (نلارع1,0)ر وبالتالی 
يكون ر راسما غامرا (فوقياً) 


مثال لا : برهن على ان الرا 


60:01140( ج‎ C\{0} 
سم‎ 


۲ هومومورفیزم . اوجد نواته 
× جار 


الحل : 
هومومورفیزم © <= (بز)()0 = کیرد “(مود) = (بود)م : (0110) € مر رد۷ 


Ker(p) = «| 6 C\{0},p(x)= 1} 
= {xe )2۱)0(, ۳" =F 


جرع 2 +0 .. 2177 +0 4 
لسلس 28111 + 


x  < 1 < 6090 +518 0 => x = cos ,K - 3 


(نظرية دى موافر) 





0-1 7510 +4 6050 دع ج 0 دا/ 


+ 227.22 
j‏ = ست ووژو ز + سین دير > k=]‏ 
4 4 


+isin7 --1‏ 0057 د بر جد 2 < 1 


۲ 7 .. 37 ۱ 
= سس ووزو ز ب حدوون = يراج 3 < ] 
2 2 


أى أن (7-,1-,1,7) = Ker(p)‏ 
ب 5 : ر 


مثال ۸ : برهن او انف : 
|« | جاx‏ 


هومومورفيزم من (R,+)‏ إلى (Z,+)‏ 
(لعا : اكبر عدد صحيح < × يسمى × 11007) 
الخل لون ىنو و قرز ما فال ی 


1 1)_ ek 
۶] + |- ان(‎ 


1 1 1 1 
عو وك ای اج ار 
1*0( 2۳ 
مثال ٩‏ : برهن أو انف : لایمکن أن يوجد آیزومورفیزم (تشاکل) بين زمرتین احداهما 


إبدالية والأخری غير ايدالية . 
۳۹ 





(القسم الأول نظريت الزمر ۲۳60۲۷ Group‏ | 


البرهان : ليكن لدينا زمرتان © إبدالية » 25 غير إبدالية » ولیکن 27/ جه 6:06 

أيزومورفيزم. لأن 2 غير إبدالية فإنه يوجد 787 ع ,۵ بحيث إن هط« که . ولأن 

© أيزومومورفيزم إذن يوجد واحد بالضبط © » وواحد بالضبط 8 بحيث يكون 

< Pb) ,لد‎ (a) = a 

والآن 

(ab) = p(ba) = ١ 60)0(6)©(‏ = ((6)م(ما)م = واه 
© هومومورفيزم 6 إبدالية 0 هومومورفیزم 

تتاقض کم - 

طريقة أخرى : نفترض هذه المرة أن © غير إبدالية » 11 إبدالية . 0 غير إبدالية 

إذن يوجد 0,526 بحيث يكون ©0458 . ولان © آیزومومورفیزم فان (مط)ې + (طه)) 

ولكن : 

(ab) -  م6)0(006(‎ =  0)06(0)4( =  0)5»( : تناقض‎ 

© هومومورفیزم . . 7 إيدالية © هومومورفیزم 

مثال ۱۰ : برهن على أنه لایمکن أن یوجد ابیمورفیزم من (+,@) على (+,2) 

البرهان : ليكن (+,7) ج (+,0:)00 اییمورفیزم ‏ إذن یوجد © »× بحيث یکون 
2-1)م . والآن 


XxX XxX 1 2 XxX 
۱-۳ 
هومومورفیزم‎ © 
ب‎ (=e )2,+( تناقض‎ 


مثال :١١‏ برهن على أنه لايمكن أن يوجد إبيمورفيزم من (+,@) على )©1١10(,.(‏ 
البرهان : ليكن (.,[0) ا@) ج (+,00) :ص إبيمورفيزم . 
لآن © شامل (غامر) فإنه يوجد © © بحيث ان 3- (602 . والآن 


تتاقض : (0۱0 2-3۶ ام ح )مه = | 22 )م - )م -ة 


© هومومورفیزم 
۳۷ 








Subgroups الزمر الجزئية‎ :-١ 
: 6 تعريف : لتكن 6 زمرة . ولتكن 77 مجموعة جزئية (غير خالية) من‎ ١-4-١ 


مر موم 


يقال ان 77 زمرة جزئية (ماموطن؟) من © إذا تحقق : 

. abe H: ,ه‎ H كل‎ )1( 

HxH جه‎ 87 

SE‏ المستحدث Ee‏ تكون زمرة 
يلاحظ ان كل زمرة © تحتوى على زمرتين جزئیتین (تافهتين) هما © نفسها ۰ (6) 
حيث ع عنصرها المحايد. 

. 6 تمهيدية : لتكن © زمرة . 77 مجموعة جزئية (غير خالية) من‎ ۲-٤-١ 
. 45" ع‎ 5 : a,be H  نيرصنع زمرة جزئية من © إذا كان وفقط إذا كان لكل‎ 7 
ab'e H a,b" البرهان : "س 7۲ : زمرة جزئية <« 8 اع5,ه © اع‎ 

"ج ۳۳ : غير خالية ه یوجد عنصر be H‏ ۲[ 9 <ه 
والان لكل 8 b'=eb'e H : be‏ (لن 8 ع۰) 
ولكل  J‏ 6 ۵,9: اع H a,b’‏ ع 7( 67)ن - زه 

۲-۱ : ملحوظة : ليكن “0 ج 6:ص هومومورفیزم زمر . عندئذ فإن 

(أ) 27 زمرة جزئية من 0 > (۳) زمرة جزئية من 6۳ . وعلی وجه 

الخصوص فان صورة (6) ((1۳)0) زمرة جزئية من “© . 

(ب) ۲7 زمرة جزئية من “© هب 8/1 (H):= {ae G:p(a)e‏ 1 

زمرة جزئية من © . وعلی وجه الخصوص فان نواة () ((167)6) زمرة جزئية 
من © . 

ee H => 0)» (8)م‎ (Î) : البرهان‎ 

أى أن (0)127 غير خالية . 


0, ع ۵,۵ 3 ج راموك‎ H : a = p(a),b' = p(b) . : والآن‎ 
> aD) = '(6)م(م)م‎ -  p(a)p(b') = p(ab")e p(H) 
CES 


۳۸ 


(القسم الأول نظرية الزمر 10601 6۳0۷۲ 


()م زمرة جزئية من € ج 
5-4-١‏ 
والآن : زمرة جزئية “© ح (0)6 - (10)0 ج زمرة © ح 0 
(ب) ليكن © هو عنصر “© المحايد ۰ © هو عنصر © المحايد . “© عنصر فى ۲7 
لأن ۲ زمرة جزئية من “© . 
)ام عمج 6۳ = (هيام 
۲-۲-۱ (۱) 
آی أن )"© مجموعة غير خالية 
والان : 
p(a)p(b")‏ = ( 1 20)م >= H'‏ (ط)م ,(ه)م >= )7 a,be‏ 
9)1 زمرة جزئية من © ¬ e p'(H)‏ اوه جد 2۳7 ۵0۵۳ = 
(Î) ۲-۲-۱ 5-4-١‏ 
ولأن (©) زمرة جزئية (تافهة) من “© فان : ([ع))' م <()0۳ زمرة جزئية من © . 
4-4-١‏ أمثلة : 
مثال ۱: ( أ ) المجموعة (۸:)0 مجموعة الأوتومورفيزمات على © حيث © زمرة 
تكون زمرة جزئية من الزمرة (2)6(,0) (انظر مثال ))5-5-١١(‏ . 
هومومورفيزم زمر . 
(ج) المجموعة (17/)06 مجموعة جميع الأوتومورفيزمات الداخلية زمرة جزئية من 
الزمرة (474)0 وبالتالى فهى زمرة جزئية من (©)7 . 


۲ و 6ج :م1 ۱ ۱ 
البرهان : ( أ ) واضح .أن ° اوتومورفیزم وبالتالی فان (414)6 
a‏ جسم 
Aut(G) > Aut(G)‏ ع “برام = Aut(G)‏ ع اه > pwe Aul(G)‏ 
۲-۰-۱ ۲-۳-۱ (ب) 0-۳-۱ 


۳1 


زمرة جزئية من (7)©(,0) . 
ك( حو (“طبدط)ه = abx(ab)"‏ = (د) رم = Va,b,xe © : p(ab)(x)‏ 
p,(bxb ^") = (p,0p, )(x ) = (p(a)o p(b))( )‏ = 
Va,b eG p(ab) = p(a)oo(b)‏ جه 
هومومورفيزم م << 
6 جه 06 : ج1 

x= exe‏ جار 
1,e Int(G)‏ > 
نعرف ]۸1)G(‏ عم كالآتى : 


(ج) 


Vx 2 © : 0م‎ (x) =a"xa. (Pp 0p, (a) = a axa a =x > 0, =1, 
(p0 07 (x ) = aa مه‎ = x > 007 =1, 

أى أن ',© هو معكوس ,م . والآن : 

Vp,,0, € Int(G) Vxe 0:۵0 ()( = مود وه‎ = ab'x(ab")" 

7۶60۱ زمرة جزئية من (2۸:/0 ج (0):] > ۱ 0 < (0) بر < 
مثال ۲ : 


4 3 2 1 4 23 1 
9 - 77 ۰ 
عنم 0 


O}‏ 0,77 ,77و 48 = 8م زمرة جزئية (ذات أربعة عناصر) مز من ,7 وهی دیف 


۲ عنصرین فی 7 عندنذ فان : 


ویتحقق لها : 
(لعنصر المحاید فى ,7= ,1) ,,1- (00(0)206) = 006 = 7017 


البرهان : 
4 3 2 1 4 3 2 1 4 3 2 1 
ا 0 = 6 770 
1 2 3 4 2 1 4 3 3 4 1 2 


4 3 2 1 4 3 2 1 4 3 2 1 
6م = > 0 = 0072 
1 2 3 4 3 4 1 2 2 1 4 3 





0 3 2 1 3 2 مهس 


1 2 3 ۱4 1 2 3 4 
(ro0)or = (Oor)or =O‏ , 27 6 7700(0) 
0o(7to00) = 60)60(-7 , Ro(to00)=0‏ 
(كل زمرة ذات أربعة عناصر ©,©,4,5) = 77 » يتحقق لها : ع= ”>= ترا < ”۾ 
تسمى زمرة كلاين الرباعية (مناممع-4 (Kein‏ 
مثال ‏ : 77 زمرة جزئية من (+,2) إذا كان وفقط إذا كان يوجد 2 7:6 بحيث 
أن Z}‏ ع : H =m << {mk‏ . 
البرهان : "ج" : لای 2 77 الراسم 
42 ج م4 : لم 
mk‏ جرع[ 
إندومورفيزم ل (+,2) (انظر (۸-۲-۱) مثال )١‏ . ومن ثم فان (2) ,لم = 7" 
زمرة جزئية من 7 (انظر (۱--۲) (1)) 
مويك و ۵ + mZ‏ > ,77 7.0 - 0 
7 زمرة جزئية من .2 جح Vmk,ml e mL: mk—ml = m(k—-l)e mZ_‏ 
0-4-١‏ 
"ج" : لتكن 8 زمرة جزئية من (+,2). إذا كانت (0) = # ۰ خذ 0 - م . إذا 
كانت (0) + 77 » فلاحظ أن 17 ع ‏ > 7 - وبهذا تحتوى 87 أيضاً على أعداد 
صحيحة موجبة. وليكن ” هو صغر عدد صحيح موجب فى 77 . نثبت أن ,7 < ]1 . 
CZ: ۳‏ 8 زمرة جزئية <« ]76 ع قى 2م (1) 
۳ : لیکن 2/2 ©« . عندئذ فانه يوجد 74 ۸,۲٤‏ بحيث > مع 0 < x=km+r‏ . 


ولا 77 زمرة جزئية من 7 فإنه ينتج أن 17 ع 1-0۸ < r‏ 


۲۱ 


ولان 7 هو أصغر عدد صحيح موجب فى » 7 عنصر فى 77 یحقق 70> / > 0 
فإنه ينتج أن 0 . وبالتالى فلن ,72 € ۸n‏ =× ۰ أى أن 7ح 8 (2) 

من (1) ۰ (2) ينتج أن ,7 < ۲7 . ۱ 

مثال ؛ : لیکن © 1-/. =1 › ولیکن 


از ال = اب z=‏ 


المجموعة ( کوک لس لیس ,ی ,]) = 0) زمرة جزئية غير ايدالية من الزمرة 
Z20‏ زمرة جمیم المصفوفات من النوع 282 القابلة للعکس و عناصرها (مداخلها) 
أعداد مركبة تسمة هذه الزمرة الزمرة الرياعية (The quaternion group)‏ 

يستطيع القارئ أن يتحقق بسهولة من جدول "الضرب" الآتى : 


2 ا 









مثال و : برهن أو انف : 
(أ) (+,2) زمرة جزئية من (+,©) 
(ب) (+,21) زمرة جزئية من (+,@) 
(ج) (+,©) زمرة جزئية من (+,0) 
(د) (+,2) زمرة جزئية من )©1١140(,.(‏ 
(ه) (.,(02۱10) زمرة جزئية من )©1١10(,.(‏ 
( و ) (8©)زمرة جزئية من زمرة الأعداد الحقيقية التى لها الشكل 2+2 حيث 
ما ع ,مه , 0ع ١/2‏ +ع 


۳۲ 


(لقسم الأول) نظریت الزمر ۳۳60۲۷ 6۳۵۱2 | 


الحل : (1) 2 ع0 آی أن ۰.۶۵ 7-002 (2 مجموعة جزئية من ©) 
(+,2) زمرة جزيية من (+,0©) ج 72 ع72:0-8 Va,be‏ 
(ب) © N.‏ 1 ومعكوس 1 بالنسبه للعملية+ هو 1- . لكن N‏ 1۶- وبالتالى فان 
(+,11) ليست زمرة جزئية من (+,@) . 
(ج) © ع © 06 ۰ أى أن ۶0 » وهی مجموعة جزئية من € » (أى عنصر 
© عم يمكن أن يكتب على الصورة :0+ م وبالتالی يكون عنصراً فى © .) 
(+,0)) زمرة جزئية من (+,6)0) >= 0 ع0-8: 0 ,۷۵ . 
( د )(+,2) ليست زمرة جزئية من )01١10(,.(‏ لأن العملية "+" على 7 تختلف" 
عن العملية "." على © . 
لاحظ كذلك أن )2١10(,.(‏ ليست زمرة على الإطلاق لأن معكوس 2 بالنسبه للعملية 
و 2e2.‏ لکن ez‏ . وبالتالى فإن )21١10(,.(‏ لایمکن كذلك أن تكون 
زمرة جزئية من )01١10(,.(‏ لأنها ليست زمرة من البداية . 
(ه)(0140 ح (0) 02۱ ع1 ۰ أى أن (0140© ليست خالية وهی مجموعة جزئية - 
کما سيق > من +0110 . 
Q\{0} : ۵0 e Q\{0}‏ ء ۷۵,0 
وبالتالی فهی زمرة جزئية من ((2۱)0) . 
(و ) (©1)0@ عدم كذلك فان : 02+ = Vae Q\{0}:a‏ 
أى أن }#0 02 + a,be Q,a‏ | 2 +216 0۱0 
Q\{0} :ab" e Q\ {0}‏ ء ,۷۵ 
وبالتالى تكون (, (42۱)0) زمرة جزئية من الزمر ة(.,[±0 4+52 @ ٤ط‏ ,| 2/< +م)) 
(على القارئ ان يتحقق من أن مجموعة الأعداد التى على الشكل 2+ حيث )0,5 
وبحيث 0 0/2 + » تكون زمرة تحت عملية الضرب العادية للأعداد الحقيقية) 
مثال 3 : برهن أو انف : 
(أ) تقاطع أى زمرتين جزئيتين من زمرة © هو زمرة جزئية من © . 
(ب) اتحاد أى زمرتين جزئيتين من زمرة © هو زمرة جزئية من © . 
۳۳ 





الحسل : (1) تقرير صحيح . البرهان : 

لیکن » × زمرتين جزئبتین من © وليكن € 26 عنصرها المحايد . ينتج أن 
ee H‏ ۰ كر عه وبالتالى فان 7 ¥ ee‏ ویکون #0 رم 2 . والان لیکن 
a,be K «< abe H+abe HONK‏ 67 21۰۵۲ ۱اه + HNK‏ ع رام . 
(ب) تقریر خاطئ . مثال مضاد : 

۸ 37 زمرتان جزئیتان من 2 (بصفة عامة كما رأينا فى مثال ۳ ,72 زمرة 


جزئية من 2 حیث .2 ع 7) . 

والان ,32 ع3 ۰ ,27 2 لكن : UL‏ 2 1-3-2 
مثال ۷ : لتكن ‏ 7 زمرتین جزئیتین من زمرة © . برهن على أن اتحاد 277 > 
زمرة جزئية من © لذا كانت وفقط إذا كانت إحدى الزمرتين زمرة جزئية من الأخرى . 
البرهان : برموز واضحة نکتب 

وتا ع GOH lL‏ صاعن ۲۲ 

(0 ج11 تعنی 7 زمرة جزئية من الزمرة ©) 

رت : واضح 

. ۶ 967 ۰۵۶] ۰06] بحیث إن‎ abe لیکن ارا‎ : "> " 
ab" e K أو‎ ab" e ۲7 ومن ثم فان‎ .) 87 u ج-21‎ 0 jiJ) اله‎ e UK ينتج أن‎ 
ab' e H > ba = )0 (۲ > H جد‎ b= ba عه"‎ H تناقض‎ 
abe K>a= ab’ be × نهاية البرهان. تناقض‎ 

مثال_۸ : لتكن © زمرة ولتكن (6 ۷26 و< < ۵ : 0 ع و] <: 7 

برهن على أن 2 زمرة جزئية إبدالية من © . 

((Centre or Central of © ( (تسمی مرکز2‎ 

البرهان : 7٤ء‏ لان 

Vxe 67 : 0 < X= xe 1)‏ 
"دوع Vxe 0:۲۲ = (gx) ` = (xg)‏ ج ور - يبع :0 ۷6 جد 2 عع 
,02( 2 ع و ج راو ع آویز:6 عبرا د 


۳ 








دم ی دی ی ی مد یس ور ی ورام میم اسف سس سم 


سس ینوس و و و خی ی جوم يس ون اس دس مس IENE EEE‏ يبس سس اچب 


hge 2 0)‏ جح xhg‏ > هدا = G:hgx‏ ع ۷ جح ۶ > ,و 
من (1) ۰ (2) ۰ (3) 2 زمرة جزئية من ©. ومن التعريف يتضح مباشرة أن 7 إبدالية . 
مثال ٩‏ : لتكن © زمرة إبدالية لها العنصر المحايد © . وليكن 10 ©2. برهن على أن 
7 مجموعة كل العناصر فى © التى تحقق 6 - ”× تكون زمرة جزئية من © . 
البرهان : عه لأن e” =e‏ . ليكن ‏ 7 عمرح مع "رز حب 
=e‏ اه ۱(" < "(ر) ء أى أن لا "بر وكذلك فان : 
لس . کی = (هم.(و)(وع (ومج<ع< "بره - << ۶۲ 
۶ من المرات 7 من المرات © ابدالية 7 من المرات 

8 ع بود جدء << عم - x"y"‏ = 
(لاحظ أن : تا ار = .)= 07( 
سے ست 


۸ من المرات ‏ ”من المرات 

مثال ٠١‏ : برهن أو انف : 

R8) (‏ ج)(عدد غير كسرى(غير نسبى)«7 10ح |(140 (H,) (H =e R\‏ 
(ب) ).© |x < }) (R\‏ 1۱10 عع = (K‏ جا 0830 (.,>) 
الحل : () تقرير خاطی . 8 ٠ ١/2‏ لکن ۲ ¢ 2-22 

(ب) تقرير خاطی . 22 لکن 2-2 

مثال ١١‏ : لتكن © زمرة إبدالية » » عنصرها المحايد وعليها العملية "." "الضرب" . 
ولتكن (6 | *) = 8 . برهن على أن 87 زمرة جزئية فى © . 


آلير هان : 
e H‏ ه دع ج 0 عه 
(x) e H‏ = )%7( > 0 ع تراج 0 عر ج ققء ۳ 
(ay eH‏ = کرد جه 0 ع ود > 0,60 عع ج ] > آبز ,2۳ 
© إبدالية © زمرة 
0 مار جه 











مثال ۱۲ : برهن على أن أية زمرة ذات ستة عناصر لايمكن أن تحتوى على زمرة 
جزئية ذات أربعة عناصر . 

البرهان : لتكن © زمره ذات ستة عناصر » 77 زمرة جزئية من © ذات أربعة 
عناصر. لتكن 0 >< ۰ ۷ . نكون (11 xX¥=h| he‏ . واضح أن ۵< 7 77د : 
إذا كان  #‏ و د إذن يوجد ع و 2 بحيث إن 28 > ,2, 8« ع ۵ < 2 وهذا 
يقتضى أن : رحا ×=zg‏ تاقض . ولكن 6 ۰7 © ح 2د وعدد عناصر 7د 
يساوى عدد عناصر 7 (إذا كان عدد عناصر 777 أقل من عدد عناصر 77 فمعنى هذا أنه 
يوجد 7]> ,ع,ع» رم بحيث إن رود = بعد ولكن هذا يستلزم أن : رع = ,8). 
إذن عدد عناصر ]+ عدد عناصر 27« = 8 تناقض (عدد عناصر 6 ح 6) . 
(بصفة عامة عدد عناصر أى زمرة جزئية يكون قاسما لعدد عناصر الزمرة . سنری 
هذا فى نظرية لاجرانج) ٠‏ 

مثال ۱۳ : لتکن هم اجه وعليها عملية جمع المصفوفات . 


b 
مع عملية جمع المصفوفات‎ = lar +e+a=0| برهن على ان‎ 


قوق ره ره من 6 .هذا مخت دا ادها 2O‏ 


الحل : ۱ ۱ 
ر د ال ل لوليف خا لقن 31 18 ۲ ينتج آن 

d 1 0 0‏ عالط ع 
a+b+c+d =0‏ , 70 +ع + [+ه والآن : 

1۳ 1۳ ا ا ی 
h‏ ع 0 6 0-7 و -ع 

a-etb- f+c-g+d-—-h=a+b+c+d-(e+ f + 60ح ( + و‎ 

ينتج أن (+,2) زمرة جزئية من (+,0) . إذا استبدلنا ١‏ ب ۰ لن یوجد العنصر 


0 0)., 5 
0 ف وهو شرط ضروری حتى تکون 7 زمرة جزئية من 6 . 


۳۹ 


(القسم الأول نظرین الزمر ۲۳60۲۷ ۲۵۱10 


مثال ۱۶ : لتكن K(‏ ,6)2 = © (مجموعة المصفوفات من النوع 2×2 ومحددها 
ری لضف مرها تلطه من + من الزمرة یه القائة 
general linear group‏ عط1). ولتكن (2 2,۸ = (ل )اهل | G‏ ع4 ) = 8 . برهن 
على أن 77 زمرة جزئية من © . 

اليرهان : 


0 1 
ع 0 لان 2° ح< [< det‏ ليكن 
1 0 1 0 





det(4) = 2",det(B) = 2”,n,me Z ع‎ ۸,۶ H 

det(4B^) = det(4) det(B 7") = det(4)(det(B)) = 2۳.27۳ - 2۳۳, - 7 > Z 
. AB "e H أى أن‎ 
. := )2۳ |€ 8( » لتكن ۷ زمرة جزئية من 18 مع عملية الجمع‎ : ٠١ مثال‎ 
٠ . برهن على أن × زمرة جزئية من (۱)0 18 مع عملية الضرب‎ 
ره‎ H حیث‎ 2۳,2 > K : ع 1-2 . كذلك فان‎ ٠2 0€ : اليرهان‎ 
يقتضى أن : > ع 2*5 -2*)20(17 (لأن 87 ع4-85) أى أن × زمرة جزئية من‎ 
. مع عملية الضرب‎ 1 )0( 
: ١5 مثال‎ 

لتکن (8 ,6)2 =6 › امعم )سير . برهن أو انف : 7/ 
زمرة جزئية من © . 
الحل : العنصر المحايد فى © هو 9 0 فإذا کانت 7 زمرة جزئية من © فان 
]بقع فيها كعنصر. لکن e‏ )+ ينما متسه ب 2[ 00 
1 0 ۱ 2 0 بر 0 
7 ليست زمرة جزتية من 6 . 
مثال ۱۷ : لتکن ‏ (0 < 1,۵0 ع 5,» |:+ه) = 77 . برهن أو انف : 77 زمرة جزئية 
من € تحت هر الجمع . 


۳۷ 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


الحل_: ٤٤H‏ :2+5 ,3-1 . بينما 2 ©(0+52)+3-1)- 1+4 إذن 87 ليست 
زمرة جزئية من € تحت عملية الجمع . 

مثال ١1١‏ : لتكن (1- 52+ ”,® ٤‏ مره |:+ه)< 8 . برهن أو انف : 77 زمرة 
جزئية من (0) €١‏ مع عملية الضرب . صف عناصر 77 هندسياً . 

الحل : 8 :1+0 لأن 12+02-1 »وهو العنصر المحايد فى )©١140(,.(‏ . 
كذلك ليكن ۵ مذو + 6 وم ع a+b‏ (لأن 1ع c+di=cosp+isinp «(a +b”‏ 





عنصرين فى 4 ينتج ان H‏ ع () + (a + bi)(c + di) = cos(@ + p) + isin(@‏ 
وإذا كان 56+1:06ه- :8 +ه عنصرا فى 77 فان معكوسه هو (0-)1 1ی + (0-)05© 
وهو كذلك عنصر فى 77 . 1 

عناصر 77 هی جمیع نقط الدائرة 2۱21/ 
1= ”بر + تعرأی الداثرة 1ع| ۱2 . 

طريقة أخرى : واضح آن: 8 ع :1+0 

لیکن 2 ع 0+ . معکوس + 

(a+ bi)" هو‎ 


(a+ bi) = 6-01 (+ 4 سب وی کت‎ 
a + ”ط‎ ”) a7 + 2م‎ a +b (a? +b”) (a +b?) 
a^ +b” 1 ۳ 
E E 
a +b” =1,c +d? =1 > a+bi,c+die H والآن ليكن‎ 
(a + bi)(c + di) = -عه‎ bd + i(ad + bc), 
(ac—bd)’ + (ad + bc)? = ac” -2acbd + bd? + ad? + 2adbc + bc? 
= ac” + bd? + ad?” + bc” ش‎ 
= (a + ت(62‎ + (b? + تلو دث = 2و(ثن‎ =1 
> (a+ bi)(c+ dije زمرة جزئية من (.,(۱0) ج ل‎ 87 





۳۸ 


0-١‏ المجموعات المشاركة ‏ د5اء:005 
١-5-١‏ تعريف : لتكن © زمرة » 7 زمرة جزئية من ۰0 © عه . تعرف المجموعة 
۱ > ۵۱) =: عه بأنها المجموعة المشاركة اليسرى من ۾ بالنسبة إلى 727 
(The left coset of a w.r.t. H)‏ . كذلك المجموعة  H}‏ ©170|17-: 80 هی 
المجموعة المشاركة ١‏ ليمنى من ۾ بالنسبة للی(ظ ۷۰۲.۰ 0۶2 (The right coset‏ . 
٠-٠-١‏ تمهيدية : لتكن 6 زمرة2» 77 زمرة جزئية من © . وليكن 0 0,6 . 
التقريرات الآتية متكافئة : 
al =bH (Î)‏ 
)ب( beaHl‏ 
(ج) abe‏ 
وتوجد تقريرات مكافئة مناظرة للمجموعات المشاركة اليمنى من © بالنسبة إلى 77 . 
البرهان : ' (1) > (ب)": 
له - b=bee bH‏ 
'(ب) © (ج): 
H:b=ah‏ ع 3 ج be aH‏ 
(a 'a)h = eh = he H‏ = (زه) لو = 10 : 87 Ihe‏ سب 
'له) ‏ (أ): "د": 
)1( ۵ < 6: 8 ع3 ج H‏ ع ع قا : 8 31 ج abe H‏ 
bH c all (2)‏ ج aH‏ ع »21 < 3ke [7 : 2 bk‏ ج xe bH‏ 


xe aH >3le H:x= at. e 
.)0 لأن 8 زمرة جزئية من‎ ۱ e 7 ehe H)a = bh, ' e 87 ومن (1) لدينا‎ 
وبالتالی فان : 517 2€ ۸= × وينتج مباشرة أن‎ 

aH 87 (3)‏ 
من (2) » (3) ينتج المطلوب مباشرة . 
۳۵-۱ تعريف : لتكن © زمرة . ولتكن 77 زمرة جزئية من 6. وليكن © © ,© . 
يقال [ن . 


۳۹ 





| الباب الأول : المفاهيم 





© مطابق ل م مقياس2 (2 :(a congruent to 5 modulo‏ بالر موز # a = bmod‏ 
عندما يتحقق شرط (وبالتالى كل الشروط) فى (۲-۰-۱) . 
4-0-١‏ ملحوظة : لتكن © زمرة » ولتكن 7 زمرة جزئية من 6. عندتذ فان العلاقة 
"مطابق مقیاس 7" هی علاقة تكافؤ على 6 . ولكل © ع ۵ فان 277 هو فصل تكافؤ © . 
البر هان: لكل 0)ع»:۵7-<۵7 > /000<م أى أن العلاقة انعكاسية (۲606۷6). 
7 << 6 ج له < ]9 ج aH = bH‏ > ]2000 6:0 ع ۷,۷ 
أى أن العلاقة متمائلة (symmetric)‏ . 
bmodH,b =cmodH => aH =bH,bH =cH‏ = ه : 0 Va,b,ce‏ 
aH =cH >a 2 7‏ > 
أى أن العلاقة انتقالية (1:۷6ذمجهتا) ومن ثم فهى علاقة تکافز (equivalence relation)‏ . 
۵-۵-۱ مثال : لكل 2 7 تكون 712 زمرة جزئية من 2 (بالنسبة للعملية +). فى 
حالة 0غ 77 لكل ,2 2,4 : 
(-ke 1‏ ه ,110007 < k‏ 
#-4 يقبل القسمة بدون باق على "+ 
7 لهما نفس باقى القسمة الموجب من خلال القسمة على ”ك 
وإذا كان ,7 »٠م‏ باقى القسمة الموجب من قسمة ۸ على 7 فان : 
=r + 7‏ ,1 + | 
وتکون | |> ” > 71,0 7,:۳:+۳) هی مجموعة المجموعات المشاركة الیسری 
لار 7 بالتسبة إلى 2ب . 
5-6-١‏ تمهيدية : لتكن © زمرة » 8 زمرة جزئية من 6 . لتكن ,,/6 مجموعة 
المجموعات المشاركة اليسرى ٠‏ 0۱7 مجموعة المجموعات المشاركة اليمنى بالنسبة 
إلى 7 . يوجد تناظر أحادى: 


J: -« ۶ 
aH + تيع‎ 


البرهان : سنثبت اولاً أن الراسم معرف جيداً (611-4685560”) . رأينا فى (۲-۰-۱) 
أنه قد يوجد © عط,ه ۰ 8*» بینما 077 ٤ه‏ حيث 7 زمرة جزئية فى 6 . 
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(القسم الأول) نظری الزمر ۲۳60۲۷ ۲۵۱۲ 








وحتی یکون الراسم معرفا جیدا ينبغى أن نثبت أنه إذا كان مح زه فان 
887 = "ول وذلك كالآتى : 48 = 97 يقتضى أنه يوجد 78 ×٤‏ بحيث يكون 
ته = 5 . ومن ثم فإن م ع 2747 53 وبالتالى فان ۲ = 727 (التقریرات 
للمناظرة للتقريرات فى ))5-5-١(‏ . 

واضح أن الراسم غامر(شامل). لإثبات أن الراسم واحد لواحد: ليكن' 7ح ۲۲ ينتج أن 
= #۷ حيث 1 ع7 » ومن ثم فان 27 ومن )١-5-١(‏ ينتج أن 77 -له. أى 
أن الراسم واحد لواحد. 


۱-۱ الزصر الجزئية الطبیعیه Normal subgroups‏ 

: تمهيدية : لتكن © زمرة » 77 زمرة جزئية من © . التقریرات الاتية متكافئة‎ ١-5-١ 

)ا( aH=Ha‏ تجمیع © > » 

ae G  عيمجل‎ aHa'cH )۲( 

(۳) 7 (۳7)م لجميع الأوتومورفيزمات الداخلية © من © . 

aHa'=H )(‏ لجميع ‏ 0 عه» 

(۰) 7 <(17)م لجميع الأوتومورفیزمات الداخلية © من © . 

:")"(+> )۱( : البرهان‎ 
xe aHa' > 3he 8 : ۶ < aha". aH = Ha > 30 ع‎ H : ah = ۵ 

c H‏ "وله > x= aha’ = taa! =e H‏ جح 

(۲) +(" : ينتج مباشرة من تعريف الأوتومورفيزم الداخلى. 

(۳) >:"(4) لتك 4۳ لجميع الأوتومورفيزمات الداخلية م  CH‏ اتلله :۷۸0 

Vae 0 : ۵10۱ =  >- ۷۵ 0:7 caHa" © ۷۵ > 6: "118 > - 


a1) "=a 

طريقة آخری : © أوتومورفيزم داخلى من © ينتج عنه أن "م أيضاً أوتومورفيزم 
داخلى من © بحيث يكون 7(17)) ۰ تك () 7 › وبالتالى فان : cH‏ (6)87 ۰ 
c KE)‏ ((27) ۵07 - 81 . ينتج (IH) = H jİ‏ = ۵۱ لكل 0 عه. 

'(4) © (0)': واضح 

(4) > : "(1) له ع* هب يوجد 8 ع ‏ بحيث إن 2-607 . 


٤١ 


aH =H‏ = يوجد ۳ ع2 بحيث إن 1< 0۱ > يوجد 87 ع6 بحيث إن 
aH c Ha > x=lae Ha >> xa" =e H‏ )5( 
Ha‏ © ه يوجد 8 7 بحيث يكون ‏ 4 ط=×.3 = امه > يوجد 
17 ع4 بحيث إن: ۸= 206۲ ومن ثم فإنه يوجد 4 ) بحيث إن 
x=ha=ale aH‏ هب لآم مر «**) 

من (*) ۰ (**) ينتج آن 86 = له . ۱ 
۷-۹-۸ ثعریف : للزمرة الجزثية 7 من لزمره © ضسمی زمرة جزئية طبيعية 
subgroup(‏ تقصصمه) إذا حققت ربا (ومن ثم کل الشروط) فى (۱--۱) . 

۲-۰-۱ أمثلة : )١(‏ كل زمرة © تحتوى على زمرتين جزئيتين طبيعيتين تافهتين 
هما © نفسها » إع) » (حيث © هو عنصر © المحايد) . 

(۲) كل زمرة جزئية من زمرة إبدالية 6 تكون زمرة جزئية طبيعية من © . 

. ©“ ملحوظة: ليكن 0ج- 6:06 هومومورفيزم زمر من الزمرة ©إلى الزمرة‎ 4-5-١ 
(أ) لكل ۸۷ زمرة جزئية طبيعية من “© يكون (7/7)'© زمرة جزئية طبيعية من‎ 
. © وعلى وجه الخحصوص (427)6 زمرة جزئية طبيعية من‎ . © 

(ب) إذا كان © راسماً غامراً (فوقياً) ‏ ۷ زمرة جزئية طبيعية من © ۰ فان (6)07 
يكون زمرة جزئية طبيعية من 6۳ . 

البرهان : (أ) من )"-4-١(‏ (/7)!© زمرة جزئية من © . والآن لكل © © © 
ولكل (1)77 6 x€‏ : 

axa") = (a)p()p(a") = “(0)م0)000‎ ۵۵۵۵۱ c N’ 

۷ زمرة جزئية طبيعية فى 6 ۳ 0 هومومورفيزم 

)٧(‏ "ص زمرة جزئية طبيعية فى ٩G‏ ج )N(‏ "م ع "ره ج 
٠‏ (ب) لیکن (N)م‏ ۰۲6 “0 46 . يوجد ۷ © بحيث إن ×=(×)ص. ولان 
#راسم فوقى (شامل) فإنه يوجد © عه بحيث إن “4 - (0)6 . والآن : 

p(a)p(x)p(a)' = p(a)p(x)p(a') = p(axa")e (N)‏ = "مده 

© هومومورفیزم ۳ 

۷ زمرة جزئية طبيعية من 6 


۲ 





١-5-ه_مثال‏ : لیکن 0 + 06 :© هومومورفيزم زمر .© ليس راسماً شاملا (غامرا). 
۷ زمرة جزئية طبيعية فى © . (/6)73 ليست بالضرورة زمرة جزئية طبيعية فى '6 . 
سنأخذ 77 زمرة جزئية فى © لكنها ليست زمرة جزئية طبيعية فيها . 
راسم التضمین :۱ هومومورفيزم لأن : 
a a‏ 
Va,be H :1(ab) = ab = 1(a)1(b)‏ 
7 زمرة جزئية طبيعية فى نفسها (زمرة جزئية طبيعية تافهة) لكن // = (1)7 ليست 
زمرة جزئية طبيعية فى © . 
ويمكن تكوين أمثلة عديدة لهذا: خذ مثلاً ,0 ۰ ((6,)12) = 2 (ء هو العنصر 
المحايد فى ©). 77 زمرة جزئية من ;7 » لكنها ليست زمرة جزئية طبيعية فيها : 
{e,(12)}‏ © (23) = (13(012(013) 
5-1-١‏ تعريف : لتكن © زمرة » 77 زمرة جزئية من © . تسمى المجموعة 
Nor(H) - {ae 6:۵۳ = H}‏ 
مطبع 2 Normalize)‏ ) فى © . 
۷-٦-١‏ ملحوظة : لتكن © زمرة ۰ 72 زمرة جزئية من ۰0 (770«)787 مطبع 77 
فى 6 . عندئذ فان : 
(۱) ()7۷0۲ زمرة جزئية من © . 
(۲) 77 زمرة جزئية طبيعية من (7/07)17 
(۳) إذا كانت × زمرة جزئية من ©» 7 زمرة جزئية طبيعية من >! فان (27/) 6 . 
أى أن (3/00)87 هی آکبر زمرة جزئية فى © یکون فیها 77 زمرة جزئية طبيعية . 
.. اليرهان : )١(‏ لكل © > ه لیکن , EE‏ 


Aaxa‏ جاور 
=H  (*)‏ (9) م هج Nor(H)‏ عه : 0 ۷۵ > 
والآن نبرهن على أن (۷0۳)7 زمرة جزئية من © . أولاً من الواضح أن © 
العنصر المحايد فى © يقع فى (27/0)/7 . ثانياً : 


هو الأوتومورفيزم الداخلى من © . 


الى 





a,b e Nor(H) ره < 11 - ( 11) ,4 , 11 - ( 27 ) ,م ج‎ )11 ( = )009,((< 
66,2 ( = 0,(H) - H هچ‎ € Nor(11) 
ae Nor(H) ج‎ p,(H)=H 5 م‎ _(H)=H له ج‎ e Nor(H) : ثالثا‎ 
. واضح من التعريف‎ )۲( 
:» K له > لكل‎ =H: ae K لكل‎ kK زمرة جزئية طبيعية من‎ 7 )۳( 
Kc Nor(H) + ae Nor(H) 


۷-۱ الزمر العاطة Factor groups‏ 
۱-۷-۱ نظرية : لتكن 6 زمرة ٠‏ 7۷ زمرة جزئية طبيعية فى G/N «G‏ مجمو عة 


۶:6 ۹/۷ ری‎ E هه‎ aK E 
جاع‎ ۷ 


عندئذ فإنه یوجد بالضبط ربط واحد "." فى 0/2۷ بحيث یکون : 
(1) (ببر6) زمرة . 
(ب) الراسم م هومومورفيزم من € إلى %3( 
م عندئذ يكون إبيمورفيزم +٠‏ 5۵۳)۵(<۶2۷ ۰ ۸۷ هو العنصر المحايد فى 
aN (e)‏ هو معكوس 7( . 
البرهان_ : (۱) وحدانية الربط (60655اوتمن) : إذا كانت 0 زمرة › م 
هومومورفيزم من © إلى (.,پ/0) فإنه لجميع © طره: 

aN DN = (6)م.(مام‎ = p(ab) = (ab)N 
أى أنه موجود (ءاءا×ه) ونحن‎ E )١( سنثبت أن الربط المعطى فى‎ )۲( 
نعلم من (۲-۵-۱) أنه قد يوجد عنصران © ©2,5 مختلفان وعلى الرغم من هذا‎ 
. © يكون 517 = 017 حيث 77 زمرة جزئية فى الزمرة‎ 
» 27۷ = ولهذا فإنه حتى نثبت أن الربط معرف جيداً فإننا نثبت أنه إذا كان 7ه‎ 
حيث © ع 9,ط,,ه فان ۷ = 0۳۷ (ويقال إن الربط لايعتمد‎ 0۷ - 7 
على الممثل (۲60۲65601۵1۷6 116). سنكتب 460 ۸۷ إذا كانت 7۷ زمرة جزئية طبيعية‎ 
6 قن الؤمرة‎ 
٤ 


«القسم الأول نظریت الزمر ۲۳60۲۷ 670100 | 


نلاحظ أولأ أنه إذا کان 40 ۰7۷ 0 6 فان : 70-01 حیث © 1 
(لأن N ٩6‏ تعنی أنه لكل © ۵6:  (aN=Na‏ (1) 
ونلاحظ ثانياً أنه إذا كان 17 حيث 7 زمرة جزئية من © فان 77 = 2۳7 حیث 626. 


(لأن: كله - اه تله < له ب 7 ع 27 جه (aeH‏ )2( 


۲-۵-۱ 
باستخدام هاتين الملاحظتین سنثبت أن الربط المعطی فى (۱) معرف جيداً کالائی : 
ليكن : 
e ©‏ ره ,817 - ۷( ,۳۷ - aN‏ 
a'n,b = 01‏ = ع : N‏ ء ,217 > 
abN = anb'mN a b'tmN 09۷, ۶ N‏ >= 
والان 
G:(aN.bN).cN = (abN).cN = (ab)ceN‏ ع »,۷۵,0 
a(bc)N = aN .beN = aN .(bN.ceN)‏ = 
كذلك 


۷۰ ع‎ © : ۷.۵2۷ < ۰2۷.۵۳۷ =eaN = aN 
)6/,.( أى أن ۸۷ هو العنصر المحاید فى‎ 
۷ 0: ۵۱۷.۵۷ =a aN - ۷ - ۷ 
. 2۷ أى أن ۷ هو معکوس‎ 
واضح أن م راسم فوقی (شامل) وبالتالی فانه ابیمورفیزم‎ 
(0) نواة‎ Ker(p) = {ae © : p(a)= N} = {ae © : اله‎ - ۷( 
< عه‎ 6:06 ۷ - ۷ 
تعریف :6 زمرة » 2 زمرة جزئية طبيعية فى 6. تسمی الزمرة المنشأة فى‎ ۲-۷-۱ 
(۱-۷-۱)الزمرة العاملة(آو زمرة القسمة)ل © مقیاس ۷. یسمی الابیمورفیزم‎ 
. علی0/(۷‎ 6-1 )The canonical :م الإبيمور فيزم الطبیعی(«وندم‌مصنحوه‎ 6 ۷ 


N‏ ۱ ج۲م 


۶۰ 


۳-۷-۱ ملحوظة : لتكن © زمرة » N‏ مجموعة جزئية من € . 
۷ زمرة جزئية طبيعية من © إذا وفقط إذا وجدت زمرة 0 » ووجد هومومورفيزم 
€ +¬ 0:6 بحيث یکون Ker(p)= N‏ . 
البرهان :"ك" : ينتج من النظرية )١-۷-١(‏ 
"جد" : ينتج كذلك مباشرة من )4-5-١(‏ (1) 
٠-۷-١‏ مثال : الزمر:(+(0 إبدالية ومن ثم فان أية زمرة جزئية منها تكون زمرة 
جزئية طبيعية. ولهذا فإنه لأى 7 76 يكون لدينا الزمرة مر ويكون الحساب فى 
2 كالآتى : 
Vk,l e 2: + (+ ) 1 + m2) = (k + (+ mZ‏ 
فى حالة 7-0 يكون Z}‏ 1: (0)) - بر /2 
(ويكتب أحياناً . (2 € ): £{ = ,,/7( 
{k+mZ:ke Z}‏ = 
3 1 : ۵ 
77 دع < {kK}‏ جاع 


ويكون الراسم : 
أيزومورفيزم زمر . 
فى حالة ۶0 تكون ر زمرة عدد عناصرها || وهی : 
(1- |" |,...,0) € ,02+ (انظر مثال (6-0-۱)) 

وسنكتب أحيتاً_ ,7 _لنضى. 21 


۸-۱ نظریات الایزو مور فَضِزْم The Isomorphism Theorems‏ 


The Homomorphism Theorem نظرية الهومومورفيزم‎ ۱-۸-۱ 


ليكن ‏ “0 ج 7:6 هومومورفیزم زمر من الزمرة © إلى الزمرة € 
er) 310)‏ >= 


أى أن كل هومومورفيزم ينتج عنه أيزومورفيزم 


1۹ 





(القسم الأول نظریت الزمر ۲۲۵0۲۷ Group‏ , 
اليرهان : سنضع الراسم من من رم 0 إلى (6) £ ونثبت أنه آیزومورفیزم کالاتی : 


1(0 + رو Pi ker(‏ 
f(a)‏ جم زر) مر 1ه 
G:p(aKer(f)) = f (a)‏ ع ۷۵۰ 
)١(‏ الر اسم ص معرف جیداً: لكل © عظ,ه لیکن (۸e۲)۶ط‏ <(/)00۳ ینتج 
من (۲-۵-۱) آن : 
( © العنصر المحاید فى “© ) ۵( ۵/()-( “(م) d'be Ker(f)=>f‏ 
۲-۳-۱ 
() [ < ()7 << 

أى أن : ((/)۲)0 = (([)۵)۵2۳ وبهذا يكون الراسم معرفا جیدا لأنه لایعتمد 
على الممثل (The representative)‏ . 
(؟) © راسم فوقى (شامل) : واضح (لأن كل عنصر فى (0) سيكون على الشكل 
(6)] وبالتالی فإنه يوجد رمي 2(/) كه بحيث يكون (0)/ -((1)كله)0 . 
(6)5© واحد لواحد : ليكن p(bker(£))‏ = ))p)aKer(fم‏ : © ۷۵,۵۰ » أى أن 


(5)/ - (ه)ر . 
ينتج أن : 
Ker(f)‏ 6" ه جك - () “)ار = f(a )f(b)‏ >( 
۲-۳-۱ 
aKer(f) = bKer(f)‏ > 


۲-۵-۱ 
: هومومورفیزم‎ © )*( 
۷۵,06 G : p(aKer(f).bKer(f)) = p(abKer(f)) 
1-۷-1 
))5-5-١( © (تذکر أن (/)10۳ زمرة جزئية طبيعية من‎ 
= f (ab) = f (a) f(b) = p(aKer(f))p(bKer(f)) 
۷ 





ملعم سس او ا ع ع ع ا م وس ا ع تم ا مت دسي م سب ا ةل تمسو سكت تسم مم همم وید مسيم 


الباب الأول : الفاهیم الأساسية 


The First Isomorphism Theorem النظرية الأولى للأيزومورفيزم‎ ۲-۸-١ 
. ©“ ليكن 6 ج 6: ر هومومورفيزم زمر من الزمرة © إلى الزمرة‎ 
. )6 (زمرة جزئية طبيعية من‎ ۸۷ > € ٠ لتكن © جال (زمرة جزئية من6)‎ 
> Vi aN 2 
UN = {unlue U,ne N} حيث‎ 
: البرهان‎ 
. سنثبت أولاً أن 0۷ زمرة جزئية من © حتى يكون للادعاء معنئ‎ 
العنصر المحايد فى © موجود فى © ۷ وبالتالى فان 77/) ع6.© - »© » وبالتالى‎ © 
: 1,1,11, © UN فإن ۵ ± ۰077۷ والآن ليكن‎ 
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10 U, = uu, n,n, ع‎ UN,n, 6 N 
0 ۳۱ جع‎ 
: كذلك فان‎ 
Vun e UN : (وس)‎ =n u’ را‎ ۷, ۷ 
. © أى أن ۷ زمرة جزئية فى‎ 
© زمرة جزئية طبيعية فى‎ N. N 212۷ والآن 071۷ < ۷:۸ ع« أى أن‎ 
. ومن ثم فهی زمرة جزئية طبيعية من 0/77 ۰ ويكون للكتابة ,۸ معنی : فهی زمرة‎ 
والآن إذا كان الادعاء صحيحاً فان ,ریم يجب أن تکون زمرة وهذا بقتضی.‎ 
أن يكون 7 > (۷ )۰ ویمکن بسهولة البرهنة على هذا ثم إثبات الایزومورفیزم لکننا‎ 
نفضل أن نجری الاتی:‎ 
: نعرف الراسم م كما يلى‎ 
بلاج تا :م‎ 


al} ۷‏ 
واضح أن © معرف جيداً > وواضح أنه راسم فوقی (شامل) . والآن : 
p(a)p(b)‏ = لط Va,be U : p(ab) = abN = aN‏ 
أى أن م هومومورفيزم. ونحسب نواة (6) : 


۸ 


ا (القسم الأول نظریت الزمر Group ۲٥0۲۷‏ | 
۷۱ - رم)ن : ل Ker(p) = {ae‏ 
۷ لا- (۷ {ae U:ae‏ < ۷ < ۵۷ : تا ع م < 
أى أن 7:۷ زمرة جزئية طبيعية فى ۱(0--: (أ)) 
والان نطبق نظرية الهومومورفیزم (۱-۸-۱) : 
U ۳ - #7‏ 0 
7 )2 = رم aN‏ / 
© شامل . 
نهاية البرهان . 
۳-۸-۱ النظرية الثانية للایزومورفیزم The Second Isomorphism Theorem‏ 
لتکن © زمرة ۰ 1۷ زمرتین جزئیتین طبیعیتین فى ۰6 14 ح 77 . ينتج أن: 
GIN, ~G‏ 
IN = Yu‏ 
اليرهان : حتى يكون للادعاء معنئ يجب أن يكون مم//1 زمرة جزئية طبيعية فى 
C/A‏ لكتنا لن نفعل هذا بصورة منفردة » بل سنتبع الآتى : 


.G G 
9: 3, 
aN H+ aM 
Va,be G:aN =bN »كھ‎ 06۷ 2> a be M : معرف جيدا‎ © )١( 
۱-۲2۱ 
> aM - ۷ 
١-5-١ 
راسم غامر (شامل) : واضح‎ © )۲( 
: هومومورفيزم‎ © )۲( 
۷۵,۷ ع‎ G:p(aN N) = çp(abN) = abM = ۸ 
1-۷-1 ۱-۷-۱ 
= (aN )(bN) 
:) نواة (ص‎ )٤( 
٤۹ 


Ker(p) = {aN € Cy: (aN) = M} 
= {aN e 6 : اله‎ =M} = {aN e Ay : عع‎ M} = M/, 
(6-1-1( e زمرة جزئية طبيعية فى‎ Mr أى أن‎ 
: )۱-۸-۱( والان نطبق نظرية الهومومورفيزم‎ 
GIN, - ۷ - 6 - 6 
MIN - ۱ > 7) = 9 
شامل‎ © 
. نهاية البرهان‎ 
النوايا المرتبيه والنوايا المشاركة المرتسية‎ 6-١ 
Categorical Kernels & Categorical Cokernels 
. 78 تعريف : لیکن 77 ج 6 : / هومومورفيزم زمر من الزمرة © إلى الزمرة‎ ١-5-١ 
. (Cotegorical kernel) تسمى زمرة × مع هومورفيزم 6 ج كل : و نواة مرتبية‎ 
: للم إذا تحقق‎ 
(VaeK:/g(a)=e, ji) 1<عز‎ )۱( 
. (بره هو العنصر المحايد فى 1 ©/. تعنی چم وهکذا فى باقى التركيبات)‎ 
: لكل زمرة ,7 »ء لكل 0 ج-7:/ هومومورفيزم زمر‎ )۲( 
] 7 -1 هومومور فيزم جه 3:8 ج‎ : h= gk] 


ر جص ىا س ا ,م 


(3 تعنى يوجد واحد بالضبط 1 . "//" داخل الرسم ثعنی ان الرسم إبدالى 
)ommutative(‏ . فى الشكل المعطی معناه ‏ ,2 »او ) . 
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۲-۹۰۲ نظرية : النوايا المرتبية موجودة 4 وهى وحيدة بدون حساب النوايا المتشاكلة 


(unique up to isomorphism) 


البرهان : الوجود : (Existence)‏ 
هر هک EU REO‏ 
× جر یر 
أى أن 1= £ )راسم التضمین (The inclusion mapping‏ 
والآن 
Vxe Ker(f):(/8)(x)= f(g(x)) = f(x) = ey,‏ 
fh =1‏ معناه : ,© = ()(7/): .5 ۷ › أى أن xe 5 : f )۸)×(( = e,‏ . أى أن 
.۸)x( e 6۳) (‏ ولهذا نعرف ۾ كالآتى : (٭×)۸ = («)ع :1 ۷x‏ ويكون بهذا / 
معرفا جيداً لأن )£ k(x)e K = Ker(‏ 
Vxe L:(gk)(x) = g(k(x)) = 1(h(x)) = h(x) > gk = h‏ 
م هومومورفیزم لان 7 هومومورفيزم . 
م وحيد لأنه بفرض وجود هومومورفيزم 4 بحيث يكون )٤ع‏ = ۸ع فإن هذا معناه 
أن 7-10 أى أن 
Vx e L :1(k (¢) = (k(x ) = )2):( - 1(0( ))‏ 
=f‏ >( -() 21:1 ۷۶ جه 
1 مونومورفیزم 
الوحدانی (Uniqueness)‏ 
لیکن کر وكذلك "ور نواة مرتبية . من حیث إن جك نواة مرتبية ل ر إذن 
1= چ . ومن حيث إن “18 نواة مرتبية ل ئ × زمرة بحیث إن 1= #/ر. إذن 
يوجد هومومورفيزم وحيد ۳ب :۸ بحيث إن ع - 7ج . والآن رک نواة 
مرتبية ل /إذن 1= هر 


°١ 





ومن حيث إن ع نواة مرتبية ل 16 زمرة بحيث إن 1= عر. إذن بوجد 


هومومورفيزم وحيد × ج :۸ بحيث إن “ع = )ع . مرة ثالثة : من حيث إن ۸2 
نواة مرتبية ل . إذن 1= ج/. ومن حيث إن و کر ا #زمرة 
بحيث إن 1= چ/. إذن يوجد هومورفيزم وحيد "6 ج 7:1 بحيث إن ع < :7 . 
محصلة هذا أنه يوجد هومومورفيزم وحيد > +¬ ۸ : 207 بحيث إن الشكل 11210 
كج کر م1 


ara 


يكون إبداليا. ولكن الهومومورفيزم يجعل نفس الشكل إبداليا. ومن شم 


فان: م1- koh‏ )0( 

كذلك من المحصلة يوجد هومومورفيزم وحید “كرج-“كر: 06 يجعل الشكل 

و O‏ ا ا EE‏ ويل رهن احفر لي 
و 

ومن ثم فان : م1< hok‏ )2( 

من (۱) ينتج أن ۸ مونومورفیزم » ۸ اٍییمورفیزم . ومن (۲) ينتج أن ۶ مونومورفیزم » 

۸ إبيمورفيزم. وبالتالی فاٍن ۸ (وکذلك ) آیزومورفیزم (تشاکل) وتکون النواة المرتبية 

وحيدة (بدون حساب النوايا المتشاکلة) . 

۲-۹-۲ تعریف : ليكن 6+ :7 هومومورفیزم زمر من الزمرة 27 إلى الزمرة © . 

تسمی الزمرة × مع الهومومورفيزم ج ©: بم نواة_ مشاركة مرتبية 

o۲ 





: ل/ إذا تحقق‎ )Categorical Cokernel) 
(Vae H :(gf)(a) =e, چ (أى أن‎ =1 )۱( 
: لكل زمرة 1 ولكل باب 7:0 هومومورفیزم زمر‎ )۲( 
[ıf <1< 3: +L هومومورفیزم‎ : 1 = 1 


سر بر 


- 


PN و‎ 


3 


4-9-١‏ نظرية : النوايا المشاركة المرتبية موجودة » وهی وحيدة بدون حساب النوايا 
المشاركة المتشاكلة isomorphism)‏ ما (unique up‏ . 

البرهان : من (۳-4-۱) : صورة (/) زمرة جزئية من 0: © ج(/)100 
والان نكون 8 حيث B= 2۷ ۱۷ <1G,Imf)cN}‏ 

ومن مثال" فى )٤-٤-١(‏ تقاطع زمرتين جزئيتين من زمرة 4 هو زمرة جزئية من 4 
ومن ثم فان 8 زمرة جزئية من © . كذلك فانه لكل © >4 ۰ 8 be‏ . 77 ۳06۱ 
لجميع 77 (الزمر الجزئية الطبيعية فى ©) ومن ثم فإن 45258 أى أن 8 زمرة جزئية 
طبيعية فى © . والان ننشی << 1 > نعرف و(ام:ج الإبيمورفيزم الطبيعى . 

a+aB 


والآن : لكل 2 :8 =(0)ع - ()(/ع) (8 هو العنصر المحايد فى چ/0) › 
(8 56 لأن (/)۳! ٥= ۶ )x(e‏ وبالتالى فان 8 = 58 - (5)ج كما ذكر هذا فى 
نظرية الزمر العاملة ) أى أن 1= و . 
والآن ليكن لدينا له 1 ج 7:06 هومومورفيزم بحيث إن 1= .f‏ هذا يقتضى أن : 
(,©) = (([۳) حيث ره العنصر المحايد فى 1ا 

۳ 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


ی مه ی س و و و یب ی ناسمه ی ی عم ی ت چ ام عقاو و هن سي ها 





. 8 > ۳۳)( زمرة جزئية طبيعية من 7 وبالتالی فان‎ Ker). , Km) 
: نعرف (7)0< (8ء)۸ لجمیع € ۰ نستطیع أن نثبت الآن أن ۷ معرف جيداً کالاتی‎ 
لیکن 8 - 08 لجمیع © © 2,6 . هذا يستلزم أن‎ 
h(c) = h(c”) ٠ع‎ ۷/67 - قمعتت ع ره‎ c Ker(h) 
: كذلك فإن £ هومومورفیزم لان‎ 
Ve,c e G:k(cB.c'B) = k(cc'B) = h(cc’) = h(c)h(c’) 
هومومورفيزم التعريف‎ ۸ 
= k(cB)k(c'B) 
التعريف‎ 
: نثبت كذلك أن ۸= ج/ كالآتى‎ 
۷۰ G:(kg)(c) = k(g(c)) = k(cB) = h(c) 
ونثبت وحدانية ۸ : ليكن ۸,۸ بحيث إن << ع۸ . هذا معناه أن لكل‎ 
أى أن (800)/-(200) ولكن ع إبيمورفيزم فينتج‎ )K 090 =)k9 : xe 6 
. k =k أن‎ 





حدانية | 
K‏ 
اد 
2 
ع1 Kê‏ ۳ 
ی 5 
کے“ 
K‏ 1 
1 2 


4 


XK 
. طزيقة البرهان تشبه تماما الطريقة للمتبعة فى حالة النوایا المرثبية‎ 


6+ 


(لقسم الأول) نظری الزمر 1۳6017 ملا610© | 


من حیث إن ,کر حل أى نواة مشاركة مرتبية ل / إذن 1= ع . ومن حيث إن 
ع,K‏ نواة مشاركة مرتبية ل × زمرة بحیث إن 1= ع . إذن یوجد هومومورفیزم 
وحید "کر ج ۸ :۸ بحیث إن “ع = ع7 . 

والان ع,K‏ نواة مشاركة مرتبية ل . إذن 1-/© . ومن حيث إن “,لك نواة 
مشاركة مرتبية ل f‏ × زمرة بحیث إن 1= ع . إذن يوجد هومومورفيزم وحيد 
ج 7:۳ بحيث إن ع = 66 . ومرة ثالثة : من حيث إن "وراک نواة مشاركة 
مرتبية لإ إذن 1= ع. ومن حيث إن ع,K‏ نواة مشاركة مرتبية ل ل ۳ 
زمرة بحيث إن 1= /: إذن يوجد هومومورفيزم وحید . "6 ج :۸ بحيث إن 
“ع = /. ومحصلة هذا أنه يوجد هومومورفيزم وحید ‏ ج ۸ : 07/ بحيث يكون 
l,:K +K‏ 
aa‏ 
كدذلك: إذن (1) ,1= .k0٥۸‏ كذلك من محصلة النتائج السابقة أنه يوجد 
هومومورفيزم وحید “كج ۸0k :K'‏ يجعل الشکل GK ۸K‏ إبدالياً . لکن 
الهومومورفيزم lik 3K‏ يجعل الشكل نفسه كذلك إبداليا.. إذن (2) ماع )م۸ . 

جرم 

من (1) ينتج أن ۸ مونومورفيزم »> ۸ إبيمورفيزم . ومن (2) ينتج أن ۾ 
مونومورفيزم ٠‏ ۸ إبيمورفيزم. وبالتالى فان 7+ ۸ أيزومورفيزمان وتكون النواة 
المشاركة المرتبية ل وحيدة (بدون حساب النوايا المشاركة المتشاكلة) . 


الشكل 67 إبدالياً . ولكن الهومومورفيزم يجعل الشكل إبدالياً 


oo 





Order and Index الرتبة والدلسل‎ ۱۰-۱ 


۱-۱۰۱ تعریف : (1) لتکن ۲ مجموعة . نعرف رتبة (×) کالاتی : 
رتبة (70) () 0۳0) : = (عدد عناصر 1 إذا كانت ¥ منتهية 
۱ مه لذا كانت ۶ كين منتهیة 
(ب) لتكن © زمرة » ولتكن 7 زمرة جزئية من © ولتکن را مجموعة المجموعات 
المشاركة الیسری من © بالنسبة إلى #1 . يسمى 
(/)0:0 [87 : 0] 
دلیل 8 فى ©_. (© (The index of H in‏ 
-180-١‏ ملحوظة : لتكن © زمرة » 2 زمرة جزئية من © . لكل © عه الراسم 


p':aH +H p:H ج‎ all 

تناظر أحادى (لأن له الراسم العکسم 
ah‏ جام ah + a'(ah) = h E‏ 
ومن ثم فإن : VaeG: Ord(ah) = Ord(H)‏ 


لتكن © زمرة منتهية » 77/ زمرة جزئية من © . عندئذ فان : 

Ord(G) =[G : H].Ord(H) 
البرهان : سنثبت أولاً أن مجموعة المجموعات المشاركة اليسرى بالنسبة إلى 77 تكون‎ 
. 0 تجزئة (0318600) فى‎ 
واضح- أولاً- أن كل عنصر فی7)ینتمی- على الأقل- إلى مجموعة مشاركة يسرى لأن:‎ 
2م ععو - يم :6 عه‎ (G العنصر المحايد فى‎ ©( 
ثانياً : ليكن ولو د تلو 7و . ينتج أن 7و > ۱و = ع وهذا يقتضى‎ 
أنه لكل ۲ ع ”1: تلو ی ع = لو » وهذا بستلزم أن 7و و . وبالمثل‎ 
یثبت أن 2ع ح 7ع . ومن ثم فان 277 = 2ج . أى أن المجموعات المشاركة‎ 
اليسرى بالنسبة إلى 77 ما أن يكون تقاطعها خالياً (/؛م»ه) أو تتطابق » ومن أولاً ينتج‎ 
. 0 آنها تكون تجزئة ل‎ 


كه 


(القسم الأول نظریت الزمر ۲۳60/۷ 670108 | 


ومن حيث إنه لكل © ع ع يكون (070)87 = (2070)8787 (ملحوظة (۲-۱۰-۱)) ينتج 
منطوق النظرية مباشرة . 

4-٠١-١‏ نتيجة_: إذا كان رتبة (:0106) الزمرة © عددا أولياً فان © لاتحتوى من 
الزمر الجزئية إلا التافهتين . 

البيرهان : ليكن رتبة (6) هو العدد الأولى م . من نظرية لاجرانج ينتج أن : 

Ord(H) = م‎ . H= {e} یقتضی أن‎ 04) -1 . Ord( =p آو‎ Od) =1 
. [7 < 6 يقتضى أن‎ 


۱۱-۱ الزمر الداشرية Cyclic Groups‏ 
۱-۱۱۱ تعریف : لنکن 6 زمرة» © ۲ (مجموعة جزئیة) . تسمی المجموعة 

© ۲ و (زمرة جزئیة) 0 جا 7 : 0۳7[ 2] 
الزمرة الجزئية فى ي المتولدة من 2 of G generated 20 X)‏ ا (The‏ 
لأى © عه سنكتب [ه] بدلاً من [(60] . 
ونعرف رتبة العنصر © ٤‏ کالاتی : 

([©])074 = (ه) 070 رتبة (م) 

: تمهيدية : لتكن © زمرة . 6 ح ۲ (مجموعة جزئية). عندئذ فان‎ 1-١١-١ 
× هی أصغر زمرة جزئية من © تحتوى على‎ ]×[ )۱( 
[X]= {ae 0۱206۱10۲, وسید‎ € X,8,..48,€ ددع : لأسيل‎ 7} (¥) 
. ۳۵۶۱|۲6 ×} أى أن [×] هی مجموعة كل حواصل الضرب المنتهية من عناصر‎ 
ينتج مباشرة من أن تقاطع مجموعة من الزمر الجزئية من زمرة هو زمرة‎ )١( : البرهان‎ 
. )١1لاثم‎ )5-4-١( جزئية من نفس الزمرة (انظر‎ 
77 )۲( سنسمی المجموعة التى فى الطرف الأيمن من‎ )۲( 
من حيث إن [] زمرة جزئية من © تحتوى على كل عناصر × » فهى تحتوی‎ : "2" 
. ]2[-<77 على كل حواصل الضرب الممكنة من هذه العناصر ومعكوساتها » أى أن‎ 
2,۰... زمرة جزئية من € لأنها تحتوى على كل العناصر ,× ء‎ 7 : ۳ 
: (بأخذ × =ه ۰ دده > ...) . كذلك لكل 8 ع 5,ه‎ ۱ 


۷ 





(1- 1 ي0.... 0 ...6 ل ع ال ل ا ك1 شر .. قير = وه 


راح ر ر 
إذن هى زمرة جزئية من © وتحتوى على × . ولكن [] هى أصغر زمرة جزئية فى 
© تحتوى على × . أى آن 17 [ ۲] . 
۳-۱۱۱ تعريف_: لتكن © زمرة لها العنصر المحايد ©  »‏ 466 . سنعرف العنصر 
0 »ع ۰ ۲ م استقر نیا (yاinductive)‏ كالآتى : 


0 


=e‏ كن 
L,keN\{0}‏ "وه د أن 
)بت 

وإذا آشرنا إلى الربط ب "+" سنکتب ۸م بدلا من "م ونکتب التعریف کالاتی : 
0 ح 02 
ka = a+ (k—-Da>,ke N\ {O}‏ 
(-k)a = —(ka)‏ 


: قواعد الحساب: باستخدام الاستقراء الرياضى يمكن البرهنة بسهولة على أن‎ ٠-١-١ 
: 7,7 2, لجميع 6 عه (© زمرة) ولجميع‎ )١( 
“ل اس ")ب و ان‎ 
: 7 فى زمرة ©2» 6 4,5 إذا كان 84ح وه فانه لجمیع 2 ع‎ )۲( 
(ab)" = ۲ 
: ملحوظة : ليكن زمرة © 6 . ينتج مباشرة من (۲-۱۱-۱) أن‎ ٠٥-١١-١ 
[a]= {a" |ne Z} 

٠٦-1١-١‏ تعريف : يقال لزمرة © إنها دائرية (ءإاءر٣)‏ إذا وجد عنصر © ع4 
بحيث يكون [ه] =€ . ويسمى ه فى هذه الحالة مولدا («منععدهه) ل © . 
7-1١--١‏ نظرية : )١(‏ كل زمرة دائرية تكون إبدالية . 

(۲) إذا كان رتبة زمرة ما عددا أوليا كانت الزمرة داثرية . 


(۳) إذا كانت © زمرة دائرية » وكان © مولدا لها فان الراسم 


o۸ 


القسم الأول نظريت الزمر ۲۳6۵/۷ 6۳002 | 


اییمورفیزم 
(4) كل زمرة جزئية من زمرة داثرية تکون داثرية . 
البرهان : (۱) لتکن © زمرة دائثرية ولیکن 6 ©4,5 . إذن یوجد .2 © 70,7 بحیث 
يكون "× = ۰۵ "× =( حيث × مولد للزمرة © . 
وهذا یقتضی أن : 
=x" " =x "x" =ba‏ "عر ع ab =x "x"‏ 
ضع 
أى أن © إبدالية . 
(۲) ليكن © ٤ء‏ العنصر المحايد فى الزمرة ©. رتبة (0) عدد أولى (1 ليس عدداً أولياً) 
يستلزم أنه يوجد عنصر © عه 6 ومن ثم فان (©) #[4] زمرة جزئية فى ©. ومن 
(1-۱۰-۱) ينتج أن © [a=‏ »أى أن © دائرية . 
(۳) واضح أن © راسم فوقی (شامل). © هومومورفیزم لأن : 
Vm,nE ZL: p(m +n)=a"" = a"a" = p(m)pP(n)‏ 
۶-1-۱ 
أى أن © إبيمورفيزم . 
(4) لتكن © زمرة دائرية »> 7 زمرة جزئية من ۰0 © مولد ل © .من (۲) 
0 جاه :0 


1 إبيمورفيزم وبالتالى فان (8)'© زمرة جزئية من 2 (راجع ۲-6-۱ 
nH aq‏ 


(ب)) ومن مثال۳ فى )٤-٤-١(‏ يكون ,772 - (7)77© حیث ,7« ومن حيث إن 
© راسم فوقى (شامل) يكون : 
(m2)‏ = ((17) ام = H‏ 
(”ه مولد 7) (2 + | ره =( {((a"‏ = 
۸-١-١‏ نظرية تفصيل الزمر الدائرية Classification of cyclic groups‏ 
لتكن 6 زمرة دائرية » © مولد ل ۰6 (070)0 ح: ” .عندئذ فان : 
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۱ 4 :0 , 
(۱) لذا كانت مه و« فان الراسم ۰ ۰ أيزومورفيزم . 
م جا ور 


: 4G 
n+mZH+ ad" 


0 جب ر7: 
البر هان اسه إبيمورفيزم من (۷-۱۱-۱) (۳) ۰ 
*ن جار 


والآن نطبق نظرية الهومومورفيزم )١-8-1١(‏ 
201107 
ولأن © راسم فوقى یکون © -(2)© ومن ثم فلن رم =€ . 
إذا كان >= 0)0 فان ۸2)90 ولا كان تم 62 وتکون 2 منتهية 


وهذا تناقض وبالتالى فان :2 12,77 - (10)0 ويكون ‏ =( :0۵0-0« 


ك ب< 0 ویکون 0 vg‏ هو الأيزومورفيزم الموجود . 
n+ mZ H+ a"‏ 
أما إذا كان مه (07)0 فان م يكون راسما واحدا لواحد (٥۷ناءهزها)‏ لأنه بفرض أن 
p(m) = a" = a" = p(n) , ۷,۲ 6 1, < 1‏ 
فإنه ينتج أن (ء العنصر المحايد فى ©) 8-”*”م ۰ ۸<0-” . وليكن ۸ هو أصغر 
عدد صحيح موجب بحيث إن © - ى . نحن ندعى أن © تتكون بالضبط من العناصر 
ea 6‏ #۶ .... 7 . لیکن 6ع 4»ء عندئذ فإنه يوجد عددان صحيحان و ,” بحيث إن : 
> , 1+۲<) 
ویکون 
ع[ > م > 0 =a‏ عوك د a” - ) l'a‏ د أن 
وهذا يعنى أن © منتهية : تناقض . 
والآن © راسم واحد لواحد. هب Ker(p)={0}‏ حم 
۵-۲-۱ 


7 و د (8)م - 0 


(القسم الأول نظريت الزمر ۲0601 1000© ١‏ 


ويكون 


هو الأيزومورفيزم الموجود . 

۹٩-١١-١‏ نتيجة : لتكن 0 زمرة ٠‏ © عنصرها المحايد 

(۱) لكل © عه لكل 2 عم =e:‏ ه © رتبة(ه) ((07)6) تقسم | . 
(۲) لكل 0 عم :ع= “ى (نظرية كلاين - فرمات) . 


اليرهان : )١(‏ ليكن :)0۲0 a‏ ا 
0+ 
فى (۸-۱۱-۱) . عندئذ فان : a" =e o k+ mle Ker(w) = ml‏ 


۸ = 1: ,۸ ع 31 جه ml‏ ع | جه 
أى أن 7 نقسم / . 
(۲) ليكن © عه .من (۱) : عء= ۸۳۳ . من نظرية لاجرانج (۲-۱۰-۱) رتبة 
(۵) (07)۵) نقسم (6) 074 أى أنه یوجد 127 بحیث يكون : 006-068 . 
وبالتالی فإن: ۱ 
ع = ام =( ے ا ے 4ے 
٠١-١١-١‏ نتيجة : لتكن © زمرة. 466 , مه >7 - (0۲)۵ . عندئذ فإن 
[(1- 70 و..,0) عع : [a] - {a‏ 
البرهان : من (۸-۱۱-۱) يوجد أيزومورفيزم 
VkeZ‏ اد :۷ 
کم جم k+mZ‏ 
ومن ثم فإن : 
{W(k + m2) :ke 0,۳ -1((‏ - (ر )۷ - [ه] 
۱۱-۱۱۱ استنتاج : لتكن © زمرة داثرية منتهية لها الرتبة 22" » ۾ مولد ل 0. 
0 2. عندئذ فان 8 يكون مولدا ل 6 إذا وجد وفقط إذا وجد عدد طبیعی ٣‏ ليس بینه 
وبين 7 قواسم مشتركة (عدا 21 بالطبع) بحیث یکون ”5-20 . 
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البرهان : "ج-" : ليكن م عدداً طبيعياً ليس بينه وبين 7 قواسم مشتركة » بحيث إن 

< . لأن ۲« 7# ليس بينهما قواسم مشتركة فإنه من نظرية الأعداد الابتدائية 

)Elementary Number Theory)‏ يوجد ,1,21 بحيث يكون: 1= ۲+ وينتج أن: 
“م = “('ن) = ۳( )0 = ۳( )و = ( ۵ “(”م) = ي = a‏ 


ومن ثم فان : 6[ [ه]- © 


[0]=€ جه 
">" : لأن ۾ مولد ل © فمن (۱۰-۱۱-۱) يوجد N‏ ۲ بحيث يكون "5-262 . 
لیکن 7 ٤٤‏ قاسماً مشتركاً بين 7 ۲ . عندئذ فإنه يوجد ,7 ©/,/ بحيث يكون با يب 
7 - 7 . إذا كان 8 مولداً ل © فانه ينتج أن : 
(ه العنصر المحايد فى ) 
م >| e = e, | k‏ = “("و) = a“‏ = أو = اق 
(من )٩-۱۱-۱(‏ ولأن م مولد ل © فرتبته = رتبة (6) = ۸) . ومع #/ = 7 ينتج أن 
|tk1‏ . 
٠١-١١-١‏ استنتاج : لتكن © زمرة دائرية منتهية لها الرتبة 7# . عندئذ فإنه لكل 
+ قاسم موجب ل 77 يوجد بالضبط زمرة جزئية واحدة من 6 لها الرتبة ٤‏ . 
البرهان : ليكن > عنصر © المحايد » وليكن © مولدا ل © وع( بحيث إن )) =" . 
نبرهن أولاً على أن الزمرة الجزئية[*6] -: 77 من © لها الرتبة ۶ » وذلك كالآتى : لأن 
=e‏ له- 'إله) فإن (1) + > (070)8 . ومن 0907-6( *م) = “ى ينتج أن : 
k.Ord(H) < 0:0 (a) = Ord (G) = kt‏ 
وبالتالی فإن (2) 074)87(<4 .من (۰)1 (2) ينتج المطلوب 
ثانیا : لتکن ۳ زمرة جزنية من © لها الرتبة / ۰ فمن (۷-۱۱-۱) (4) يوجد 41 
بحیث إن [ ]= 17 . ومما سبق ينتج أن : 
Ord(H) =‏ == 


وبالتالى فان )=£ ويكون =1 . 
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رالقسم الأول نظرية الزمر ۲۳60۲ Group‏ , 


تب اک ی م ت يي سن ماس سوب سي ا ل مم ات للست تسم امش ملت عم ةس ب م 


۱-۱ ۱۳-۱ نتيجة : لتكن © زمرة » © عنصرها المحايد. وليكن «G <G # {e}‏ € 
الزمرتین الجزئیتین الوحیدتین فى0. عندثذ فإنه یوجد عدد أولى م بحیث إن ره . 
(من نظرية لاجرانج لأى عدد أولىم تحتوی الزمرة مسر الزمرتین الجزئيتين 
التافهتين فقط) 

البرهان : لأن © لاتحتوی من الزمر الجزئية الا التافهة فقط فانه لأى : 0 4€ ۶ ه 
یکون 6 <[2] . وبالتالی فان © تکون دائرية . ومن (۸-۱۱-۱) فانه یوجد N‏ €„ 

ES‏ ا ای ی ده و هن اف ی و 

بحيث إن : Gs,‏ إذا كان # عددا ليس أوليا فانه من (۱۲-۱۱-۱) توجد زمر 
جزئية غير تافهة من س,/2 أى من © وهذا تناقض مع كونها لاتحتوى من الزمر 
الجزئية إلا على التافهة . 


1۳ 





مثال :١‏ لتكن © زمرة بحيث إنه لكل 6 عه : 6 - ”ى (0 العنصر المحايد فى ©) ٠‏ . 
برهن على أن © إبدالية . 
البر هان : 0 Va,be‏ 
ab‏ = عه = ba = ebae = (aa)ba(bb) = a(ab)(ab)b‏ 
طريقة أخر ى : 
a= a" ,b = b',ab = (ab)! = ba" = ba‏ جع = a =e,b =e,(ab)”‏ 
يقة ثالثة : 
e = (ab)(ab) = ab” = aabb > ba = a ababb’' = ۵۱۵۵999 = ab‏ 
مثال ۲_: برهن على أن أية زمرة مكونة من أربعة عناصر مختلفة تكون إبدالية . 
البرهان_: لتكن © زمرة مكونة من الأربعة عناصر المختلفة ٠×‏ برء 2 »© حيث ه 
عنصرها المحايد. ولتكن 6 غير إبدالية. عندئذ فانه يوجد من عناصرها عنصران 
 »‏ برء بدون فقد للعمومية » بحيث یکون 2= دز + بود = © 
(الامكانية × = بر مستبعدة وإلا : ع= مد "د(ون) > ( #تد)برح بر وكذلك الامکانات 
بر = درد = بوذ ویر = عبر كلها مستیعدة) . 
والآن : © ع "یز = وريز = 2 جد !بر = بر جع - نود 
تناقض مع ©2 2 . 
طريقة أخرى_: إذا كانت © دائرية فانها تكون إبدالية حسب (۱۱-۷-۱) .)١(‏ لتکن 6 
غير دائرية . فمن نظرية لاجرانج رتبة أى عنصر فى زمرة يكون قاسماً لرتبة الزمرة . 
وبالتالى فان العناصر ‏ ء برء 2 لها فقط الرتبة ۰۲ (الرتبة 4 مستبعدة لأى منها وإلا 
أصبحت الزمرة دائرية. الرتبة ۱ تعنى أن العنصر هو ء) ء أى أن 6ح =z”‏ برع ”× . 
من مثال ۱ ينتج المطلوب مباشرة . 
يقة ثالثة : إما أن الزمرة تحتوی على زمر جزئية غير تافهة ولما نها تحتوی من 
الزمر الجزئية على التافهة فقط. فى الحالة الأخيرة وفقاً للبرهان فى (۱۳-۱۱-۱) تکون 
الزمرة داترية ومن ثم تکون إبدالية . 
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فى الحالة الأولى : تكون الزمر الجزئية لها رتبة تقسم رتبة الزمرة؛ . أى لها الرتبة ۲ . 
لدينا الآن الإمكانات الآتية : 


() توجد ثلاث زمر جزئية » أى أن : =z =e‏ برد نر 

وکما سبق تكون الزمرة إبدالية . 

(ب) توجد زمرتان جزئیتان » وبدون فقد للعمومية یکون : 2 برع × ۰ مع« *2 . 
وبالتالی لایکون هناك معکوس ل 2 : تناقض مع کون © زمرة . 

(ج) توجد زمرة جزئية واحدة » وبدون فقد للعمومية یکون: 6 = ”× » ”جعوععوثير . 


يكون لدينا د "الضرب" الآتى : 


2 < ه‎ < zy 
1 دز = 2 ع‎ 
ح بر < ميد‎ ۲ 


أى أن الزمرة إبدالية . 
مثال ۲ : لتکن (م.,0) زمرة (ربطها هو ي.) ء ولتكن © 7 (مجموعة جزئیث.. 
وليكن ((۳ 4€ |(2,6,1)4,2) =1 هو راسم التضمين (The inclusion mapping)‏ .` 
إذا وجد ربط . على 2 بحيث يكون (,.,) زمرة » 1 هومومورفيزم تسمى عندئذ 
8# زمرة جزئية من © . ونکتب 2 جللم. (سنبرهن فى مثال؛ على أن هذا التعريف 
e‏ المعروف الموجود فى ٠ ٠ )00-5-١(‏ 
برهن على أن الربط بر وحيد ون bڑa.„b=a.q‏ :8 ۷۵,۵ . 
البرهان : 

۷۵, ى. ه: لت‎ b=1l(a ی(1)0 = (9 پر‎ 1(b)= a ي.‎ b 

7 هومومورفیزم 

مثال 4 : لتكن © ح 17ج 6 مجموعة جزئية غير خالية . التقريرات الائية متکافئة : 
(1) © جار ( 7 زمرة جزئية من 0) بالمفهوم فى مثال ۳ السابق . 
(2) لكل ]زود : ٤1‏ "مود (نا زمرة جزئية بالمفهوم (۱-4-۱) من التمهيدية 
(۲-4-۱)). 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


xyeU: x,yeU ولكل‎ x eU: xeU لكل‎ )3( 

وإذا كانت 57 منتهية (0]نه5) يكون أى تقرير من التقارير السابقة مكافتاً ل : 
)4( لكل )> ,ند : 7ع «د 

البرهان : سنجری البرهان باظهار الاقتضاءات (الاستلزامات) الآتية : 


4 


)2( 7 
xX 3) 


"(2) ج (1)"» "(3) ج (1)" : واضحان من مثال ” . 
"(2) <= (3)" » "(4) ج (3)" : تافهان ! (1ھriviا)‏ . 


5 ۲ لاج نانم 
(1) ج (4)" : الراسم Vxe U‏ 
بود جار 
راسم واحد لواحد » ولأن 7] منتهية إذن هو تناظر أحادى . وبالمثل فان 
لاب [ا: ,۷ 
Vye U‏ 
بور جا × 


هو تناظر أحادى كذلك . ولأن الربط : لا ع ود جا(ر,) 3 0×0 إدماجى 
(تشاركى » تجمیعی) فینتج مباشرة من )5-7-١(‏ أن 0 زمرة . 

والآن (1)<(1)10 = هد = (مود)1 

(تذکر آن (ي.< ن 

فینتج أن © جا ا (بالمفهوم فى مثال ۳) . 

(1) < (3)" : لأن م ۶ 1 فانه یوجد ×٤7‏ ومن (3) یوجد ]> ۲« ومن 
(3) کذلك 7 عم8- "× . الربط ل ع دود ج(بررد) د 57227 تشارکی (لدماجی) 


فینتج أن 7 زمرة. کذلك كما سبق (1)0(): = بود = (بود)؛ . 
ينتج أن © جا U‏ (بالمفهوم فى مثال ۳) . 
eU : ")2( < )3("‏ ”عمد <ه نا © رت زر ۳6 
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(القسم الأول نظريت الزمر Group Theory‏ ۱ 
e,xeU: er =x eU 0‏ 
۰ > بور < "رل € "زرد لا x,ye‏ 
مثال 5 : برهن على أن الزمرة (+,02) ليست دائرية . 


ا m‏ 
البرهان : لتكن (+,@) دائرية. إذن يوجد مولد © ©- حيث 2 6 ۰,7 ۶0 7 
n‏ 
بحيث إنه لأى © ع ب يوجد ۸٤7‏ بحيث إن =k.‏ و . والآن : 
n‏ 


تناقض 7 2 1ج 7ج ۵ رگم - GS‏ 
n‏ 27 


إذن (+,@) ليست دائرية . 
مثال 5 : لتكن 7870 زمرة جزئية طبيعية (من ©) 6ے K‏ زمرة جزئية بحيث إن : 
0 5 1 
برهن على أن >2 ح 77 زمرة جزئية طبيعية . 
البرهان : واضح أن 7 زمرة جزئية من × . والان : 
VheH: 1 > 7‏ ۷۲27 

(لأن © ]1 << ۰ 8 زمرة جزئية طبيعية فى 0) ٠.‏ 
7 زمرة جزئية طبيعية فی اج . 
مثال ۷ : لتکن © زمرة » 6 2 زمرة جزئية طبيعية . 0 7 زمرة جزئية . 
برهن على أن : 1 01 2 زمرة جزئية طبيعية (من بل) . 
البرهان : نلاحظ أولاً أن 17 ,6 7 زمرة جزئية (من ,1) لان : 
(© هو العنصر المحايد فى 6©) ۶۵ 83 > 7 ee Lee‏ 

۷۰, تزه : آم 7 كح‎ 6 H,ab'e ] ع ۱ واه جد‎ HNL 
. 7, آی أن ,ام 77 زمرة جزئية من‎ 
: والان‎ 

ع 7 9۲ ,رت ۷:87 لهم ع 
(لن 56 86 زمره جزئية ي 


1۷ 











HNL‏ ع ۵0۲ : ,]و 87 ۷۶ 1 ء ۷۸ جد 
أى أن ,7 # زمرة جزئية طبيعية فى 1 . 
مثال ۸ : اختبر إذا ما كان هناك آبزومورفیزم بين الزمر الائية : 
(۱) (7,,0) (الزمرة المتماثلة على أربعة عناصر) › :47( ۱ 
(5Z,+) < )2,+( )۲(‏ 
(۲) (+,2) ۰ (+,©) 
(C\{0},.) ۰ )6۱)0(,.( (<)‏ 
(*) زمرتان منتهیتان لهما نفس الرتبة إحداهما داثرية والاخری ليست دائرية . 
الحل : (۱) لايوجد أيزومورفيزم لأن رتبة(7,,0) هى: !24-4 بينما رتبة A‏ 
ولايمكن أن يوجد تناظر أحادى بين مجموعتين منتهيتين تختلفان فى الرتبة . 
لاحظ كذلك أن (+برس/) إبدالية بینما 4,0 ليست إبدالية (انظر مثال۳ بند ))5-5-١(‏ 
ولايمكن أن يوجد أيزومورفيزم بين زمرتين إحداهما إبدالية والأخرى ليست ابدالية (انظر 
مثال ٩‏ بند (۸-۲-۱)) . 


(۲) يوجد أيزومورفيزم بين (+,2) ٠‏ (+,52) 


يعطى کالاتی : 
5Z‏ ج ,2  :‏ 
72 جاج 
© تناظر أحادى لأنه يوجد الراسم العكسى 
ب ج ,57 : را 
2 جم 52 
مج :۷0 SZ‏ ج ,52 : poW‏ 
۳2 2 ۱ 72 جا 52 


آی أن ۷09 ۰ ,1= لامو . 
كذلك م هومومورفیزم لان : 
(ر۵)2 + p(z,)‏ = ,52 + 52 > (,ت + 502 = (ر2 + ,0)2 :2:۰ © 2 ,۷2 
إذن © أيزومورفيزم . 
“A‏ 
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(۳) لايوجد أيزومورفيزم بين (64)؛ 9@) لأن (2,4) دائرية لها مولد"1" ۰ بينما 
(+,@) ليست دائرية (مثال5) ۰ ونثبت فئ الجزء (5) من هذا المثال أنه لايمكن أن 
يوجد أيزومورفيزم بين أى زمرتين إحداهما دائرية والأخرى ليست دائرية . 
لاحظ كذلك أنه فى مثال ٠١‏ 5 (۸-۳-۱) برهنا على أنه لايمكن أن يوجد إبيمورفيزم 
من (+,@) على (+,2) وبالتالى فلا يمكن أن يوجد أيزومورفيزم بينهما . 
)٤(‏ لایوجد أيزومورفيزم بين (,(18۱)0) ۰ (.,[110©) . 
كل عنصر فى 128١110(‏ يولد زمرة جزئية دائرية غير منتهية فيما عدا ۰1 1-.1 
يولد الزمرة الجزئية (1) لها الرتبة 1 » بینما 1- يولد الزمرة(1- 1) لها الرتبة 2 . أما 
فى ©١10(‏ فان العنصر : يولد الزمرة الجزئية الدائزية (1-,4-,4,1 لها الرتبة 4 . 
(5) لايوجد أيزومورفيزم . البرهان بالتناقض . . 
لتكن © زمرة دائرية لها المولد »۰ “© زمرة غير دائرية وليكن 
14 جب 0 :م 
d |‏ جع 
آیز ومورفیزم . ۱ 
ليكن © ع × . لأن م تناظر آحادی فانه بوجد واحد بالضبط © »× بحیث إن 
(000 = × . ۱ 
۳ << 2:1 376 > 6 ع . 
© دائرية 
"(م) =: "(م)م . = x =p")‏ 
۵ هومومورفیزم 
أى أن (6)6 -: ه مولد ل6 وتكون © دائرية : تناقض . 
مثال 4 : فى بر (الزمرة المتماثلة على ثلائة عناصر) اوجد : 
(۱) جمیع الزمر الجزئية . 
(۲) کل الممجموعات المشاركة الیسری بالنسبة إلى [(23),ع) حيث ء هو العضصر 
المحاید فى ,7 . 
(۳) کل الزمر الجزئية الطبيعية غير التافهة . 
1۹ 


)۳( كل زمر القسمة الناشئة من‎ )٤( 
)6,)12(( ل‎ (The normalize) المطبع‎ )5( 
الحل : جدول الضرب فى ,7 موضح كالآتى‎ 





حيث ه هو العنصر المحايد » (3 2 )=6 ۰ (2 3 6-20 ۰ (3 0-0 › 
(3 1)= ,0 › 2 6-0 . 
(3 2 1) تعنى ‏ 1-2 243 31 
طريقة حساب الجدول : على سبیل المثال لایجاد رت بت نأخذ ,© من العمود الثالث 
و ,6 من الصف الرابع ونجری حاصل الضرب بهذا الترتیب فنحصل على ,0 . ولاحظ 
أننا هنا استخدمنا التعریف الذى فضلناه كما آشرنا فى نهاية مثال ۳ من بند (6-۲-۱) . 
(۱) من نظرية لاجرانج رتبة الزمرة الجزئية من زمرة تفسم رتبة الزمرة . ولان رتبة 
(7) هی 6 <!3 فان الزمر الجزئية فى 74 لها الرتب : 
1 وتکون الزمرة الجزئية هی (6) 
2 وتکون هناك ثلاث زمر جزئية هی . ((3 2),©) ,((3 )٤,)1‏ ,((2 1),©) 
3 وتکون الزمرة الجزئية الوحيدة هی ((2 3 1) (3 2 1),©) 
6 وتکون هی ,7 
{e,(2 3)} ()‏ = })3 616,2 

0 2){e,(2 3)} = {(12),(1 2 3)} 

(1 3){e,(2 3)} = )053(,0 3 2)} 
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)2 3){e,(2 3)} = {e,(2 3)} 

12 3){e,(2 3)} = 01 2),(1 2 3)} 

2){e,(2 3)} = )03(:0 3 2)}‏ 13( 
(۳) اختبر aNa'=N (G=%)  :‏ :۷۰0 
الزمرة الجزئية الطبيعية الوحيدة غير التافهة هى (/2-)[(2 3 3(,)1 2 6,)1) 
(بالإضافة إلى الزمرتين الجزئيتين التافهتين ,۰ ©))) 
)٤(‏ توجد زمرة جزئية طبيعية وحيدة (غير تافهة) × هی ((2 3 1) ,(3 2 ,77-16 
ال الا 

3N, (1 3 2N, (1 2N, (1 3N, ۵ 3N‏ 2 ,اله 


eN = (1 2 3N = (1 3 2N=N ولكن‎ 
e, (1 2 3(,)13 ۷ لان‎ 
)1 2N = (1 3N = (2 3N = {( 2), 3(,)2 3(( أما‎ 


وبالتالى نتکون ,7/4 من عنصرين فقط هما: ((3 3(,)2 2(,0 2,10 ولاحظ أن هذا 
يتفق مع نظرية لاجر انج حيث إن عدد عناصر ,7 هو 6 » عدد عناصر 77 هو 3 وبالتالى 
يكون عدد عناصر 7/7 هو 2 . ولاحظ أن 2# ((3 2 ,(3 2(,)1 7/610 
كما نعلم ذلك من برهان نظرية لاجرانج . 
)٥(‏ لإيجاد مطبع ((2 6,0) نبحث عن ,4 بحيث يكون 
2)}a‏ 1),ه) = ((2 1),ء1ه 

والحلول هی (2 20 »,6 < ه 
. أى أن })2 Nor({e,(1 2((( = {e,1‏ 
مثال ٠١‏ : لتكن 0 هومومورفيزماً من (+,2) إلى (.,(01140©) معرفاً كالآتى : 


عدد زوج x‏ ,1 
=9 
عدد فردی زر , 1- 


اوجد نواة (6) ((167)6) وحقق نظرية الهومومورفیزم 


۷۱ 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 03 ۳ 


الحل : (2:6)2-1 Ker(0)= {xe‏ 
7 - }× عدد زوجى :7 ©2) - 
ديكون 7= رو ے7 ۰ بينها (1-,) -(6)2 
وواضح أن (.,(1-,1)) = )+74( 
حيث 1- هو مولد ((1-1)) بينما 1=1+27 هو مولد پر . وهو مايحقق 
نظرية الهومومورفيزم . 
توضيح : (1-) . (1-) = 1 » بينما 


7 +1+ ,27 +1+1-1 
0= ,27 - ,27 +2 - 
والأيزومورفيزم يتم هكذا : O‏ 
1- ج1 
مثال ١١‏ : حقق أن © فى المثال السابق مباشرة هومومورفيزم . 


الحل : 
Vz,,2, € Z:0(2z, +2z,) = 0(2(z, +z,)) =1‏ 
(ر0022(.0022 =1.1= 
1- = (1+ (,ع + 0)2z, + (2z, +1(( = 0)2(z,‏ 
(1+ي0)22(.0)22 = (1-).1 < 
0)2z, +1+ 2z, +1) = 0)2), +z, +1(- 1‏ 
(1+ ,6)22+1(.6)22 = (1-).(1-) = 
مثال ۱۲ : لیکن 
(Q\ {0},.)‏ ج (,(0) 6:6۱ 
| ابر 
حقق أن 6 هومومورفیزم وحقق نظرية الهومومورفیزم . 
الحل : (00(80 حا مز || xy || x‏ |= (نود)6 : }0{ 4۵۱ > Vx,y‏ 
أى أن 6 هومومورفیزم ۱ 
Ker(@0) = {x:xe ١10, p(x) =}‏ 
۱ (1-,1) ج 
0 < (0 < 00,۶ 6 ۶:۷ <((10 0000۱ 
۷۲ 





و چ هام خرس سا هک سم باس یرکسع کی 210 


(القسم الأول) نظريت الزمر 116077 6۲0۷۲ ۱ 


سنبرهن على أن (..*0) = (رور_ )/((0/) مباشرة » دون الاستعانة بنظرية 
" الهومومورفیزم : ۱ 
+ ((00/1)0).ی ` 
: ۳ ردي 7 
[و| جه q{1,-1}‏ 
واضح أن © معرف جيدا (well-defined)‏ . 
© هومومورفیزم لأن : : 
((1- ,)رو 02 = (((1-و1) ۰۵( (1-,006,)1: Q/{0}‏ € رو,, ۷ 
((1-یل) روم( (1- بل ,۵62 = رو || ,9 | 442 = 

© غامر (شامل) : واضح 
م واحد لواحد . 

,±4 = ,و ج| رو |= ((1-,1) ,09 = ((1- ,1 ,4( l=‏ ,4 | 

([- رل رو = (1- رل و > 

أى أن © آیزومورفیزم . وهذا یتسق مع نظرية الهومومورفیزم للزمر . 
مثال ۱۳ : لتکن © زمره" الرواسم من ۸R‏ على (0840) 16 التى على الشکل : 


6 ج خآ : ينه 
R‏ > ۵,0,2 ,0 + 0 ,0 + بر x‏ 
على ان الرا ae‏ : © إلى © . ١‏ ۱ 
برهن ن الراسم : هومومورفيزم من © !| . اوجد نواة 
مويه <۲ Cao‏ 


(0) وصورتها » اعرض نظرية الهومومورفيزم للزمر . 
الحل: سنتحقق أولا من أن هذه المجموعة من الرواسم© تكون زمرة. ليكن لدينا الرواسم. 
رم + Cg‏ » ريله لجميع ألا ع a,b,c,d,e,‏ ۰ ۰۶0 ۰03۶0 #۶0 ه 
:R +R 5‏ رما هار0 
x Hc(ax +6 ( +4 = acx + +‏ 
وبالتالی فان : 
R‏ ج كلا : ( م0 0 0) 0,0 
+f‏ مه + eacx +ebc‏ جم x‏ 


۷۳ 





0 ح ی ,0۵2 0 


ef 0 ce ع0,‎ + 


: وبالتالی فان‎ 
(C, OC, 4 0Q, ,):R كلا ج‎ 
x جز‎ ax +b |+ acex +bce + de +f 

أى أن 

وم( QC, ,0 (QC, ۵ 0 ) = (COC,‏ 
العنصر المحايد فى © هو 

3R‏ 6 : ويه 

x xX 
: )2( لأنه من‎ 

۷ و‎ € G : 0م ع‎ ab مبو رم 46 ج‎ - Cab 


معكوس ,ړت هو مر ,۵ لأن : 
a’ a‏ 


0 - و و @= م0 0ه 0 : #۷ ۵, 0 > بيه ۷ 


4 
لمكا‎ 
a © a aa 


أى أن © بالفعل زمرة . 
سنثبت الآن أن 6 هومومورفيزم 
هم )60 > (م 000,00 : 1 كت ,۷۵ Va,ce R\{O}‏ 
(Q4)‏ ۳06 9 وان و يرنه = 
ونوجد نواة (0) : 
Oo}‏ - ( )60 > ويل | 0 = Ker(@)‏ 
r.0}‏ تت و ,0 ,0 € ,0 | و10 - 
R}‏ > | ,:0) = 
ونوجد صورة (0) : 
R}‏ عه | رينه) = (1۳)6 


V٤ 


وتنص نظرية الهومومورفيزم هنا على أن : 
۳ | 
a, |be R}‏ 962 


%40 > 0/10 | be R},a #۶ 0 


R,a #0}‏ € »,وه | {@,.ap,e‏ ب ,60 
R,a #0}‏ ع a,r‏ | ,,@{ ج> ويه 
مثال_۱4: برهن على أن (+,8) ج 9:)R,.(‏ ( حيث 14 مجموعة الأعداد 
الحقيقية الموجبة (أكبر من الصفر) المعرف ب دمع60(<10 هومومورفيزم . 
اوجد نواته »> صورته » استخدم نظرية الهومومورفيزم لإثبات أن : (+,18) = 08:0 : 
الحل: 
(۵0+(606 = بزمع10+ =log,x‏ نودرروه! - ( نر 60: Vx,y ER’‏ 
أى أن 6 هومومورفیزم . ۱ 
Ker(0) = ) 1:62 0}‏ 
{xe 1, :log,, x = O} = )(‏ = 
نبرهن الآن على أن 8 =(®)0 كالآتى : 
برح R310 eR :log,10‏ ء بره 
أى أن بر - (000 
نطبق الآن نظرية الهومومورفيزم . 
0 +0 ريه علا Ri‏ 


: ۰ R,. 
. والان ك (, )۷۱ أيزومورفيزم لان : ۷ راسم شامل (غامر) : واضح‎ 
جر‎ x{} = {¢} 
: راسم واحد لواحد لأن‎ ۷ 
W(x) = w(y) زر) = ¢( ج‎ 
ر = ج‎ Vx,ye + 


Yo 





۷ هومومورفيزم لأن : ١‏ 

(x.y) = {x.y} = 3 إبز.‎ = W(X) (نز) للا‎ 

وبالتعويض فى (1) ينتج أن : 
(R,+)‏ = (.,1) 

(انظر مثال ۲ فى بند (۸-۳-۱)) 
مثال ۱۵ : لذا كان × ج 6:0 هومومورفیزم زمر » مه >|6| أى أن © منتهية 
فبرهن على أن | (0) | (أى عدد عناصر (0)0) یقسم || . 
البرهان : من نظرية الهومومورفیزم : (©)6 = 01 وبالتالی فان : 


() #062 رې ے۱ . ومن نظرية لاجرانج 
Ker(e)|.[G : Ker()]‏ در G‏ | 
2 ای ۱9 (9)> |= 


من (1) ۰ (2) ينتج المطلوب مباشرة . 
مثال 15 دع عل 0 دان 96 © غير متشاكلتين . 
اثیر هان : واضح أ ن العمليتين هما الجمع . لاحظ كذلك أن 2 زمرة جزئية طبيعية فى 


© لأنه لای © ب » ولأى 2 ©2 : 
ع 2 < و + 2 + 


لاحظ كذلك أن أى عنصر فى 4 له رتبة منتهية لأن لكل © جع : 

(أى ليس لهما قواسم مشتركة سوى ±1) +0,(p,4)=1‏ 2,0 > ور 3ج % x+Ze‏ 
بحيث إن : 2+ = 2 + 

والآن رتبة ,2 + هی ۾ لأن : 

(العنصر المحاید فى 2 Erm. .+) 2+2) =p+Z2=2)‏ 


د ی 
۾ من المرات. 


۷۹ 





بینما لايوجد أى عنصر فى © له رتبة منتهية سوى الصفر . 
طريقة اخرى : ليكن (0110 ٤‏ » وليكن © ج 24/7 :ص هو الأيزومورفيزم الموجود . 
E‏ ۶ :5+2 بحيث إن 


P(s+Z)=r, SEZ 
7 (لاحظ أنه إذا كان ,7 ©5 فمعنی هذا أن 2 2 +5 وهو العنصر المحاید فى‎ 
صورته هی ۲0 ۰ فلا يكون © أيزومورفيزم)‎ 
: كما سبق له رتبة منتهية ولتكن 0 < £ أى أن‎ » 5 © 7 


27 (7 + )۸ 
والآن لأن © أيزومورفيزم فان : (2 هو العنصر المحايد فى 54 (0) -0 
tp(s +2) = tr # 0‏ = (0))5+2 = 


© هومومورفیزم 
وهذا تناقض . 
مثال ۱۷ : لتكن (+,0) زمرة . برهن على أن : 
-(na)=n(-a)‏ :۷۸ 6 ع ۷۰ 
اليرهان : باستخدام الاستقراء الریاضی : 
عند 0 > 7 : 0 ع 0 
عند 1 < ,ر : 
الطرف الأيمن (.7.5.) = »- - (.2..2.5) الطرف الأيسر 
نفترض صحة الادعاء لكل 77 (*) 
نبرهن الآن على صحة الادعاء عند 2+1 م : 
L.H.S.=-—{(m+1)a]=-[a+...+ a] = -(a + ma)‏ 
ا 


7+1 من المرات 
(لم نضع أقواساً لأن © زمرة أى يتحقق لها قانون المشاركة (أو الدمج)) 
(م)(1+ (m‏ = 4-(2-) 57 - 9 


۷۷ 


2 ل 
—(a + ma) + (a + ma) = 0 (1)‏ 
أيضا لدینا : 
)2( 20 7۵ +0 + ومع وم« + ن —ma— a+‏ 
من (1) (4+710)- معکوس :7+ 4 » ومن (2) 4 -7:0- معکوس 2+7 » ولکن 
المعكوس وحید » فينتج المطلوب مباشرة . ۱ 
ملحوظة : فى الواقع ليست هناك ضرورة لإثبات (!) لأن © ع ۵,۵ وفی أية زمرة 
(,©): 9۵ ع 09(۲ه) . 
مثال_ ۱۸ : اضرب مثالا لزمرة قسمة 67 بحیث یکون 577 = aN‏ حيث )ره 
ولکن رتبة  )©(‏ رتبة (5) . 
الحل : فى الزمرة ,© لدینا : 2 +20 2 < ,1+7 لکن رتبة (0) هی الواحد بينما 
رتبة (1) = ©. 


مثال 15 : لتكن م /2 =€ . ولتکن (0,6,12) =[6]= 27 . اسرد عناصر 


بر ۰ واوجد رتبة ([6]+5) فى 4 


الحسل : عناصر 4 هی : [6[,]6]+6(,1]+6[,2]+6[,3]+6[,4]+5 
[6]-[6]+30- (6]+65) + .+(6]+5) أى أن 56 Ord(5+[6])‏ 
سس سس ی 


6 مرات 
لکن [۶]6 ([6]+ 5)+... + ([6]+ 5) لأى 6 > × وبالتالی فان 6-([6]+00)5) 


× مرات 
انظر مثال )٤-۷-۱(‏ . 
مثال ۰ ؟: لتکن/زمرة جزئية من الزمرة © بحيث إنه توجد بالضبط مجموعتان مشاركتان 
يسرايان مختلفتان من © بالنسبة إلى 27 . برهن على أن 77 زمرة جزئية طبيعية فى © . 


۷۸ 
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البرهان : لتكن © ©2 . إذا كانت 28 © فان 5# = عد (لأن كلتا المجموعتين 
المشاركتين = 2) . إذا كانت 7 #× فان 11× هی مجموعة جميع العناصر التى تقع 
فى © لكنها لاتقع فى77 لأن : 

2 لد ع‎ , «۶ H جح‎ 2 < ۲,۶ H,he H دعر ج‎ 21 ۱, H 
. ۸1 وهذا تناقض . إذن جمیم عناصر 77د لاتقع فى‎ ×٤ 77 إذا كان ۲7 26 فان‎ 
ومن حيث انه لاتوجد سوی مجموعتین مشارکتین يسرايين من © بالنسبة إلى 77 إحداهما‎ 
ومن حيث إن ۲۱/7 هو المجموعة الخالية (نظرية المجموعات) › فان 77د هی‎ 7 
۸1× مجموعة جمیع العناصر التی تنتمی إلى © ولا تنتمی إلى 7 . وبالمثل تكون‎ 
مجموعة جميع العناصر التی نقع فى © ولانقع فى 17 وبالتالی یکون ۶ = لد . إذن‎ 
فى کلتا الحالتین 1 ۰ 8 ۶ فإن ۳ = 7« لجميع © ©< وتکون 8 مجموعة‎ 
. © جزئية طبيعية من‎ 
» © مثال ۲۱: لتکن 6 ج 6:ص هومومورفیزم زمر . 7۷ زمرة جزئية طبيعية من‎ 
الإبيمورفيزم الطبیعی. اوجد الشرط الضروری حتی یوجد هومومورفیزم‎ 0 76 
زمر “6 + ,رل :ص بحيث يكون الشكل الآتى إبداليا‎ 





3٩ 
3 


G/N 


أى حتى يكون م 0 - © . 

الحسل : من م ص =ص ينتج أن : 

(العنصر المحايد فى ©  )‏ ۵ ( 0۷ = ((0)م)6 - (:)(م5) - (۵ : N‏ ۷۰ 

(لأن © هومومورفيزم » ۸ هو العنصر المحايد فى ,6/7 ۰ (۲-۳-۱) (1)) . 
Nc Ker(p)‏ >= 


۷۹ 


مثال ۲ : ليكن “0 ج 6:ص هومومورفيزم زمر . 7۷ زمرة جزئية طبيعية فى 6 
Nc Ker(p)‏ « ب جه 0: م الابيمورفيزم الطبیعی . عندئذ فانه يوجد بالضبط 
هومومورفیزم وحيد 
مو دم , 0 Pp:‏ 

وإذا كان © إبيمورفيزماً فإن © إبيمورفيزم كذلك ۰ پ/(۳) 1467 = )e)9(‏ . 
ملحوظة : هذا المثال يظهر أن الشرط الضروری الذى حصنلنا عليه فى المثال ۲۱ هو 
شرط كاف كذلك. 
البرهان : (۱) يوجد على الأكثر هومومورفيزم واحد © يحقق الشرط المعطى لأن : 

mp - دم‎ ۷۵ 2 © : p(aN ( - (6)(م 0( = ((0)م)م‎ = (a) 
نبرهن على أنه يوجد بالفعل مثل هذا الهومومورفيزم‎ )۲( 

e 
P2 Vae G 
aN HH (a) 
: لأن‎ 
Va,be G:aN = bN ةج‎ "ae N ê = (ba) = ç(b ')ç(a) = (Db) (a) 
۳9 
< هو العنصر المحاید فى “©) (۵)027 = (aN)م ج (ط)ص = (0)م‎ ©( 
. أى أن الراسم © معرف جيداً‎ 
۱ جازم‎ 0“ ۱ 
: لجمیع © عه هومومورفیزم لأن‎ 7 N الراسم‎ )۳( 
aN ج‎ (a) 

Va,b e © : ((37ط)(7نه)م‎ = p(abN) = p(ab) = p(a)p(b) = p(aN)p(DN). 
. يوجد 6 عه بحيث یکون‎ ٤ 0 لیکن © راسما غامرا (شاملا) . إذن لكل‎ )٤( 
. (0)م - 2 . إذن © راسم شامل (غامر)‎ = 6)0)0(( 
Vae © : ۷ e Ker(p) چه‎ (aN) = 6» = p(a) 4 ae Ker(p) (°) 


Ker(p) 
5 6۷ ع‎ 04 


این /(©) كت Ker(p)‏ 


۸۰ 


«لقسم الأول) نظرييّ الزمر 1۳6011 Up‏ 9 








: ع 7۷ : مباشر . والان‎ ۳79 ae 6۳)۵(: )*( (توضیح‎ 
€ E > 20 Ker(p):aN = 9۷ ج‎ 0۵ N c Ker(p) 
` > عه‎ Ker(p) 


be Ker(p) 
مثال 1۳ : بإستخدام مثال ۲۲ برهن على أنه إذا کان 66 هومومورفيزم زمر فان‎ 
0 ج‎ 6 
Vae G 9: 
ش‎ aKer(p) + p(a) 


مونومورفيزم . كذلك فان (6)م = eer (o)‏ : 
البرهان : بوضع (1627)0 = 27 فى مثال۲۲ ينتج أنه يوجد هومومورفيزم وحيد © 
يحقق الخاصة المعطاة . كذلك من المثال ۲۲ ينتج أن : 


Ker(p) = (PY, = 0۲ )۵(۱۰ > Ker(p)} = {Ker(p)} 


5 أن K٤)0(‏ يحتوى على عنصر واحد هو (67)6 وهو العنصر المحايد فى 
الزمرة 9 وبالتالى فان © يكون راسماً واحداً لواحد 5-5-١(‏ ( أ )). ومن ثم 
فهو مونومورفیزم . وبالتالی فان (6)م = 9 وهذه هى نظرية الهومومورفيزم 
مرة أخرى . 

مثال ۲۶4 : استخدم مثال ۲۲ للبرهنة على أنه إذا كانت ۰۸۲ ۸۷ زمرتین جزئیئین 
طبیعیتین من ۰6 77 ح 11 فان : ۱ 

)۱( ,/7 زمرة جزئية طبيعية من 426 


9 0 
Vae G رم(‎ (۳) 


(aM), > aN 
. أيزومورفيزم‎ 
. البرهان : لیکن د 0:م 2 ,0% ه 0:0 الإبيمورفيزمين الطبيعيين‎ 


۸۱ 





2 
۳ 
9 
0 


GIM 
لآن © فوقى (شامل)۰ 1960 = 11/7 فمن مثال ۲۲ يوجد بالضبط إبيمورفيزم وحيد‎ 
1-۷-1 
: رر/ «- © : © بحيث إن الشكل (*) يكون ایلیا . ولان‎ 
Ker(o) = 12 6-3 
. © ينتج أن ر زمرة جزئية طبيعية من‎ 


ومن نظرية الهومومورفيزم ينتج أن : 


7 4 rg = 


ی شامل 


۷ جام سس 
u‏ 


مثال ٠٠١٠‏ : باستخدام النواة المشاركة المرتبية برهن على أنه إذا كان 4 ج  :€G‏ 
هومومورفيزما فإن التحليل الآتى يكون موجودا 


A۲ 


۱۱ ۳۸| 


Im(/) 





EG ) 


حيث ( aer)‏ = (۷)۵ لجميع 6 عه ۰ < (<)1 لجميع ([1۳00 ©2< › 
f (aKer(f)) = f (a)‏ 
البرهان : سنكون الشكل الآتى : 


۲ 1 
Coker)‏ د ري s>‏ و همات ۲ 
سر / 
2 
۳ 
Im(/)‏ 


حيث ‏ © ۷۵ (a)= f(a)‏ / 
واضح أن / راسم فوقى (شامل) (إبيمورفيزم) . 
غامر (شامل) ‏ ل >= f(a)‏ - (ه) = J (aKer(f))‏ 
f (a)=e © ae Ker(/)‏ جه f(aKer(f)=e‏ 
(© هو العنصر المحايد فى 1) 
(1(۰-۲-۱) واحد لواحد 7 ج 
أى أن ۶ تناظر أحادى ومن ثم / أيزومورفيزم 
مثال ۲ : برهن على أن ,7 لاتحتوى على زمرة جزئية رتبتها 11 . 


AY 


البرهان : عددعناصر ,27 هو 17 وبالتالى فان عدد عناصر ,7 هو: 7.6.5.4.3.2.1 
(انظر (۲-۱-*) مثال ۳) . ومن نظرية لاجرانج (۳-۱۰-۱) عدد عناصر (رتبة) أى 
زمرة جزئية من زمرة منتهية © يكون قاسما لعدد عناصر (رتبة) © . 
ولکن 11 لاتقسم !7 والا قسمت 1 أو ... أو 7 . وینتج المطلوب مباشرة . 
مثال_ ۲۷ : برهن على أنه إذا كانت © زمرة فان الزمرة الجزئية من ۶ المتولدة من 
مربعات عناصر © تكون زمرة جزئية طبيعية من © . 
اليرهان ی کم و اد مق مرجعاك اشر ۱ 
ولتكن 5 ×٤‏ . عندئذ فإن : ,5..:رىرى = × حيث ,5 » رک » ...۰ ,5 مربعات عناضر 
أو معكوسات مربعات عناصر » أى أن أياً منها له الشكل ”ى أو (42) (انظر -١(‏ 
۲-۱)) . ولكن 2(-4) -42(7) وبالتالى فإنه يمكن القول بأنها جمیعا مربعات 
عناصر. والآن ليكن 6 عع » عندئذ فان : 

۰ ع = باءيا..ياة = عرد ع...ورد' SEE‏ ع = ود ع 
نثبت أنه لجميع ۸ > > 1 يكون ٤,‏ مربع عنصر من عناصر © كالآتى : 
لأن 42 = ,ى حيث © ع ,4 فان : 

"a, = (£ ` 2,8)‏ عوره" £ = ورد ع < ,ا 

أى أن # مربع عنصر من عناصر © وبالتالى فان ؟ © و« وتكون 5 زمرة جزئية 
طبيعية من © . 
مثال ۲۸ : يقال لزمرة جزئية 77 من زمرة جزئية © إنها مضبوطة (أو فعلية) (1م0:0) 
إذا كانت  )©(‏ 7 6 حيث © هو عنصر 0 المحايد . 
لتكن © زمرة رتبتها العدد الأولى م » برهن على أن © لاتحتوى على زمر جزئية 
مضبوطة . ۱ 
البرهان : من (۷-۱۱-۱) (۲) © زمرة داثرية ومن (۱۲-۱۱-۱) فانه لكل + قاسم لم 
توجد بالضبط زمرة جزئية واحدة من © لها الرتبة / . ولکن م له قاسمان فقط هما ۰1 
وبالتالی فإن الزمرتين الوحیدتین الموجودتین فى © هما ( ٠‏ )۰ © . أى أن © ليس لها ' 


زمر جزئية مضبوطة . 


۸ 





(القسم الأول) نظریم الزمر 1060۳7 6۳۵۱00 


طريقة أخرى : انظر (4-۱۰-۱) 
مثال 1٩‏ : لتکن © زمرة ايدالية . ليكن 0 برد بحیث إن 0060-7 ۰ - ( 0۲d‏ . 
برهن على أنه إذا كان 7 ,و ليس لهما قواسم مشتركة (عدا 21) فان 5م ع (بود) 07 . 
البرهان : لأن © ايدالية فان : 
=x"y" VneN‏ سل . XXX‏ = رد ود ود xy)"‏ 
y" Vn‏ رل ود ...0د ۳ 





۸ من المرات ,من المرات ۸ من المرات 
وبالتالى فإن : 
(© العنصر المحايد فى 06) ۰ < 66 "(*بر). "() = "بر ”× = (بود) 
وبالتالی فان (بود) 2074 يقسم :7 . (1) 
والان ليكن 7 هو رتبة برد وبالتالى فان : 6< ۳(وم) أى أن ع= "بر (لأن © إبدالية) . 
ينتج أن : ”برح ”× . ومن ثم فإن ”برح ۳() - ومن ثم فإن و ( = رتبة بر) 
تقسم 7۲ ۰ ولكن ء ,7 ليس بينهما قواسم مشتركة أى أن 5 لاتقسم 7 ۰ إذن 5 تقسم 7 . 
وبالمثل يمكن إثبات أن م تقسم ” . ومن حيث إن 5 ,7 ليس لهما قواسم مشتركة . إذن ونم 
تقسم ” (2) . من (1) ۰ (2) ينتج المطلوب مپاشرة أ 
مثال ۳۰ : كن © الزمرة الذائزية ذلك الرتبة > المتولدة من المجموعة [م) . ولتکن 
[*] = 8 (أى الزمرة الجزئية المتولدة من المجموعة (*ه)) » (انظر ۲-۱۱-۱) . 
اوجد جمیع المجموعات المشاركة الیسری من © بالنسبة إلى 77 . حقق أن أى مجموعنین 
مشارکتین يسرايين لما أن تنطبقا وإما لایکون بینهما عناصر مشتركة » حقق کذلك أن 
اماك هذل المجموحات: لار کت هن ج 
الحل : الزمرة © هی : (0, ۵,ه,ع) = 6 (هی أيزومورفية مع الزمرة (, رقم 
حیث ۸-1 وكذلك الزمرة ر7 ) (ء هو عنصر © المحاید) والزمرة الجزئية 17 
أ I . 8 = {ae}.‏ ۱ 
E‏ الشركة aa‏ 
eH =e{a? ,e} = {a ,€} =H, ۱‏ 
all = 002,۵2 = {d,Q},‏ 


Ao 





aH = a? {a 2 )۵*,۵*( = {e,a} = H, 
@H = a {a ,e} = {a , a^} = {a,a?} = aH 
: أى أنه توجد فى الواقع مجموعتان مشاركتان يسرايان هما‎ 
H - {e,a?}, 
aH = (*۵,ه)‎ 
۱ . HuaH=G «< Hna = ¢ واضح أن‎ 
لتكن 77 هى الزمرة الجزئية التافهة من 0. ۶06 7م . عين جميع‎ : ١١ مثال‎ 
. 4 المجموعات المشاركة اليمنى من © بالنسبة إلى‎ 
Ha = (0 )© الحل : إذا كان 6 عه فان : (© هو العنصر المحايد فى‎ 
= {ea} = {a} 
. © أى أن المجموعات المشاركة اليمنى تتكون كل منها من عنصر واحد من‎ 
. مثال ۳۲: اوجد الزمرة الجزئية فى (.,(0110) المتولدة من المجموعة (؟)‎ 
الحسل : معكوس 2 بالنسبة إلى العملية "." (عملية الضرب) هو 27 . وبالتالى فإن‎ 
. ۸€ ١ عناصر الزمرة الجزئية المتولدة من (2) يكون لها أحد الشكلين ”2 أو ”2 حيث‎ 
. )1( مثال ۳۳ : اوجد الزمرة الجزئية فى (+,0) المتولدة من‎ 
-1-1...-1 الحل : عناصر هذه الزمرة الجزئية تكون على الشكل 1+...+1+1 أو‎ 


۸ من المرات نة ارات 
حيث N‏ ع« أى هی الزمرة ,7 
مثال ۳٤‏ : برهن على أنه يوجد عدد لانهائى من الزمر ۰ بحيث إنه لايوجد أيزومورفيزم 
(تشاكل) بين أى اثنتين منها . 
الحل_: زمر التبديلات ,7 ٠‏ 1 ۰ و7 ...٠‏ لايوجد أيزومورفيزم بين أى اثنتين منها. 
كذلك الزمر الدائرية ,۰7 وم 4g ١‏ ... 


مثل ۲ : إذا كان | ۾ 1 ی عنصرا فی ,7 ء فاوجد © 


الحل : لاحظ أن (4 2()3 1) = 7 ومن ثم فإن )4 26 4(1 206 1( = "6 
6G 4) =ee=e‏ ”)12 = 


۸۹ 





حيث ع هو العنصر المحايد فى (,5 <),7 . 
ومن ثم فان : (4 12()3) = ىع 0 = 00= 7 . 
مثال 5" : إذا كانت © زمرة دائرية ذات الرتبة # » وكان م قاسماً ل ” . فبرهن على 
أنه يوجد إبيمورفيزم من © على زمرة دائرية ذات الرتبة م . ما نواة هذا الإبيمورفيزم ؟ 
الحيل : نعلم من (۸-۱۱-۱) أن أى زمرة دائرية من الرتبة ” تكون أيزومورفيزمية مع 
الزمرة . ومن ثم فا اثبات أنه اییمورفیزم من 7/7 !| ۱ 
الزمرة م7 . ومن ثم فالمطلوب إثبات يوجد إبيمورفيزم من بر// إلى 27/2 
والان نعرف : 
7 1 
2< وی : / 


x + جار‎ x ل‎ 77 


y+nZ‏ = ,70+ عز : ,7 ,ع7 

nk‏ ع بر - عد : ,1 ع 3 ج ,7 ع بر - بز جح 
(۸|م تعنی م نقسم م) le Z‏ ,ام = بز - بر هد 
pln‏ 


p2‏ + ر = يلام +ع ج لم ع نر بر جح 
أى أن (72+مر)ر = (2 +) 
“رراسم فوقى (شامل » غامر) : واضح 
7 هومومورفیزم 

۱۷۲, نز‎ © 2, : f(x+nZ+ y+n2) 
= f(x+y+nZ) = عر‎ + y+ pZ = + pZ+ y+ pL 
= f(x+nZ)+ f(y+nZ) 

أى أن / إبيمورفيزم 
مثال ۲۷ : برهن على أنه (+,12) 2 (+,00) 
البرهان : ليكن (+,18) ج (+,@) :ص أيزومورفيزم. وليكن ۸= (1) 


b20: iy‏ با دوت دمو د اودع 
AE O‏ 
رن 


AY 


a a 1 1 1 0 
۷ - ع‎ QR, Db )م = (<ام : 0 ع‎ + ...+ -( = aPC) = لع‎ 
000 600 92 3 000 


۾ من المرات 
إذا كان 0 فإن صورة (0) ((1۳0) ستحتوى فقط على الأعداد الكسرية 
(النسبية). أما إن كانت © ۶ فإن صورة © ستحتوى فقط على الأعداد غير الكسرية 
(غير النسبية دلمده‌تاهتذ) بالإضافة إلى الصفر. فى الحالتين لايمكن أن تكون © شاملة 
(غامرة) » أى أنه لايوجد أيزومورفيزم . 
مثال ۳۸ : برهن على أن (.,[8۱)0) كع (+,18) 
البرهان : ليكن )121١10(,.(‏ ج (+,8) :ص أيزومورفيزم. لأن © راسم شامل (غامر) 
فإنه يوجد ® ع بر بحيث يكون 1- - ((60© . 


والآن 
|= 2+ ج)م = (ر0م =1- 
8 6 1-/ - (2)م > 


إذن لايوجد مثل هذا الأيزومورفيزم . 

مثال :۳٩‏ لتكن © زمرة » 7/ زمرة جزئية من © دليلها فى 6 -2 . برهن على أن 7 
زمرة جزئية.طبيعية فى 6 . 

البرهان : لكل © ع4 UH - 6 : 0682 ٠‏ له ۰ ۵ = 7 a4‏ (لأن دليل 77 فى 
6 -2. ولأن »5826173 وكذلك فان 17 ۶ ۲ ) وهذا يقتضى أن لاه = Ha‏ . 
وبديهى أنه إذا كان 77 عه فإن ۾ = 428 . وبالتالی فان 77 زمرة جزئية طبيعية فى 
€ . (انظر مثال ۲۰ !). 


A۸ 





مثال 4۰ : لتكن ‏ ۰۸ 77 زمرتين جزتیتین طبيعيتين فى © بحيث إن 12۳۱۸۷12 حيث 
A‏ المحاید فى © . برهن على أنه لكل 611 ولکل ne N‏ :امم ج 1 . 
البرهان : 

(لأن ۸۷ زمرة جزئية طبيعية فى n '(m"nm) ۸۷ (G‏ ۲ ۱( 

(لأن 14 زمرة جزئية طبيعية فى ©) (nmi'n)me M‏ = 


mn = nm‏ جد م = 7۱۲۱۲۷ ور 


+ 
MoN={e}‏ 
مثال 4۱ : برهن على أنه إذا كانت © زمرة دائرية لانهائية فان لها فقط مولدين . 
البرهان : من نظرية تفصيل الزمر الدائرية (۸-۱۱-۱) أى زمرة دائرية لانهائية تكون 
متشاكلة (أيزومورفية) مع 77 لها مولدان + 1» ومن ثم فإن الزمرة © يكون لها مولدان 
طريقة أخرى : ليكن © مولدا ل © . ومن ثم فإن © يكون ذا رتبة لانهائية . 
وتكون 


1- 
.و 4 ومنو ای وش یی 2 © 
ليكن eG‏ نع مولدا آخر ل © » وعندئذ فان 

۶ 1 ل 24 2 

و 6و و 4,... ) - 6 
ل“ 1+ فاك ۰ 
ولان 6 © 45 فان : 
a" = 6", Z‏ 


ي ج 


(ء عنصر © المحايد) ع= 
ونظراً لأن » ليس ذا رتبة منتهية فان : 
1-۶-1 ,(1-م) 10+ (10-۳ 

أى أنه إذا كان © مولدا فانه یوجد مولد آخر وحيد هو 7ه . 

مثال 4۲ : برهن على أنه إذا كان ۰۷ ۸ زمرتین جزئيتين طبیعیتین من © فان 0/14 
زمرة جزئية طبيعية من © . ۱ 
البرهان : تذکر أن (74 ۷,۶ NM = {nm|ne‏ 
من )١-5-1١(‏ 7/34 زمرة جزئية طبيعية فى © إذا كان 
NM ۱‏ ح G:aNMa’'‏ ع ۷۵ 


۸۹ 








۷۰ 2 © Vnme NM :anma’ e NM أى أن‎ 


والآن ٠:‏ 
(لأن ۸۷ زمرة جزئية طبيعية فى (an)ma”" = (ka)ma"',k > N  )©‏ = 002۲ 
(لأن 14 زمرة جزئية طبيعية فى )G‏ 14 ع00(07,4) = 3ه(7ه)] = 
© العنصر المحايد فى ) kle,kl e NM‏ = 0(۵۵) = 

NM ۱‏ > ۲ = 
مثال_ 4۳ : ينص قانون المشاركة (الدمج) العام على أنه إذا كانت (.,0) زمرة » وکانت 
0 » .۰۰۰ ,© عناصر فى © فان کل حواصل الضرب الممكنة لهذه العناصر مأخوذة 
بنفس الترتيب تکون متساوية. برهن على صحة القانون . 
البرهان : سنعرف : و = ,4 


-ت: 


r+ r 
تب( 011( = ه‎ 
i=1 اسز‎ 
۱ . سنقیم البرهان على صحة القانون بالاستفراء الریاضی‎ 
( a21] سنبر هن اولا على أن : 7 ]1= (ن.ه‎ 
i=! م از‎ 


هذا صحيح من التعريف عند 1= 5 . 
نفترض الآن أن هذا صحيح عند ”= ىء أى أن : 


> 0-11 001 01 
عندئذ فإن : لسن يبه 01( 01 5 (>] ]14 ]0 


000 التعريف 
بسب[ (رب© (» 11 خْ 


قانون المشاركة (الدمج) 


rtm ۳+۱۸ 
> (1 6 اجب(‎ 5 1 dr 
k= k= 
التعریف فرض الاستقراء‎ 


م ا ا د * ي© ...6 . 
سيكون هذا على الشكل 20 حیث ‏ ۰ حاصلاً ضرب بأى طريقة لوضع الأقواس 
ل © ٠»‏ ر ... »,© ؟ ببر6 » ى »... 2۰ على الترتيب . 


ونفترض مرة أخرى أن قانون المشاركة (الدمج » التجميع) العام صحيح لأى عدد أصغر 


من ۸ . 
وهکذا فان : ۰ ۰۰-11 [] 0 
+= 

04 11 < ( ,4ه 4X11‏ 1 = 6( جد 
وتكون كل حواصل الضرب للعناصر ,۵ ٠‏ ره » ... » ,© مأخوذة بنفس الترتيب متساوية 
وهى تساوى 

1 0 
۳ 


مثال 44 : زمرة کلاین الرباعية (انظر (4-4-۱) مثال ۲) . تمثل هذه الزمرة هندسیا 
ا الل 


لتكن 1 › 2 ۰ 3 ۰ 4 رعوس 
المستطيل » ه مركزه » جه ره 
محوری التمائل للمستطیل. 





هناك اربع تمائلات مختلفة » هی : 

(1) الدوران حول النقطة ه فى المستوی (مستوی المستطیل) بزاوية قدرها 0. 
(ب) الدوران حول النقطة ه فى المستوی بزاوية قدرها 7 

(ج) الانعکاس حول 2ه 

(د ) الانعکاس حول ره 


۹۱ 











وهذه تناظر التبديلات الآتية على الترتيب : 


3 4 ۱ 5 ۱2 3 4 
| با(‎ EEE 
3 4۸ 1-2 34 

ا | و 


مثال ٤٠‏ : الزمر ة الثمانبة Octic group‏ 





تتكون هذه الزمرة من التماثلات بالنسبة للمربع . هناك أربعة دورنات حول ه فى مستوى 
ارا EE‏ 
E [2334).12 34‏ 
¢ ح 0 ۲ ‘Ca‏ 6۶ 
Gd‏ ل 1 »2 
هناك أيضا أربعة انعکاسات حول أربعة خطوط تماثل 0۶ ره 13ء 24 التی تناظر 
4 
4 3 12 4 3 2 1 و 
ESTOS 2 43 2 [1‏ 
تحقق من أن هذه العناصر الثمانية تكون زمرة . بوضع 8 = 8 يمكن التحقق من أن 
ی دع ع 87 Ba=a'B‏ » تا ۶ < ۰ 0 < گر . 7 - ,۵ 


۹۲ 





وتكون الزمرة هى 


08 ,022,02 ,2 , أيه ,0 رل ,1 
مثال 45 : إذا كانت © زمرة بحيث إن "۵۳ "(05) لثلاثة أعداد صحيحة متتالية » 
1 + مس 2+ ولكل © 2,96 . فبرهن على أن © إبدالية . 
البرهان : لدينا : 
)3( *"طb a?‏ 5 00 1 ,2( و( = (29) ۱ )1( (ab)" = a"b"‏ | 
من  )1(‏ (2) ينتج أن 
(ab)"*" = (ab)" (ab) = ۷‏ = ۳۳۲ 
(بالضرب من اليسار واليمين للطرفين فى ۰۵۳ 'ط) (4) ab" =b"a‏ ج 
ومن (1) ۰ (3) ينتج أن : 
a"b" abab‏ = ت(طه) (ab)"™”* = (ab)"‏ = ۳۶۳۶ 
(بالضرب من اليسار واليمين للطرفين فى ۰۵۳ '"5) (5) مطه"ط= وم ج 
والآن من (4) ۰ (5) ينتج أن : 
ab" - b" aba = ab" ba = aba‏ 
وبضرب الطرفين من اليسار فى 27 نحصل على )6( b""a‏ = "نو 
ومن (4) ۰ (6) نحصل على : 
bb"a = bab"‏ = ۳ = "ون 
انشرب طرف ن هین ف و شل ی ab = ba‏ 
أى أن 6 إبدالية . 
مثال /ا؛ : لتكن © زمرة يتحقق لها ”(مط) = (۵0) لكل © عط,ه » ولكل © 4€ : 
[ه = ه جع = ”ه] . برهن على أن © إبدالية . (ء عنصر © المحايد) . 
البرهان : ليكن € ع 6,5 لدينا : 
که = قثو ج (b(ab 1))? = bab‏ = :(5( مه)) = a”‏ 
وهذا معناه أيضاً أن : 68 (a1)b" =b"(a")‏ 
كذلك فإن : 
۵( تللم ))ن = (a(a')*”)b a‏ = هه 
)*( و = (a^)*)a‏ 0 


۹۳ 


پا ا چ ا کت سم سس تسيب ا م چ ن ن با 
1 


| الباب الأول : الفاهیم الأساسية 


ات 0 ا ا ی و ی ا 7۳ 
وبالمثل فان : 55 b"a"'b=ba"b"‏ 
ضع "0010 << تحصل على : 

۲( )هه = ۵۵۵( ab(ab‏ 2 )0۵ حت , 

aba(ba'b')a'b' = (ab)” (a 'b')” = (ba) (a b1) 
= (ba) (ba)? =e 
ومن الفرض ينتج أن‎ 
و وراه‎ =c=e 
: وبالتالی فان‎ 
ab = ba 

أى أن © إبدالية 
مثال 48 : الزمر الزوجية (الثنائية) Dihedral groups‏ 
الزمر الزوجية ,1 هی زمرة التماثلات لمضلع منتظم له 6 من الأوجه . (اح)ب/رح (1: 


ی E ag‏ 3-۳ 2 لو 
8 60 حبكت 03 ك 
و GFA ae‏ ور | 


2r ۳1 5‏ 
وحیث تمثل © دورانا حول مركز المضلع ۰ بزاوية قدرها سب . 
11 





4 





وتمثل 6 لكا حول محور هان 401 . لاحظ آن ,2 هی زمرة کلاین الرباعیة 
((4-4-۱) مثال۲) . واضح أن ”8 << ”يه حیث + عنصر الزمرة المحاید » كذلك 
واضح أن 0/١‏ = /0. نبرهن الآن على أن ,12 نتولد من 0/,/37) : 

إذا كانت × تنتمی إلى الزمرة الجزئية المتولدة من (/,/0) فان : 

7 >...,ررو ...رای ,(حاصل ضرب منته) م0 أبن دعر 
لكن العلاقة 20/1/8 »8 تختصر حاصل الضرب السابق إلى : .2 2:۸4 ,0/0۳ 
الذی يمكن اختصاره کذلك إلى "0۸ حیث 7-1 > 5 > 0 ۰ 1 ,0 ۰۸ وذلك باستخدام 
العلاقة 6 =ء = ۵۳ . أى آننا انتهینا إلى أن أى عنصر × فى الزمرة المتولدة من 
المجموعة (/,/0) يمكن التعبیر عنه کالاتی : 

1 -/ أو (or)‏ 20 ,7-1 > و > 0, 2 07  <‏ 
ونبرهن الآن على أن هذه ل 27 من العناصر كلها مختلفة » لأن : 
0= م یار e‏ 
1= 1 - را 6 
إذا كان مح * ثيه فان 7 یکون قاسماً ل رو - وه ولکن > رد | (لأن 1->05) 
ومن ثم فان 0= رو- ,ى وهذا يؤدى إلى “8 = "8 أى أن 2ح 4 . أى أنه فى هذه 
الحالة يكون ,ىع ری ء را= م . أما إذا كان 8= ”ى . فإنه مع ملاحظة أن 

۸ - 0 يكون لدينا 07 -  **‏ , ومن ثم فان =e‏ 0/2 › وهذا تناقض 
لأن 2 < ۸ . أى أنه یکون لدینا فى النهاية ۱ 
8° نيم = ۵۸0۰ إذا كان وفقط إذا كان ,ىح ى » 4-4 وهذا ببرهن على أن ال 27 
عنصراً (27 هو عدد عناصر ,2) 

۸<1 أو 7-1,۶<0> 5 > 0, ت0۳ 
كلها مختلفة » ومن ثم فان الزمرة المتولدة من المجموعة /:0) هی کل الزمرة الزوجية. 
مثال ٩‏ 4: لتکن © زمرة. یعرف مرکز(6) (0 0۶ 660176) ویرمز له بالرمز (76 بأنه: 
(© عه" xa‏ = جه : © {ae‏ <: (2)0 
برهن على أن : (1) (©)2 زمرة جزئية طبيعية من © 


| مم هب ۹ تيم حت 2 a" 8B" = a”‏ 


۹۵ 


7 
ا 
1 
أ 
۱ 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


(ب) زمره الاوتومورفیزمات الد اخلية (۷-۳-۱) ل G‏ تكون متشاكلة (أيزومورفية) مع 
لزمرة 29 (انظر مثال ۸ فى ))4-4-١(‏ 
(7)0 جب p:G‏ 
وجرن 
هومومورفيزم زمر (4-1-؟ مثال١‏ (ب)) 


اليرهان : ( أ ) الراسم 


(م1< ,هو : © Ker(p) = {ae‏ 
G:@,(x)=1,(x) ۷2 6 ©(‏ ع ۵) - 
{ae G:axa' =x ۷۰ 6 ©(‏ = 
{ae G:ax= xa Vxe G}= Z(G)‏ = 
© ب 6 :1 
a‏ جal‏ 
أى أن مركز © هو نواة هومومورفيزم » ومن ثم فهو زمرة جزئية طبيعية من © . 
(ب) لاحظ أن صورة (6) ((1۳0)0) هی زمرة كل الأوتومورفيزمات الداخلية ل © . 
ونطبق نظرية الهومومورفيزم (۱-۸-۱) فنحصل على : 
Im(p) < 6 6‏ 
ker) 720‏ =( 
مثال ٠٠‏ : لتكن © زمرة . برهن على أن : 
۱ ا 6 
إبدالية € ج دائرية e)‏ 
الیرهان : لاحظ أولاً أن 29 زمرة لأن (7)6 زمرة جزئية طبيعية فى © . 
ag‏ داثرية إذن لها مولد ولیکن (7)6× حيث 6 © . هذا بقتضی أنه لكل © وه : 
يوجد 7 ۸,4٤‏ بحيث إن (©2)6* - (42)6 ٠‏ (2)6'× - (52)0. وهذا يقتضى 


أنه پوجد (7)0 ع ر,2 بحیث إن : 2“ ع ۵ ۰ بر“ز - م ۱ وبالتالى فإن : 


(10 هو راسم الوحدة من © إلى © أى أن : 


© ع ,۱۷۵ ba‏ = 2 دزد = برچ "در = بز دج جر = ab‏ 
أى أن 6 إبدالية . 


۹٦ 








مثال ١‏ د: لتكن© زمرة . لكل 6 ,م یعرف إبدالیط ,2 ۳ The commutator of a,‏ ( 
ویرمز له بالرمز [9 ,ه] بأنه ظط مط -: [5,ه] » وتعرف الزمرة الجزئية المتولدة 
من المجموعة إ6 ع ط,ه:[ط,ه]) بأنها زمرة ابداليات @ ويرمز لها بالرمز “© ویقال 
لها كذلك الزمرة المشتقة من 6 


برهن على أن : (1) (0) = 0 ج إبدالية © . 

(© كالمعتاد هو العنصر المحايد فى ©) 

6 ={[a,,b]...[a,,b,]:ne (1۱ {0},@,,...,2,,D,,...,b, > ©( (ب)‎ 

البرهان : (أ) ab = ba‏ : © ع ,۷۵ ج ابدالية 6 
e ++ 0 = {e}‏ = "ره : 0 ,۷۵ جب 

[a,b] = ۵۵۲ = [b, a] : (ب) لاحظ أن‎ 


من (۲-۱۱-۱) ينتج المطلوب مباشرة 
r‏ على أن “© زمرة إبداليات الزمرة © هى زمرة جزئية طبيعية من © . 
البرهان :6 بالتعريف هی زمرة جزئية من © . يتبقى أن نثبت آنها "طبیعیة" وذلك 
کالآتی : 
Vla,b]...[a,,b,Je G':‏ © عم 
x[a,,b,]...[a,,b, 1x =‏ 
x[a,,b, [16 x[a,,b, [36 ...x[a,,b, [367‏ 
xab a bx xa,b,a; bx ...xa,b,a; bx‏ = 
[xax , xb x [xax , xb,x']...[xa,x",xb,x 16 ©‏ = 
مثال 9۳ : لتكن ۸۷ زمرة جزئية طبيعية من زمرة © . برهن على أن : 
۷7 € ج إبدالية 0 
(وعلى وجه الخصوص : ي إبدالية). 


البرهان : لتكن 7 6۳ : 


۹۷ 


الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


۷, ]یه 2 ۷ = ۷( لزه : 6 ع‎ ۱,۵2۷ = abba 'baN 
5 5 067۸ زد‎ 
= ۵۷ - ۷.۵۷ > A إبدالية‎ 
والآن لتكن 2 إبدالية . نعتبر الإبيمورفيزم الطبيعى‎ 


6 ۲ 
بو 06:م 
al ۷‏ 


( ۵06( ۵۵۵0۵۵6( ")م2 ([۵)]6,9 Va,be G:‏ 
"(06)م(6)م"(م)م(مه)م ‏ = p(a)p(b)p(a)'p(b)"‏ = 
0 إبدالية 
Ker(p) = N‏ » [5,ه] جه N‏ - 
۷ 0 > 
(تذکر أن ۷ عنصر ,7© المحايد » 7 = (167)0 . انظر (۱-۷-۱)) 
مثال 54 : لتكن © 4 حيث © زمرة » ۸ مجموعة . يعرف ممركز 4 فى © : 
centralizer) C(4)‏ عط1) کالاتی : 
C(A) = {(x:xe 6, Vae A4: xa = ax}‏ 
برهن على أن : (1) (0)4 زمرة جزئية من © . 
(ب) (ل)0 > 4 ج (زمرة جزئية إبدالية من ©) © 4 
(زمرة جزئية طبيعية من ()0) 
البرهان : ( أ ) واضح أن عنصر © المحايد © ينتمى إلى ()0 والآن : 
xa‏ = تيرم ax > Vae A4:‏ = ۸:۵ ع ۷۵ ج xe C(A)‏ 
e 0)4(‏ "× ج 
كذلك فإن : 
Vx,ye C(4) :Vae A4: xa = ax, ya = ay‏ 
C(4)‏ ع بورد > xay = axy‏ 0 ج 


yeC(4) xeC(4) 
. © أى أن ()0 زمرة جزئية من‎ 


(ب) 4 زمرة جزئية إبدالية من © >> [(0)4 عه ج 4 ع 4] 


۹۸ 


عي م م م تت م مم5 سيب تشب يسم يكين 


AE O أى أن‎ 

(من تعريف (0)4) 4 عه = هه = ۸:۵۲ Vxe C(4) Vae‏ 

زمرة جزئية طبيعية ‏ (4)) 4 < . 

مثال هه : لتكن © زمرة إبدالية . لتكن 77 مجموعة جزئية من © تتكون من عنصر © 
المحايد ٤‏ » كل عناصر © التى رتبتها = ۲ . برهن على أن 7 زمرة جزئية من © . 


البرهان : ۱ 
=ae 7 (1)‏ 7 : قر ع ۷۵ج و < H:a‏ ع ۷ 
كذلك فإن : (ba) = (ab)'‏ = لقان Va,be H:ab=‏ 
© إبدالية 
(ab)” =e => abe H (2)‏ ج 


من (1) ۰ (2) وكذلك 77 ع» ينتج المطلوب مباشرة . 
مثال 55 : إذا اسقطنا كلمة "ایدالیة" من مثال ٠5‏ السابق مباشرة فهل تكون العبارة صائبة 


أا ؟ 
الحل : العبارة فى هذه الحالة خاطئة . مثال مضاد : اعتبر (,ع),< 0 ۰ 
((7-16)12(,)13(,)23 . ليست زمرة جزئية فى © لأن : 2 © (123) = (13()12) 


تعرف (0)7 بأنها مجموعة كل الأعداد الصحيحة الموجبة (> 0) التى هی أصغر من ۰ 
وليس بينها وبين 7 قواسم مشتركة سوى الواحد . عندئذ فإن (17 تكون زمرة مع عملية 
الضرب مقياس 7. 
مثال لاه : برهن على أن (12) U‏ < (7)10] 
اليرهان : 
U(12) = )1,5,7,11( , U(10) = )1,3,7,9(‏ 
=1(mod12), 5”=1(mod12), 7 =1(mod12), 1۳ =1(mod12) )*(‏ 17 
والآن ليكن (12) 0 ج (10) 7:ص تشاکلاً . ينتج أن : 
1(mod12)‏ = 1.1 = ()م.()م = )1.1( = )1( 
(من (*) جميع (12) ٤1‏ × تحقق (10)12= ¥) (4012م1ع 99-۵3-0۳ 
أى أن (6)9 = (1)م تناقض مع © تشاكل 


۹۹ 








کا ی اس اس اا م م ی چچ چ نما 


مثال 58 : اختبر الر اسم ۷7:0۱ 
تير جا× 
هل © تناظر آحادی ؟ هل © آیزومورفیزم ؟ 


الحل : 
x= ye RR‏ ج 20 ر - ترج py)‏ - («ام ‏ :۷,1 
أى أن © واحد لواحد 
بر (کلرم : 1۴ ع Vye R 1y‏ 
أى أن © شامل (غامر) 
7 
۱ (0ز)0) + p)x(‏ = ”ر + × عد “زمر + y( = )x‏ + :)م 
(خذ مثلاً برح 1= × ) 
أى أن م ليس هومومورفیزم وبالتالی ليس تشاكلا . 
مثال 9٩‏ : إذا كان ۳ ج 6 :© هومومورفيزماً فإنه لأى 0 4€ : 
(رتبة ( (©)6) تقسم ۸) Ord(a) = n > Ord (p(a)) | n‏ 
اليرهان : (العنصر المحايد فى ©) a" =e‏ جم = (0) )0 
('ء العنصر المحايد فى  )©“‏ | ((070)0)6 ده - ("0)م = "(4)م د 


5 4 ۰ 4 ورك ج P:Z‏ 1 

مثال ۰ : اختبر إذا ما كان 1 هومومورفيزما . 
3x‏ جاعر 

الحل : 


(3+3+3+)0 = (12)م = (0)م ج 9- 3.3 - (6)3 
36-0 (40 - (46)3 2 - 
۱ 0 هومومورفیزم 
تناقض مع (۲-۳-۱ (أ)) . إذن © ليس هومومورفیزما . 
مثال 5١‏ : لیکن ,2 ج ,,:2:© هومومورفيزماً » وليكن (0,10,20) = (1667)6. 
إذا كان 6- (6)23 فاوجد جميع العناصر التى صورتها 6 . 





(6)3 = 0 +(6)3 = (0)20 + (0)3 = (20 +3)م = (0)23 =6 


وبالتالى فإن 

6 = (6)23 = (03م = (3)م 
أى أن العناصر التى صورتها 6 هی : 313,23 . 
مثال 1۲ : ليكن 6ج pay‏ هومومورفیزما زمرياً لكنه غير واحد لواحد . 
عين © . 
الحسل : مادام © ليس واحدا لواحد إذن نواة () ليست هی مجموعة العنصر المحايد 
5 ,7 
ھی 77 
ولكن (1)67)6 زمرة جزئية (طبيعية) من 7 وبالتالى فلها الشكل ,)7 حيث 
7 قاسم ل 17 . ومن حيث إن 17 عدد أولى » نواة () ليست هی مجموعة العنصر 
المحايد 0+177 فى ر7 فتكون نواة (©) هی رس7 ويكون © هو الراسم الصفرى. 
مثال 1۳ : عين جميع الهومومورفيزمات من وردة إلى 20 . ماعدد الإبيمورفيزمات ؟. 
الحسل :الهومومورفیزم یتحدد تماما إذا عرفنا صورة العنصر ,127 لأنه إذا كان م-(41) 
فإن الصور هی : عله = ()0 (4+...+@ = (1+..+1) م < )ب( 


× من المر ات × من المر ات 
والآن من نظرية لاجرانج (۳-۱۰-۱) يكون ((0۳)۵)1 قاسماً ل (,,10-070)2. 
کذلك من مثال 55 السابق ((070)6)1 بقسم (074)1 وهو 20 . لذن (07)۵ 
بقسم كل من 10 ۰ 20 وبهذا یکون 10 1,2,50۳- Oê ŞÛ)‏ ۱ 
فى حالة 1= (()074)0 یکون 0-10 = (1) 
فى حالة 2 = ((1)م) 070 يكون 5 = (1) 
فى حالة 5 = ((1)م) 04 یکون 088 2,4,6 - () 
فى حالة 10- ((072)6)1 يكون 089 1,3,7 - (1)م 


أى أنه توجد 10 هومومورفيزمات 


والآن 1 مولد للزمرة ,,2 فمن الاستنتاج (۱۱-۱۱-۱) يكون 3 ۰ ۰7 9 كذلك 
ES. E‏ قات ۱ 6 
مثال 36 : لتكن ور G:‏ و = 1 . اسرد عناصر 17 ۰ م9 


: الحل‎ 
H = )0 + ]20[,4 + ]20[, 8 + ]20[,12 + ]20[,16 + ]20[[ 


7 
e‏ وده تتشاكل مع 74z‏ - زب ٠‏ فنتوقع أن تكون پا 


: متكونة من أربعة عناصر وهى كالآتى‎ 
© = (0+ ]20[+77,1+ ]20[+ H,2 +]20[+7,3+]20[+ H} 
: ولاحظ أن‎ 
4+]20[+ + 8 =H (4+[20]e H (لأن‎ 
5+]20[+ H =1+[20]+ و‎ +4+[20]+ H =1+{[20]+ H +H =1+[20]+H 
6+]20[+ H - 2+ ]20[ + 7 +4+[20]+ H - 2+]20[ + H +H <-2+120[+ H 


7+ ]20[ + 7 =3+[20]+ H +4+[20]+ 87 -3+]20[+ H + H =3+[20]+ H 


(لأن 7 >[20]+8) 8+[20]+H =H‏ 
وهكذا ... ٠‏ 
مثال ٠١‏ : عين جميع الهومومورفيزمات من ,7 إلى ,7 
الحل : لجميع #,...,1,2-: الراسم 0 هومومورفيزم ! 
:جام 


الا اع مثالا لباق أنه فى مره شمه 9 > يمكن أن يحدث أن 7ط = al‏ 
بینما رتبة  )2(‏ رتبة (5) 
الحسل : لنأخذ (/رع),ى = 8 = 0 (12) < ۰ (123) = ط 


123(5) = ,5 = ر(12) 
Ord (12) - 2 , Ord (123) =3‏ 


مثال 517 : لتكن ۷ زمرة جزئية طبيعية من زمرة 6 » ولتكن 7 زمرة جزئية من © . 
بحیث إن ۷ زمرة جزئية من 77 . برهن على أن پمک زمرة جزئية طبيعية من 0 
|13 كافك وق ۱۵ كافك 7 وک طريدية من 0 
البرهان : "<<" : فى برهان النظرية الثانية للایزومورفیزم (۲-۸-۱) . 
"ج" : لتكن .41/7 زمرة جزئية طبيعية من ,4© . عندئذ فان : 
(xN)hNxN = ۱۷۸۸۷۰۷ = ۷‏ 
x hxN > 13/0, 77‏ = 
(8 زمرة جزئية من 77) N:x'hx= hne H‏ عم 87,3 ء 21 جه 
أى أن 77 زمرة جزئية طبيعية من © . 
مثال_ 1۸ : لیکن (0)30 + (07)30:م هومومورفیزماً ۰ 11,) = (م)۳ع>. إذا 
كان 7= (2)7 فعين کل عناصر (30 التی صورها ب © هی 7 . 
الحسل : ۱ 
(1,13,17,19,23,29 1,7,1) = (30) 0 
(لأن =17)m0d30(‏ 77) (0)77 = (6)17 
p(11.7) = ۵)11()7( 21.7 =7‏ = 
بالتجربة لاتوجد عناصر آخری فی 000 نکون صورثها ب-م هی 7 باستظاء 
العنصر 7 أى أن العناصر فى (11)30 التی صورتها 7 هی ۰7 17 فقط . 
مثال 1٩‏ : إذا كان (40تاج-(040:م هومومورفیزما » وکان (9,17,33, )12 
وکان 11= (11) » فاوجد جمیع عناصر (7)40 التى صورتها 11 . 
الحل : 
Ker(p) =11{1,9,17,33} = )3,11,19,27(‏ 11 - ((11)) 7م 
(الحساب فى (40 4)) 
(انظر کذلك مثال 1۸ السابق مباشرة) 





5 اا ااا مك 


مثال ۷۰ :تعريف: نعرف دالة فاى لأويلر م (2متاعصنة phi‏ وتعلنط). لتكن 1=()) » 
ولكل عدد صحيح 1>7 لتكن ()۵ هی عدد الأعداد الصحيحة الموجبة التى أقل من 
(أصغر من) # وليس بينها وبين 7 قواسم مشتركة . لاحظ أن (0)2 = ((7)71]) 074 . 
برهن على أن عدد الهومومورفيزمات من ,7 إلى ,7 هو (6)4 < حيث يتم الجمع 
از هيم" و :التو لین لایر گنت وب 
البرهان : لكل 4 قاسم ل ۸ توجد زمرة جزئية وحيدة فى ,7 لها الرتبة 7 وهذه الزمرة 
الجزئية تتولد من (4)ص من العناصر . وأى هومومورفیزم من ,7 إلى زمرة جزئية 
فى ,2 يجب أن "یصور" 1 فى مولد لهذه الزمرة الجزئية . وعلاوة على هذا فان رتبة 
صورة "1" يجب أن تقسم ۰7۰ (مثال 55) » ومن ثم البرهان . 
طريقة آخری ليست مختلفة تماما عما سبق: من نظرية الأعداد الابتدائية تعامه‌صصع 
Number Theory‏ نعلم أن (۵۵ < هو (200)8,/2 القاسم المشترك الاعظم ل »ه / . 
nk‏ 


ومن حيث إن (1)/ يحدد تماما الراسم ]من ,7 إلى ,2 »,167 ومن نظرية 
لاجرانج رتبة ((1)) قاسم ل ۲ ء ومن مثال 59 رتبة ((1)/) قاسم ل« ينتج ' 
المطلوب مباشرة . 

مثال ۷۱: لتكن ۸ زمرة جزئية طبيعية من زمرة © . استخدم الملحوظة (]-5-١(‏ أ)) 
للبرهنة على أن كل زمرة جزئية من 0 سيكون لها الشكل ب/5 حيث × زمرة 
جزئية من © . 


البرهان : ليكن ,+ 6:م الإبيمورفيزم الطبيعى (انظر )١-۷-١(‏ , (۲-۷-۱)). 


a ۷‏ 
ل زمرة جزئيذ من 74 ون ره السورنة اک 2 پر انظه: م 
أى أن (8) "م = ۸ . عندئذ فان × ستکون زمرة جزئية من © (۳-4-۱) (ب) 
K‏ = )07 = )م = برا 


م شاملة 
مثال ۷۲: لتكن [ ]7 زمرة كثيرات الحدود فى + ذات المعاملات الصحيحة مع عملية 
2 [11: 
الجمع . برهن على أن الرا هومومورفیزم . صف هندسیا نواة (/ . 
5 ۳ رجام 


۱۰ 





(6(ع +ر) - (2 + 0)7 :[2116 ۷,۵6 
هومومورفیزم © ج (0)9 + (6)7 = (3)ع +(3) f‏ = 
Ker(p) = ) > 2121| (f) = f(3)=0}‏ 
={feAX]|f =(X-3)g, ge AX], degree (g) = degree ()—1}‏ 
تمثل هذه المجموعة هندسياً منحنيات فى المستوى تمر جميعها بالنقطة (3.0) 
مثال ۷۲ : لتكن © زمرة منتهية ولتكن 72 صورة هومومورفيزمية ل © . بماذا 
يمكنك القول عن رتبة (6) ؟ 
الحسل : لدينا 7 هومومورفيزم فوقى. ينتج من نظرية الهومومورفيزم (۱-۸-۱) 
أن ری = (0)6 = و2 ومن ثم فإنه ينتج من نظرية لاجرانج (۲-۱۰-۱) أن : 
Ord(G)‏ 
Ord (Ker(p))‏ 
Ord )6( =10.Ord (Ker(p))‏ جد 
مثال ۷4 : لتكن 7 زمرة جزئية طبيعية من زمرة © . برهن على أن رتبة العنصر 27۷7 
فى و تقسم رتبة العنصر ع فى © . 
و 0 ب 0:0 
۷ جاع 


10 = Ord ((6)م)‎ = (=[G: Ker(p)}) 


هومومورفیزم 


من مثال ٩٩‏ رتبة (()0) تقسم رتبة (ه) حيث “© ج 6:ص هومومورفیزم وینتج 
المطلوب مباشرة. 

مثا مثال ۷۵ : لتکن 4 م Zs‏ صورتین هومومورفیزمیتین لزمرة منتهية 6 . بماذا 
يمكنك القول عن رتبة (©) ؟ 

الحسل :من مثال۷۳: رتبة (6) مضاعف لرتبة ,,2 ۰ مضاعف لرتبة ,7 » ومن ثم قإن 
رتبة (6) تكون مضاعفاً ل30 (حيث 30 هی المضاعف المشترك الأصغر 10-1 15). 


۱۰ 0۵ 


مثال ۷١‏ : لتكن 7 زمرة جزئية طبيعية من زمرة منتهية © . إذا كان ,0 بها عنصر 
رتبته ” فاثبت أن © بها عنصر رتبته # . اعط مثالا لبيان أن افتراض أن © منتهية 
شرط ضرورى . 
البرهان : ليكن [ع-(00 حيث © عع . ينتج من مثال ۷٤‏ أن 77ح (070)2 › 
حيث N"‏ 7 . وبالتالى فإن ۸= ("ع)0/4 . إذا كانت © غير منتهية خذ ,2 - © » 
ZN -2‏ 16 2-<(0۳00 بینما لایوجد أن عنصبر قی 7 رفبته 2 . 
مثال ۷۷ : إذا كانت ۸ زمرة جزئية طبيعية من © » وکانت :7 - (,,/©) 074 . فبرهن 
على أن ۸ © ”× لجمیع © © . 
البرهان : من نظرية لاجرانج ( أو من النتجية ))٩-۱۱-۱(‏ : 
m => 0۳ Vxe 6‏ = (ر/6) 0:40 
6 عع ۷ - (xN)"‏ > 
أى أن ۷ - ۳۸۷ لجميع 0 ×٤‏ وهذا يقتضى أن × © ۳ لجميع © ©2 (انظر 
تمهيدية (۲-9-۱)) . 
مثال ۷۸ : برهن على أنه إذا كانت © زمرة غير إبدالية فإن4:4)6 تكون غير دائرية . 
البرهان : من مثال ۵۰ : © غير ايدالية > ر ليست دائرية . ومن مثال 4 
ج92 In(G@)=‏ وبالتالى فان (6)/ (زمرة الأوتومورفيزمات الداخلية ل ) 
ليست دائرية . ومن النظرية (۷-۱۱-۱) حيث إن (©):1 زمرة جزئية من (۸4)60 
ينتج أن (41/4)0/ غير دائرية . 
مثال 29 _: لتكن ۷ زمرة جزئية طبيعية من زمرة منتهية 6 . إذا كان 
1>-((,/8604)074):(,074)6 القاسم المشترك الأعظم » فبرهن على أن ۸ : . 
البرهان : 1= (م )۵0( 00)04ع ج 1- ((,/04)074)(,074)9 
ولكن (007:) 074 يقسم (,/00)6 وبالتالى فان 1= (07) 072 ۰ أى أن N‏ = اليد 
ومن ثم فلع ۷ ©« (تمهيدية (۲-۰-۱)) 


۱۰۹ 





النواة فى كل حالة : 
() ۱ 7 - ()م ,18 ج- ,1 :0 
(ب) رب ۵:1 
الباقی من × عند القسمة على 2 = ()م جاعر 
بالمفهوم الشانع 
(ج) 3L,‏ و : 0 
الباقی من × عند القسمة على 2 = (×)م جاع 
بالمفهوم الشائع 
الحل : (1) 


۷ 7,612: ع ور + يبر > ( + )م‎ p(m) + p(n) 
هومومورفیزم مص" ج‎ 


Ker(p) = {xe Z: p(x) = x =0} = )0(‏ 
(ب ) اعتبر 0,2,4)= × ۰ (0,3:5 = ۲ 
(بزم + («)م = 0+0 ع 0 - (ز +عر)م : ۲ 6 ۱۷ 
هومومورفیزم © | ( +0۵ -0-1+1-(ر +00 :لا > ردنا 
p(y)‏ + هم y)=1=0+1=‏ + عم : ۲ XVye‏ ۷6 
Ker(q) = {0,2,4‏ 
(ج) تاقض ۰ 21( = (10) =0 
إذن © ليس هومومورفيزماً . 
مثال ۸۱: کم عدد الهومومورفيزمات : 
(أ) من 2 إلى 2 وشامل (غامر - فوقى) 
(ب) من 2 إلى ,2 
(ج) من 2 إلى ,2 وغامر 


1 


(ى) من ور إلى ».2 
الحل : ( أ ) يتحدد الهومومورفیزم تماما بصورة المولد 1 » كما جاء فى مثال 1۳. وحتی 
یکون الهومومورفیزم فوقياً أى غامراً أو شاملاً کل 2 (النطاق المصاحب) فیجب أن 
يكون 1- (0)1 أو 1- - (6)1 . أما فیما عدا ذلك فلن یکون الهومومورفیزم شاملا . 
فإذا كان ۸ = (1)م مثلا فستكون صورة () هی (72 ٤‏ ۸ | 1777 فإذا كانت 21 + 7 
فلن تكون صورة © هى 2 . 
(ب) هومومورفيزمان يعرفان ب 0= (1)م ۰ 1= (6)1 
(ح) هومومورفیزم واحد يعرف ب 1- (0م 
( د ) ثمانية هومومورفيزمات }0,1..7{ =i,ie‏ (6)1 
(ه) الهومومورفيزمات أربعة تعطى ب 7 = (5,)1 = (1) ,3 = (1)م ,1 = (1) 
لاحظ أن ,2 دائرية ورتبتها 8 » وانظر الاستنتاج (۱۱-۱۱-۱) 
( و ) من نظرية الهومومورفيزم (۱-۸-۱) ينتج أن 
Ord(Z,).Ord(Ker()‏ = (,ر :)074 = 12ج ريع 5 = 0Z)‏ = ,7 
(Ker(p))‏ 5.070 = 
تناقض لأن 5 لايقسم 12 . إذن لايوجد هومومورفيزم غامر من ,7 إلى ,2 . 
( ز ) ستة هومومورفيزمات (0,1,...,5) > زر = (1)م (انظركذلك (ط) ۰ (ى)) 
(ح) مثل (ه) هناك هومومورفيزمان فقط 1(=5)م ٠‏ 1=()م 


انظر الإستنتاج (۱۱-۱۱-۱) . يجب أن تكون صورة 1 مولدة ل 2 التى رتبتها 6 . 


۱۰۸ 





(ط ) إذا كان - (2)1) فإنه يجب أن يتحقق : 
7 14-0 = 12 - (12601 = (12)م ‏ )0(م 


> n - 0,۷ =7 


أى أنه يوجد هومومورفیزمان 
(ى) مثل (ط) إذا كان > (601 فإنه يجب أن يتحقق : 
7 » 0,2 - 12-164 - (12601- (002 = (۵)0 

ويتضح أن 0,4,8,12 = 7 ۱ 
أى آنه يوجد أربعة هومومورفيزمات . 
مثال ۸۲ : لتكن © زمرة إبدالية عنصرها المحايد © ۰ # عدداً صحيحا . برهن على أن 
المجموعة 7 :<< الو 66 زمرة من 6 . واضرب مثالاً لزمرة 6 فيها 
مجموعة کل عناصر © التی تحقق ه = ”× لاتکون زمرة جزئية من © . 
الحسل : ه = © یقتضی أن عء أى أن 2 مجموعة ليست خالية . والان ليكن 
e 7‏ ر ,× هذا یقتضی أن "رز <ه < "× . والان : 

(Ay )" = xy". = (y1 =x)" = ee" مح‎ 

ی یت 
6 إبدالية 7 من المر ات 
وبالتالی فان 27 © "ود وینتج من (۲-4-۱) أن 7 زمرة جزئية من 0 . 
المثال : رت H = {e,(12),(13),(23)}‏ 
7 132(۶)-(12(13) . إذن 11 ليست زمرة جزئية من :5 . لاحظ أن وک ليست إبدإلية . 
مثال ۸۲ : لتكن © زمرة تحتوى على زمرتين جزئيتين طبيعيتين ۸ × . و لتكن 77 
زمرة جزئية من © . برهن على أن : 
HM, x HN,‏ 


إذا كان 7ه 8 < 6۷ ير 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


ید ی و هس ی و ی هم مس ی وج موه رد هس سس و مد اس ت ا ت ات چت ام ف چ ات سا 


البرهان : من النظرية الأولى للایزومورفیزم 


My مر بر‎ = Vaan Uy 
(لاحظ أنه من (۲-۳-۱) تركيب هومومورفيزمين يكون كذلك هومومورفيزماً » ومعلوم‎ 
أن تركيب تناظرين أحاديين هو تناظر أحادى - وبالتالى فان تركيب أيزومورفيزمين هو‎ 
: (HM, = HM, كذلك أيزومورفيزم وبالتالى فان‎ 
» لتكن © زمرة » 6 > ۷ (زمرة جزئية طبيعية فى 0) . لتكن × إبدالية‎ : ۸٤ مثال‎ 
كذلك إبدالية » 17 زمرة جزئية من © . برهن على أنه توجد زمرة جزئية ,17 من‎ 6/7 
. إبداليتان‎ 7, > e «H, 4H بحيث إن‎ 77 





البرهان : نعرف 77۱۶۷ = ,77 . عندئذ فمن نظرية الأيزومورفيزم الأولى : 


Mg = ay = PY: = HON AH 


کن پ9 ,77 ۰ پل إيدالية فينتج أن پ7 إبدالية » ومن ثم فان 8 


إبدالية . ومن حيث إن 7 إبدالية » ١‏ ح ,17 فينتج أن ,57 إبدالية . 





تمارين عامة 
(۱) لیکن 8 ج 6 : كر هومومورفيزم زمر . برهن على أن : 
(أ ) ] مونورمورفيزم ج+ [ هومومورفیزمین 6 ج : ,۷۵ زمرة 6 


g=h‏ جار < و[ 
(ب) ۶ اییمورفیزم > [هومومورفیزمین × + : ,و۷ زمرة ۳ 
< و ج =hf‏ و 
5 ۱ 1:00 
(۲) لتكن © زمرة دائرية رتبتها # . اعتبر هومومورفيزم الزمر : 
xx ,deN‏ 


لتكن © - (@)1= '6 (لا تخلط هذه مع حاصل الضرب الكارتيزى!). برهن على أن : 
gced(n,d)Z‏ = 6 
(۳) يقال لزمرة © إنها دائرية محلية (عءناءره 10021) إذا كانت كل زمرة جزئية منتهية 
التولد(0672:60عع '11619م5) (أى عدد مولداتها منته) من © تكون دائرية. برهن على أن: 
(أ) کل زمرة داترية محلية تكون إبدالية . 
(ب) إذا كانت © دائرية محلية » وكانت 07 زمرة جزئية من 6 فإن 0» م//© تكونان 
دائريتين محليتين . 
(ج) كل زمرة دائرية تكون دائرية محلية . 
(د) © ۰ 424 دائريتان محليتان (بالنسبة لعملية الجمع) 
(4) لتكن © دائرية محلية » وليكن 6 ج 06: ,7 هومومورفيزمى زمر . 
برهن على أن : /ع - جر . 
(۵) يكن 2<م عدا ولا ٠‏ 1< عدا طبيعياً . ولتكن .1)7 =:["م]6 
(انظر مثال ۰۷ من أمثلة متنوعة). برهن على أن : ۱ 
k>0 (Î)‏ > (2“ملمص) ام +1= ”(م +1( 
(ب) رتبة (ص+]) فى ["م]6 هی '*م 
(إرشاد : استخدم (1)) 


۳ لع يي ا ا عي ا ررم هش دم و كر لخ ESSE‏ 


(5) برهن على أنه لایوجد تشاکل (آیزومورفیزم) بين (+,©) » (,,0) (زمرة کل 
الأعداد الكسرية 0 التى أكبر من الصفر) 
(۷) برهن على أن المجموعة “52د زمرة جزئية من © لجميع © ©« إذا كانت 
وفقط إذا كانت 8 زمرة جزئية من 0 . 
(۸) برهن على أنه لأية زمرة جزئية معكوسات عناصر مجموعة مشاركة يسرى تكون 
مجموعة مشاركة يمنى . 1 
)٩(‏ إذا كانت 7 زمرة جزئية من زمرة 6 بحيث كان دليل 77 فى © هو 2 . فبرهن 
على أن كل مجموعة مشاركة يمنى (يسرى على الترتيب) تكون مجموعة مشاركة يسرى 
(يمنى على الترتيب) 
(۱۰) برهن على أن أية زمرة لايمكن كتابتها كاتحاد زمرتين جزئيتين فعليتين 
(۱۱) برهن على التبديلات على (4» ۰3 2 1) التى تترك كثيرة الحدود ,×+ × + ×× 
كما هی تکون زمرة جزئية من ,5 » ورتبتها 4 . 
(۱۲) لتکن 77 زمرة جزئية من © » ولیکن 0>بزود . سنعرف العلاقة بر × ذا كان 
ګ ع برد . برهن على أن هذه العلاقة علاقة تكافؤ على © وکذلك صف کل فصل تكافؤ. 
(۱۳) لتكن (1814-1-: 35 . نعرف * على 5 کالاتی : 

Va,be S:a*b:= a+ b+ ab 
أ ) برهن على أن (*,5) زمرة‎ 
ب) حل المعادلة 7- 3*× *2 فى ى‎ 
ليكن 1)0 = ® . نعرف * على ۸ كالآتى‎ )۱۶( 

۷۵, 18 :a*b << »6 

(أ) برهن على أن * هی عملية تشاركية (إدماجية » جمعیة) على "18 
(ب) برهن على أنه يوجد عنصر محايد أيسر بالنسبة إلى * (أى أنه يوجد »× بحيث 
إن © -6*<* : "0 ۷۵) » كما أنه يوجد معكوس أيمن لكل عنصر فى 1 (أى أنه 
يوجد 8 ٤ط‏ بحيث إن ×=(ط*a)‏ 
(ج) هل (*,®) زمرة؟ 
(د) علام يدل هذا المثال ؟ 
۱ 


القسم الأول نظرية الزمر ۲60۱7 0نا6۲0 ۱ 


(۱) بواسطة ضرب مثال برهن على أنه يمكن أن يكون للمعادلة 22-6 أكثر من 
حلين فى زمرة © عنصرها المحايد © . 
(۱5) أى هذه الرواسم يكون تبديلاً على 18 : 


0۵ << +1 #اج هدر اء‎ (Î) 

)ب( ۲ب :یل « × = وتاي 

[,)0( = f :R +R (ج)‎ 

(د) 12ج 18 :ير 2 f(0) = e‏ 

(ه) +R‏ 18 : كر 1 2 - تر ترح )x(‏ یز 
(۱۷) عين أى العبارات الآتية يكون صحیحا أو خاطئًاً : 

١ (‏ ) التبديل (permutation)‏ هو راسم واحد لواحد (086- (one — to‏ 


(ب) الراسم يكون تبديلاً إذا كان وفقط إذا كان واحداً لواحد . 
(ج) أى راسم من مجموعة منتهية على (02:0) ا کرو 
( د ) كل زمرة جزئية من زمرة إبدالية تكون إبدالية . 
(ه) كل عنصر فى زمرة يولد زمرة جزئية دائرية داخل" الزمرة . 
( و ) الزمرة المتمائلة (70 -),,5 تتكون من عشرة عناصر . 
( ز ) الزمرة المتمائلة وک داثرية . 
(ح) کل زمرة تکون متشاكلة (آیزومورفیة) مع زمرة تبدیلات . 
(۱۸) اوجد عدد مولدات الزمر الداثرية من الرتب 6 » 8 ۰ ۰12 60 . 
)۱٩(‏ اوجد عدد العناصر فى كل من الزمر الآئية 
(أ) الزمرة الجزئية الداثرية فى ,7 المتولدة من 25 
(ب) الزمرة الجزئية الداثرية فى یر المتولدة من 30 
(ج) الزمرة الجزئية الداثرية [:] فى الزمرة (.,(۱)0) 
(د ) الزمرة الجزئية الداثرية فى الزمرة (,(6۱)0) ولمتولدة من ۰/2/(:+) 
(ه) الزمرة الجزئية الداثرية فى الزمرة (,(۱)0)) والمتولدة من ز + 1 
(۲۰) فى کل من الزمر الاتية اوجد جمیع الزمر الجزئية : 

( أ( Zr‏ (ب) 2 (د) ول 

۱۳ 








7 عين أى التقريرين الآتيين يكون صحيحاً أو خاطئاً 

(1 ) كل زمرة إبذالية تكون دائرية . 

(ب) كل عنصر فى زمرة دائرية يولد الزمرة 

(۲۲) اضرب مثالا مضاداً للتفرير الآتى : "إذا كانت كل زمرة جزئية فعلية من الزمرة © 
دائرية » فان © تكون دائرية" . 


1 إذا كان م » 0 عددین أوليين فاوجد عدد مولدات الزمرة الداثرية بو‎ (YY 
ليكن م عددا أوليا . كم عدد مولدات الزمرة الدائرية بر 7 حيث 1< ۲ عدد صحيح‎ )٤ 


أ ) كل زمرتين من الرتبة 3 تكونان متشاكلتين (أيزومورفيزميتين) 
ب) بدون حساب الأيزومورفيزمات هناك زمرة دائرية واحدة من رتبة منتهية . 
ج) لايمكن أن يوجد أيزومورفيزم (تشاكل) بين زمرة جمعية (أى عمليتها هى الجمع) » 
وزمرة ضربية (أى عمليتها هى الضرب) 
(د ) (+,®) أيزومورفية مع زمرة تبديلات 
(۲۳) لتكن (.,0) زمرة . اعتبر العملية * المعرفة على المجموعة © کالاتی : 


) 
) 
(۲۰) غین ای العبار ات الأتزة بكرن ها أو خاطنا + 
) 
(ب 
(ج 


Va,be © : 0۰*0 -‏ 
برهن على أن (*,6©) زمرة وهی متشاكلة (آیزومورفیة) مع (.,©) 
لي جام 


(۲۷) لتكن (*,5) زمرة الأعداد الحقيقية فيما عدا 1- مع العملية * » معرفة كالآتى : 
طه + +ه-8*ه . برهن على أن (*,5) متشاكلة مع (,(78110) (عرف أيزومورفيزما 
(تشاكلاً) 6 ج ۷:1۳ R\{0}))‏ = *م) 

(۲۸) بدون حساب الأيزومورفيزمات » کم عدد الزمر ذات الرتبة 17 ؟ 

(9؟) برهن على أن أى زمرة تحتوى على عنصرين على الأقل وليس لها زمر جزئية 
فعلية تكون منتهية » ورتبتها عدد أولى 

(۲۰) حدد إذا ما كانت التقارير الآتية صائبة أو خاطئة : 

(أ) كل زمرة جزئية من أية زمرة لها مجموعة مشاركة يسرى 

١١ 





(ب) عدد المجموعات المشاركة اليسرى بالنسبة لزمرة جزئية من زمرة منتهية يقسم 
رتبة الزمرة 
(ج) كل زمرة ذات رتبة هى عدد أولى تكون إبدالية 
( د ) لايمكن الحصول على مجموعات مشاركة يسرى بالنسبة إلى زمرة جزئية منتهية 
فى زمرة غير منتهية 
(ه) فقط الزمر الجزئية فى الزمر المنتهية يكون لها مجموعات مشاركة يسرى 
( و ) الزمرة الجزئية فى زمرة هی مجموعة مشاركة يسرى بالنسبة إلى نفسها . 
(ز ) كل زمرة منتهية تحتوى على عنصر من كل رتبة تقسم رتبة الزمرة 
( ح ) كل زمرة دائرية منتهية تحتوى على عنصر من كل رتبة تقسم رتبة الزمرة 
(۳۱) إذا كانت © زمرة ذات رتبة منتهية » وکانت ۰ م زمرتين جزئبتین فى 6 
بت مح جرح يرا فيرهن عن أن" 

[۳: |. )ا : 8-6 : 6] 
(؟") أكمل الجمل الآتية : 
(1) زمرة القسمة 4 رتبتها ال 
)ره السو قات ع که دوفن وی فتاه 576 ل ی 
(ج) رتبة المجموعة المشاركة [12] + 26 فى زمرة القسمة Ze‏ هی سب 
(۲۳) حدد ای اا اة ون هر فا و انها يكور خط : 
(۱) يمكن فقط أن يكون هناك معنى لزمرة القسمة 0 إذا كانت وفقط إذا كانت 77 
زمرة جزئية طبيعية من © 
(ب) كل زمرة جزئية من زمرة إبدالية © تكون زمرة جزئية طبيعية من © 
(ج) أى ا تومورفيزم داخلى لزمرة إبدالية يكون هو راسم الوحدة 
( د ) زمرة القسمة لزمرة منتهية تكون كذلك منتهية 
(ه) يقال لزمرة إنها زمرة التواء (ميدوعع «ونوروی) إذا كان كل عنصر فيها له رتبة 
منتهية . كل زمرة قسمة لزمرة التواء تكون كذلك زمرة التواء 


۱۵ 





ME‏ خالية من الالتواء (صداه:ع 4055105 عع) إذا كانت رتب جميع 
غناضرها خلا العنصر المحاید غير منتهية 
كل زمرة خالية من الالتواء تكون أى زمرة من زمر قسمتها خالية من الالتواء كذلك 
2 ) كل زمرة قسمة لزمرة إبدالية تكون زمرة إبدالية 

ح ) /8 زمرة دائرية رتبتها م حيث (18 7018-۱76 18۰ تحت عملية الجمع . 
e‏ © عع (حیث © زمرة) بحیث إن 6 + 6 : ,9 
هو أوتومورفيزم الوحدة الداخلى ,1 تكون زمرة جزئية طبيعية فى الزمرة © 
(۳۰) احسب زمرة الإبداليات (الزمرة المشتقة) “© للزمرة,2 ( زمرة التماثلات على 
المربع) (انظر أمثلة 44 » 45 ۰ 48 من الأمثلة المتنوعة) 
(۳۰) يقال لزمرة نها بسيطة(ء1معطفة) إذا لم تحتو من الزمر الجزئية الطبيعية إلا التافهة 
برهن على أنه إذا احتوت زمرة منتهية 6 على زمرة جزتية دليلها - ۲ فإن © لايمكن 
أن تكون بسيطة 
ل افاي مر ون و ا 
جزئية طبيعية فى © فإن ۷7 17 تكون طبيعية فى 7 . اعط مثالا لبيان أن ۷7 77 
ليست بالضرورة طبيعية فى © 





(۳۸) برهن على أنه إذا كانت ۸۷ زمرة جزئية طبيعية فى © » وكانت 77 زمرة جزئية 
فى © فان ۷ = 277 . وإذا كانت 77 كذلك زمرة جزئية طبيعية فى © فإن ۲۷ تكون 
زمرة جزئية طبيعية فى © . 

(9) هل هناك معنى للحديث عن أصغر زمرة جزئية طبيعية فى زمرة بحيث تحتوی 
عن ماس ازمر وساد 

(4۰)برهن على أن زمرة الأوتومورفیزمات الداخلية لزمرة © تکون زمرة جزئية طبيعية 
من زمرة الأوتومورفيزمات على © تحت عملية تحصیل الرواسم (انظر ))5-4-١(‏ 
)٤١(‏ برهن على أنه إذا كانت زمرة © منتهية تحتوی بالضبط على زمرة جزئية واحدة 
77 من رتبة معينة فان 77 تکون زمرة جزئية طبيعية فى © . 

)٤١(‏ لتکن © زمرة تحتوی على الأقل على زمرة جزئية ذات رتبة منتهبة 5 . برهن 
على أن تقاطع جمیع الزمر الجزئية قى © من الرتبة 5 یکون زمرة جزئية طبيعية من © 


۱۹ 


AE‏ ار ورن ورا 
XH 005 ۲ 17‏ 
)٤٤(‏ حدد أى التقارير الآتية یکون صحيحاً أو خاطتاً : 
(أ) صورة زمرة مكونة من6 عناصر بواسطة هومومورفيزم ربما تتكون من 4 عناصر 
(ب) صورة زمرة مكونة من6 عناصر بواسطة هومومورفيزم ربما تتكون من12 عنصراً 
(ج) يوجد هومومورفيزم من زمرة ذات 6 عناصر إلى زمرة ذات 12 عنصرا 
(د ) یوجد هومومورفیزم من زمرة ذات 6 عناصر إلى زمرة ذات 10 عناصر 
(ه) ليس من الممکن الحصول على هومومورفیزم من زمرة غير منتهية إلى زمرة 
( و ) يكون الهومومورفیزم آیزومورفیزما (تشاکلا) إذا اعتبرنا أن النطاق المصاحب هو 
شور و وكات واه نو من العتضين ستاو فقيل 
(5:) لتکن ,6 6,١‏ زمرتین ولیکن :6ج 0:0 ۰ 6 ج ر6 : ,۵ هومومورفیزمین 
بحيث إن ,26 ,0: ,۰009 ,06 جه ر0: ,009 راسما الوحدة . برهن على أن كلا 
من © ۰ ,© آیزومورفیزم ل 6 ۰ ر6 »ون (,)< © 
(41) لتکن © زمرة إبدالية منتهية لها الرتبة ۸ » ولیکن « عددأأصحيحا موجباً » ليس بینه 
وبين # قواسم مشتركة سوی 1 . 
6 جه 0:0 


(1) برهن على أن الراسم 1 هو أيزومورفيزم ل © على نفسها 
a‏ جارن 


(ب) استنتج أن المعادلة »= × لها حل وحيد دائماً فى الزمرة الإبدالية المنتهية © إذا لم 
يكن بين #» 7 قواسم مشتركة سوى 1 . ماذا بحدث إذا كان هناك قاسم مشترك بين ۰۳ 7 
غير 1 ؟ 

(4۷) لتکن € © زمرتين » ولتكن 7۰77 زمرتين جزئيتين طبيعيتين فى ۰0 6 
على الترتيب . ليكن © هومومورفيزماً من © إلى “6 . برهن على أن © يستحدث 
الهومومورفیزم الطبیعی بر ج 0 © إذاكان “للح Ç(H)‏ 

(4۸)اعتبر المجموعة 0-01234567 . لتکن © زمرة لها العملية * المعرفة كالآتى: 
(أ) + > 0+ : © Va,be‏ 


۱۳۷ 





(ب) a*a=0‏ : © ع ۷ 

أنشئ جدول الزمرة (انظر ۷-۲-۱) 

(تسمى هذه الزمرة أحيانا زمرة نيم ص¡١)‏ 

)4٩(‏ لتكن ‏ تعنی انعكاساً فى مر ۰ ,۸ تعنى دوراناً بزاوية © . عبر عن العنصر 
' (4,,) كحاصل ضرب » بدون استخدام سس سالبة (انظر مثال 4۸) 

(50) إذا كانت © زمرة منتهية فبرهن على أنه يوجد عدد فردى من العناصر 6 © 


5-3 
ي م 5 0 


التى تحققق © - ”× » وأنه يوجد عدد زوجى من العناصر 0 ×٤‏ التى تحقق ع + ”× 
(۰۱) برهن على أن المجموعة ( 35» ۰25 15 5) تحت عملية الضرب مقياس 40 
تكون زمرة . ما عنصر الوحدة فيها ؟ هل هناك علاقة بينها وبين الزمرة (7]7)8 ؟ 
(۰۱۲) ليكن الجدول الآتى جدول زمرة . املأ الأماكن الخالية : 





(۵۳) العددان 5 ۰ 15 ضمن تجمع من 12 عق | ها تكن كنيع قر ت عازه 
الضرب مقیاس 56 . اوجد باقی الاعداد 
(۰4) برهن على أن الزمرة © إبدالية إذا كان وفقط إذا كان لكل © عطره : 

(ab)' = 7۲‏ 
(»۰) برهن على أن مجموعة الأعداد 36 حيث 67 تكون زمرة تحت عملية الضرب 
(55) برهن على أن مجموعة المصفوفات من النوع 3×3 ذات العناصر من الأعداد 
الحقيقية والتى على الصورة : 


جا رن هه 
8 سب ه 
ا هت هه سس 





تكون زمرة مع عملية الضرب المعرفة كالآتى : 


1 a bl1 a دمو داق مدمه 1 “م‎ 
0 1 c0 1 060ادعام‎ 1 cC +c 
0 0 10 0 1 0 0 1 


(تسمى هذه الزمرة زمرة هايزنيرج نسبة إلى عالم الفيزياء الألمانى فرنر هايزنبرج 
Werner Heisenberg‏ صاحب جائزة نوبل للعلوم سنة ۱۹۳۲ ولها علاقة وثيقة بمبدأ 
اللاحتمية لهايزنبرج فى میکانیکا الكم (Heisenberg Uncertainty Principle of‏ 
Quantum Physics)‏ 

(59) برهن على أن (020 ليست دائرية 

(۰۸) اوجد زمرة يتحقق لعنصرين فيها ۾ ۰ 5 الآتى : 0/4)4(=0/4)0(=2 بینما : 
Ord(ab) 23 ) | )‏ )ب( 4 Ord(ab)=‏ (ج) 5= Ord (ab)‏ 

هل توجد علاقة ما بين ' Ord(ab) ۰0۳7 <O0rd(a)‏ ؟ 

(59) لتكن © زمرة. برهن على أن : 60۵[ ]-260 (انظر مثال 55 من أمثلة 


6 
متتوعة) 
)٠0(‏ اوجد أصغر زمرة جزئية من 27 تحتوى على : 
(1) ۰14 8 (أى هی [۰14 8]) (ب) 13 8 
(ج) 15 6 (د) ۰7 7 
فى كل حالة اوجد عدد صحيحاً ۸ بحیث تکون الزمرة الجزئية هی /] 
(۰۱) لتکن }043 1= × | (20) )x‏ = 77 . هل 77 زمرة جزئية من (20 ؟ 
(1۲) لأى عدد صحیح موجب ۸ ولاية زاوية ۵ برهن على أنه فى زمرة المصفوفات 
من النوع 2×2 وعناصرها من ] ومحددها = 1 يكون : 

۳۹ 6 -sin 1 9 ۳ 76 -sin 9 


9190 650 sin n0 cos nê 


استخدم هذه الصيغة لحساب رتبة : 


 —sin 60°‏ 60960 وت ١‏ 2/دومه 
sin v2 cos 2° sin 60° cos 60°‏ 


7 0- 690 
(هندسيا تمثل المصفوفة 


)6 دورانا فى المستوی بزاوية‎ 01 cosê 

(؟1) (115 تحتوی على 6 زمر جزئية دائرية . اوجدها 

(*1) ,2 تحتوى على 7 زمر جزئية دائرية . اوجدها . اوجد كذلك زمرة جزئية من 
,2 رتبتها 4 تكون غير دائرية 

(15) لتكن 77 زمرة جزئية طبيعية من × » × زمرة جزئية طبيعية من © . برهن أو 
انف : 77 زمرة جزئية طبيعية من © 

(17) اضرب مثالاً لزمرة غير إبدالية تكون كل زمرها الجزئية زمراً جزئية طبيعية 
(1۷)برهن بالاستقراء الرياضى على أنه إذا كان 2.../6,- :40 27 فان 6ح ,1711,...11 
زمرة جزئية . ((,/1 € ,۸ | ...11ح 2 ..,۳۳) (تذكر أن 60> ۸۷ تعنى 77 زمرة 
جزئية طبيعية فى 6) 

(14) فى المسألة السابقة مباشرة برهن أو انف : 46 ع... ر/. (انظر مثال؟؛ 
من أمثلة متنوعة) 

(59) احصل على صورة هومومورفية (1623286 منطم:مصمصمط) رتبتها 4 فى الزمرة 
الثمانية (مثال 40 من أمثلة متنوعة) 

(ارشاد : الزمرة الثمانية 40 (ه,6) = 77 » الصورة الهومومورفية هی ,/6 بواسطة 
الهومومورفیزم الطبيعى هی الصورة المنشودة) 

(۷۰) إذا كان/ أوتومورفيزما للزمرة © بحيث إن '- ()/ لجمیع 6 © » فبرهن 
على أن © إبدالية 

(۷۱) لتكن 6 زمرة إبدالية منتهية رتبتها » وليكن ” عدداً صحيحاً موجباً ء 

جب ۶:6 


1 - (,) 60ج . برهن على أن الراسم 5 اوتومورفیزم . 
× جار 
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(۷۲) إذا كانت رک = © فبرهن على أن © تكون أيزومورفية (متشاكلة) مع زمرة 
(إرشاد : انظر مثال 45 من أمثلة متنوعة) 
(۷۳) إذا كان 30 = (0۳۵)2 فكم عدد المجموعات المشاركة اليسرى ل [*ه] فى [م] ؟ 
اسرد هذه ١‏ لمجموعات . 
(۷۶) اوجد زمرة غير منتهية تحتوى على زمرة جزئية منتهية . 
(۷۰) برهن على أن الزمر الوحيدة التى لا تحتوى على زمر جزئية فعلية هی الزمر 
الدائرية التى رتبها أعداد أولية أو الزمرة التى تتكون من العنصر المحايد فقط . 
)۷١(‏ إذا كانت 4 مجموعة جزئية ليست بالضرورة زمرة جزئية من الزمرة © » فيمكن 
كذلك تعريف مطبع 4 كما سبق أن عرفنا فى حالة 4 زمرة جزئية من ©. برهن على أنه 
إذا كانت 4 مجموعة جزئية من فإن (4) 770 يكون أيضاً زمرة جزئية من 6 . وبرهن 
كذلك على أنه إذا كانت4 زمرة جزئية من فان 440 إذا كان وفقط إذا كان © = N)4(‏ 
(انظر مثالى 5١ ۰ ٤۹‏ من أمثلة متنوعة) 
1 
(۷۸) ليكن لدينا (.,0) ا@) ٠‏ (۸<),1 . ولتكن 77 هی الزمرة المتولدة من 10 
اوجد 71 » ,13 ومن ثم حقق النظرية الأولى للأيزومور فيزم ریم م//11 = ,۳1۸/7 
(۷۹) لتكن ۰7 × زمرتين جزئيتين من © ۰ /7 زمرة جزئية طبيعية من © » 
H u K ۱ 5‏ 
HN - KN‏ . برهن على أن ورم ZH 0N & Yk‏ 
(۸۰) لتكن © زمره ۰ 6 ٩۷, ۰, ٩‏ ۸ » ولتكن 9 ؛ پر ۸۶ إبدالية . 
ولتکن 77 زمرة جزئية من © . برهن على أنه توجد زمر جزئية رل 5/2 من © 
بحیث یکون ۰ «cH ٩۳‏ پم پر" ۰ 4 كلها إيدالية . 
1 2 


(۸۱) فسر بطریقتین مختلفتین لماذا ,2 ليست متشاكلة مع زمرة کلاین الرباعية 
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| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


(۸۲) لتكن © زمرة دائرية» ولها المولد ۾ . وليكن 0-0۲:م تشاكلا (أيزومورفيزما). 

برهن على أنه لأى © ©« يكون ()۵ متحددا تماما ب (ه)م 

7, ٠ 2 ٠ 2, ٠ 2, ٠ 2, عين عدد الأوتومورفيزمات ل‎ )۸۳( 

(إرشاد : استخدم التمرين ۸۲ السابق مباشرة) 

(۸4) لتكن © زمرة دائرية تتألف من 7 من العناصر » وتتولد من © . ليكن 
n ۳ ۳ 0‏ 

0 > =( . برهن على أن ط يولد زمرة جزئية دائرية 206 7 تتكون من - 


0 
عنصرا » حيث 4 هو القاسم المشترك الاعظم ل ۸ءء . 
(۸۰) برهن على أن : () 0 = (,4:/)7 لكل « عدد طبیعی موجب 


۱۳ 
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| Permutation Groups زمر التبردلات‎ 





۱-۲ المفاهيم الأساسية 
۱-۱-۲ تعريف : يقال لزمرة ما إنها زمرة تبديلات 52017 permutation‏ 
إذا كانت زمرة جزئية من زمرة متمائلة 
وكما جاء فى (0-1-1) فان ()7 هی الزمرة المتماثلة على المجموعة غير الخالية + 
> بينما ,7 هی الزمرة المتمائلة على مجموعة مكونة من ۸ من العناصر . وقد ذكرنا من 
قبل أن كثيراً من المراجع تستخدم الرمز ,5 بدلا من ,/[ . 
۲-۱-۲ نظرية Cayley’s Theorem‏ 
كل زمرة تكون متشاكلة (أيزومورفية) مع زمرة تبديلات 
البرهان : لتكن 6 زمرة 
© جب : : ,1 


الراسم : 5 : 0 ع ۷ 
XH 6‏ 


هو النقل الایسر (عمتاهاوجهتا left‏ 106) حول a‏ . 
0 0 3 0 
هومومور فيزم (انظر (۸-۳-۱) مثال۳) 
(م1 هو راسم الوحدة على ©) ((©)/1 6 1< ,1 : © {ae‏ = )ا 

< عه‎ 6 : 1 ,)0 <۶1/۲( Vxe © 

© ع :۷ < :02 :6 ع 0) < 

(ه العنصر المحايد فى ) {e}‏ = 

راسم احادی را 2 ج 

۰-۳-۱ (أ) 

ومن ثم فان (©)4 تكون متشاكلة (أيزومورفية) مع زمرة جزئية من (©)1 
۳-۱-۲ نظرية : رتبة (,7) = !2 (- (,070)۲) 
البرهان : بالاستقراء الرياضى . سنبرهن هنا على أنه إذا كا لدينا مجموعتان 4 8 كل 
منهما تتكون من 7 من العناصر » فإن عدد التناظرات الأحادية من 4 إلى 8 هو !7. 
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وسيكون الاستقراء على 7 . 
عند 1 = ۸ : واضح أنه يوجد بالضبط تناظر أحادى واحد من 4 إلى 8 . نفترض أن 


الادعاء صحيح للمجموعتين اللتين تتكون كل منهما من 1 -7 من العناصر . 
والان لتكن (,۸:<)۵,...,۵ ۰ (,5...., 5ح 8 . ولتكن (14١ل‏ ع 4 » -8١18(‏ ۶ . 
إذا كان © تناظراً أحادياً من 4 إلى 8 بحيث إن ,8 - (,0)م فإن : 
p(a)e 8‏ جاح د A4,‏ : ۵ 
سيكون تناظراً أحادياً من ,4 إلى :8 . وبالعكس فإن کل تناظر أحادى ,8 ج ,4 : © 
يمكن أن يمتد كالآتى : 
,4 عه , p(a) - (a)‏ 
p(a,) <(‏ 

فیصبح تناظر أ آحادیا -0:4 . ومن فرض الاستقراء الریاضی یکون هناك ! (1- ) 
تناظراً أحادياً من ,۸ إلى :8 » وبالتالی يكون هناك ! (1 - ) نتاظرا أحادياً من 4 إلى 8 
بحیث إن ,8 - (,©)6 . ومن حيث إن هذا بتحقق لكل م ,... ,1 = : » فان عدد كل 
التناظرات الأحادية من 4 إلى 8 يكون !م = !(1 - 7:6 
٠‏ 4-1-7 تعريف : لتكن × مجموعة غير خالية » (7)/6 هی الزمرة المتماثلة على × . 
يسمى العنصر 2 فى )7 دورة (واعلإه) (منتهية (عانعت)) » عندما توجد عناصر 
عددها منته × ...۰ × بحيث إن : 

و ت ( )27و (1- 70 و...م1] r(x)= x, Vie‏ 

I(x) = x ۱۷۲ ع‎ X\{X,...Xy} 

وسنکتب (2,....*)- ۰ ونسمی :7 طول (طاعہء! 16) الدورة. ویقال للدورة التی طولها 
2 انها نقلة أو تحويلة (م0نازدهوعجها) ویقال لدورتين (مد ,... و » (مز ,... ا00 
إنهما منفصلتان (]1151012) إذا كانت المجموعتان (,,د ,... ,۰62۱( «بزو... ,ل منفصلتین. 
۵-۱-۲ نظرية : كل تبديلة #1 © (1 هو عنصر الوحدة فى زمرة التبديلات) على 
مجموعة × تكون ترکیباً ,7...7 من دورات منفصلة ,7 » كل منها طوله 2 أو آکشر. 
وفيما عدا تغيير ترتيب هذه الدورات فإن © لها تركيب وحيد . 
البرهان : يعرف المسار (0)0151 لنقطة ۲ ع تحت تأثير التبديلة © بأنه المجموعة 


1Yo 





(...6)(,620,) لجميع صور × تحت تأثير القوی أت ل © ومثل هذا المسار يكون 
منتهياً » ولهذا سنصل حتماً إلى ()*** = () ”6 لعددين صحيحين موجبين 1۰ . 
ومن ثم فبتطبيق © نحصل على : +ع ()*6 » وإذا كان 7 أصغر عدد صحيح 
موجب بحيث يكون × = ()”6 » فان المسار يتكون بالضبط من 7 من النقط المختلفة 
(0)! 0۳ ....,(00 ,5 =€ . وكذلك فإن كل نقطة (<«)'© فى هذه المجموعة © لها 
نفس المسار (نفس النقط قى ترتيب دورى مختلف). التبديلة © محددة على هذه المجموعة 
الجزئية لرح0) هی تبديلة دورية ((<)'””6...(*<)© ×) = © لها الطول 7 . 

كل نقطة ۲ > تنتمى إلى مسار واحد بالضبط ل٠‏ . ليكن هناك ۾ من المسارات 
6 ...0۰ ل 0 و06 محددة على كل ٣;‏ هی تبديلة دورية ,7 . علاوة على هذا 
فإنه إذا كان ر 1 فإن الدورتين ,7 » ,1 تكونان منفصلتين .التركيب ,7...7 من هذه 
الدورات المنفصلة هو تبديلة على 2 لها نفس التأثير على نقطة × ©« مثلما تفعل 6 
لأن (*)6 هی (×),7 إذا كانت × تنتمى إلى المسار :© . ومن ثم فإن © هی التركيب 
من الدورات المنفصلة . فى هذا التركيب أى دورة لها الطول 1 أى هی نقطة 
ثابتة يمكن أن تحذف . 

وعلى الجانب الآخر فإنه لأى تركيب ,6...8 -6 ل © فى صورة دورات منفصلة 
,8 تکون "الحروف" المتحركة بدورة ,8 أحد المسارات ,0 ل © »ومن ثم فان ,/ 
هی الدورة المناظرة ,7 فى التركيب السابق ...1 . ومن ثم فإن أى تركيبين يختلفان 
فقط فى ترتیب العوامل . 

1-۱-۲استنتاج_: رتبة أى تبديلة هی المضاعف المشترك الأصغر لاطوال دوراتها 
البرهان : فى التمثيل الدوری ,7...7 =6 ال ء/ تکون منفصلة » وهکذا فان 
7 = ,چم ومن ثم فإنه لأى عدد صحيح 7 : ...7 = ”0 ومن ثم فان 1- 0۳ 
إذا كان وفقط إذا كان أى 1= ۳(/) ٠‏ ومن ثم إذا كان وفقط إذا كان مضاعفاً مشتركا 
لأطوال هذه الدورات 4 . رتبة © هى أصغر مثل هذه ال 7 . وهی النتيجة المطلوبة. 
(قارن مع (۱-۱۱-۱)) 
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۷-۱-۲ تعریف : لتکن 7 تبديلة فى الزمرة المتماثلة ,ك . عندئذ فان سم 
771 جا ٥:ص‏ لكل ,5 © 7 يكون أو تومو قرغا ل ,ك لأن : 

(,0)( 00 = ,70۳70 = لهرت بم = ( ,0,0 
أى أن © هومومورفیزم . کذلك فاٍن الراسم العکسی ل © هو 

7 ب : را 

لأن 

,0 < ۲ ۲707 - (۲ 2۷۲0۲ ((ه)م) با = Wop(o)‏ 

20۷ )0( = 0۷ )6(( = p(T ot) = ۲۲0۲۲ =o, 
))۷-۲-۱( يسمى هذا الراسم (الأوتومورفيزم) ترافق ب 7 (۲ 9۷ عنهعبازدمه ) (انظر‎ 
: تظرية‎ ۸-۱-۲ 
إذا كانت ,گر ع1 دورة لها الطول +7 فان أى ترافق "777 ل 7 يكون له نفس الطول.‎ 
البرهان : إذا كانت 7 هی الدورة (,د,....,) = فإننا سنبرهن على أن 2727 هی‎ 
: الدورة‎ 

)*( )و ات و T(x‏ 

لتكن 7/٣"‏ مؤثرة على أى "حرف" ر . كذلك فإن (()'7)٨=ر‏ . إذا كانت (ر)'7=× 
ليست واحدة من ال 5:,د فان التأثير 777 على بريكون (×)7 جا× جا× جم ()2 › 
بينما إذا كانت ,× = × فإن التأثير يكون كالآتى : (2)ج جا ىع جم عر جا ()2 . 
وهذا بالضبط التأثير للدورة المكتوب فى الطرف الأيمن من (*) . 
الترافق "رم لأى تبديلة © يمكن حسابه : اكتب © كحاصل الضرب ,1,...7 
لدورات منفصلة . لأن كل ترافق هو أوتومورفيزم » (27/ه)...(21/ج) = 207۱ › 
وكل دورة فى الطرف الأيمن يمكن التعبير عنها كما جاء فى (*) ۰ فهكذا يمكن حساب 
الترافق . بعبارة أخرى لكى نرافق © ل + ۰ نطبق الدالة 7 على كل حرف فى تمثيل 
الدورات المنفصلة ل ج . 
٩-۱-۲‏ نظرية : أى تبديلة ی على ٠”[‏ ..۰ 1) هی تركيبة من النقلات (التحویلات) 
البرهان : نظراً لأن © هی تركيبة 7...7 من الدورات ك7 » یکفی أن نثبت 
لمطاوت تقو ره وذلك کالکنی. : 
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m= )1 m) ... )13()12(‏ ... 2 1) ش 
والآن سنقسم التبديلات على[ » ....1) إلى قسمين: زوجى » فردى . نعتبر المجموعة 2 
المكونة من كل الأزواج المرتبة (1,...,2) 6 (1,...,7) © (”ر,ة) حيث ز> ز ء ونقول إن 
التبديلة (1,...,7) ج (1,...,2) : © تعكس الزوج ‏ ع(ز,) إذا كان (6)7 < ()6 . 
ولتكن (560)6 تشير إلى العدد الكلى لهذه الانعكاسات ل ونسمى ©”*(1-) 
صنف © ٠‏ ويقال إن © زوجية إذا كان 1+= 1(۳۳9-) ويقال إنها فردية إذا كان 
1-- 1(۳۷-) . بعبارة أخرى فإن © تكون فردية إذا عكست عدداً فردياً من 
الأزواج المرتبة . وعلى سبيل المثال فان صورة 6 5 4 3 ب (6 3) هی 3 4 5 ۰6 
وهكذا فان (6 3) عكست الأزواج المرتبة (4» 3) » (5» 3) » (3,6) ۰ (6 4) » (6 5). 
وبصفة عامة فان النقلة (التحويلة) ( ۸ #) حيث (۸ > ۸) تعكس الأزواج (۸ ) وكل 
7 الأزواج ( : ,8) » (۸ ,1) حيث ۲ > : > ۸ فقط . وبالتالى فان أى نقلة (تحويلة) تكون 
فردية. لاحظ أن صنف 0 هو 1+= 17م عنصر من الزمرة الضربية 
multiplicative group)‏ عط1) (1- ,1+) (الدائرية ذات الرتبة 2) . 
٠١-١-۲‏ نظرية : الراسم 1(۳۳-) جات الذى يرسم كل تبديلة فى صنفها هو 
هومومورفيزم زمر (1-,1+) جا رق . 
البرهان : العدد (520)6 يحدد عدد الأزواج (ز , :) فى المجموعة ظ (مجموعة کل 
الأزواج (ر, ة) فى (۰ ...۰ 1)) حيث ر> ء التى تعكسها © . هذا يتضمن تطبيق ٩‏ 
على المجموعة 7/ للحصول على المجموعة (6)2 لكل الأزواج ((6)(,6)7) حيث 
ر>: . أيضاً لكل ۶ > 6 فى ٠”‏ ...۰ 1) المجموعة (7)© يجب أن تحتوى على واحد 
بالضبط من الزوجين (4,#) » (4,6) . والآن نطبق مرة أخرى التبديلة 7 على 
()6 لنحصل على المجموعة ((7)0)1 التى تحتوى إما على ((2)6(,2)4) وإما 
على ((2)6(,2)6) . فى كلتا الحالتين هذا الزوج سينعكس بالضبط (من ترتيبه فى 
()6) عندما ينعكس الزوج (8,) ب 7 . وهكذا فان 7 تعكس (۹80)7 من 
الأزواج فى (0)۳» بحیث إن السار ((2)6)180 ج ()ع +( یعکس . 
(7)جوو + (52۳0)0 من الأزواج . بعض هذه الأزواج ریما انعکس مرتین وهکذا عاد 


۱۳۸ 





1 0 300002020202020 «لقسمالأول نظريةالزمر/:1060 Group‏ | 


إلى أصله . وعلى الجانب الآخر فان المسار المباشر ()(7) ج (7 يعكس 
(1)70عء من الأزواج . ومن ثم فإنه بكتابة هذا مقياس 2 (2 22041010) لحساب الأزواج 
التى انعكست مرتين يكون لدينا : 

sgn(7o) = (sgn(7) + sgn(0))(mod 2) 
: وهذا يؤدى إلى‎ 

(1) = (17 7 

ومن ثم فإن 1(*7-) دج يكون هومومورفيزماً . 
١١-١-۲‏ نتيجة : 
حاصل ضرب ۸ من النقلات يكون فردیا أو زوجيا حسب / فردى أو زوجى . 
ونظراً لان تبديلة © يمكن أن تكتب بطرائق متعددة كحاصل ضرب نقلات (تحويلات) 
فإذا كان احد هذه التحليلات (factorizations)‏ له عدد زوجى من النقلات فإن كل تحليل 
آخر يكون له عدد زوجى من النقلات . 
وبالطبع فإن صنف أى تبديلة يمكن حسابه من تمثيل دوراته المنفصلة » بمجرد معرفتنا 
صنف هذه الدورات . 
١١-١-۲‏ نتيجة : الدورة 7 التى لها الطول ۸ لها الصنف 1(”7-) = 1(۳7-) 
البرهان_: من النظرية )٩-۱-۲(‏ الدورة (” ...2 1) هی حاصل ضرب 7-1 من 
النقلات ( 2 1) (3 1) ... (” 1) » كل منها فردى . 
٠۴-١-١‏ نتيجة : المجموعة ,1(4 < ) ۰ مجموعة كل التبديلات الزوجية على 


| 
[ 7 »... ۰ هی زمرة جزئية من رك وعدد عناصرها 7 


(تسمی هذه الزمرة الزمرة المتغيرة (عمتع ععناعه‌اله 16) من الارجة ” 

البرهان : نظراً لأن: (1(*۳-) جاى هومومورفیزم فإن 1 + ۰ 7+1 يؤديان إلى 

1ج . وهکذا فان ,رت ,4 تكون مغلقة (010560) بالنسبة لعملية الضرب ومن ثم 

فبمثال ٤‏ من أمثلة متنوعة على الباب الأول تکون ,4 زمرة جزئية من ,رک . والان لتکن 

عناصر ,4 هی ,0 ۰ .۰ ...۰ ,© ۰ اضرب كلا منها فى تبديلة فردية مناسبة » ولتکن 

(2 1) تحصل على (2 ۰0,0 .۰ (2 0,0 ۰ وکلها تبدیلات فردية ۰ وکلها کذلك 
۱۳۹ 


مختلفة. ولكن كل تبديلة فردية م لها حاصل الضرب ,6 < (2 1)م وهی زوجية » 
وهكذا فان (2 6.01 = م وتكون م واحدة من المجموعة (2 6)1 » ۰۰ (2 0,0 . 
ونستنتج من هذا أن عدد التبديلات الفردية يساوى عدد التبديلات الزوجية يساوى نصف 
العدد الكلى ! ۸ ۰ عدد التبديلات وک . 
٠١-١-٣‏ أمثلة محلولة : 
مثال ١‏ : برهن على أنه إذا كانت 4 تبديلة معبرا عنها بعدد زوجى من النقلات أى 
كانت زوجية » فان كل تركيبة ل © من حاصل ضرب نقلات ستكون متكونة من عدد 
زوجى من النقلات 
(انظر (۱۱-۱-۲)) . 
البرهان : لتكن ,8... ,66 =4 ۰ 000 حيث 1 79۰ كلها نقلات . والآن 
...71 = ...و يقتضى أن 9 0... ,77,...768 -1 حيث 1 هو تبديلة 
الوحدة وهى زوجية (لماذا ؟). دن عفان (/ < 4 لجميع ز فان 5 +۲ يكون عدداً 
زوجيا » ومن ثم فان م» ى زوجيان معا » أو فرديان معا 
مثال ۲ : برهن على الدورات المنفصلة تكون إبدالية . 
البرهان: ليكن لدينا الدورتان المنفصلتان (,4...ي,©) -0 00,.8,(۰)< من المجموعة 
[ وه وی ...و ولأ ور وبر وتو 6 = S‏ 
حیث ال وم هی عناصر 5 التی تبقی ثابتة تحت تأثير © ۰ / . والان حتی نبرهن 
على أن :60 = 00 فانه ینبغی لنا أن نبرهن على أن (<)(60) = (08()2) لجمیع 
5 6 . والآن لتكن ,© = × فان : 
(ببره هو ره إذا کان = ) @(6(a,)) = ۵ )6,( = a,,‏ = (,0۸۵()۵) 
به = (6@)(a,) = B(@(a,)) = B(a,,,)‏ 
أى أنه 
Ya, :(@8)(a,) = )0(),(‏ 
وبالمثل فان 
Vb, : )00()۵,( = )00)5,(‏ 
والان لتكن ره = × : 


۱۳۰ 


ورك = BE) = E‏ = به ْ 
(8a )(c,) = B(e(c;)) = B(c;) = 6,‏ 
أى أن بت = 00 وهو المطلوب 
مثال ۳ : عین اذا ما كانت التبدیلات التية زوجية و فردية 


4 5 1 2 3 4 
۲ ١ 
0 ۳ 

6 7 1 2 3 4 5 6 
۳ 
(۵ e 0 
ل ل‎ sS 

3146 2 5)4 1 6 3 2 5 ^ 

الحل_: )١(‏ عدد الانعكاسات = 1 (2 سبق 1) + 1 (4 سبق 3) 
2 


سم و فنا سر 
دا ين طب وم 
درا زح ما ی 


1 


التبديلة زوجية 
(۲) عدد الانعكاسات = 4 (5 سبقت 3 › ۰2 ۰4 1) + 2 (3 سبقت ۰2 1 ) 
+1 (2 سبق 1) + 1 (4 سبق 1) 
= 8 
التبديلة زوجية 
(۳) عدد الانعكاسات = 2 (3 سبقت ۰2 1) + 3 (5 سبقت ۰2 ۰1 4) 
GO 0 1+‏ 
7 
التبديلة فردية 
)٤(‏ عدد الانعكاسات = 3 (4 سبقت ۰3 ۰1 2) + 2 (3 سبقت ۰1 2) 
+ +0 + 1 (6 سبقت 5) 
+ 7(1 سبقت 5) = 7 
التبديلة فردية 
طريقة أخرى للأجزاء الاربعة الأولى : 


۱۳۱ 











(۱) التبديلة هى : 0-0204 وهذه تبديلة زوجية لأن صنفها((620)0 هو “(1-) أى 1 
(۲) التبديلة هی : (3 5()2 1) » كما فى (1) هی زوجية 
(۳) التبديلة هی : (4 6 5 2 3 1) وهذه یمکن کتابتها کالاتی : 
(3 2()1 5()1 6()1 14()1) = (64 325 1( 
وبهذا يكون صنفها *(1-) أى ۰-1 أى هى فردية 
كذلك يمكن التعبير عن التبديلة کالاتی 
(6 5 2 3 1 4) وبالتالى هى كذلك 
)1 3)(4 2)(4 5()4 6()4 4( 
وبالطبع هی فردية » كما سبق 
(4) التبديلة هی : 
(7 6 3()5 2 4 1) . وهذه يمكن كتابتها كالآتى : 
(6 7()5 4()5 2()1 3()1 1( أو (6 7()5 1()5 46 2()3 3) 
وهى فر دية 
() التبديلة هی : (2 5 6 43 2()1 5 46 13) وهی : 
)4 3)(1 6()1 5()1 2()1 3()1 4()1 6()1 5)(1 2)(1 1( 
أى أن التبديلة زوجية . 
مثال؛_: برهن على أن  :‏ 1-<7ج ,5 < ,4 
(,5» ,4 معرفتان كما سبق) 
البرهان : لذا كانت 1 < ۸ فان ,5 ینبغی لها أن تحتوی على تبديلة تبادل 1 » 2 وتبقی 
كل "الحروف" الاخری ثابتة . ومن ثم فإن هذه التبديلة تكون فردية ومن ثم فهی لا تنتمى 
إلى ,4 » وبالتالی فان ,5 ,4 . إذن حتی تكون ,5 = ,4 يجب أن تکون 1 < 7 . 
مثال 5 : عين رتبة كل من التبدیلات الاتية : 


(۱) (7 5 4(3 2 1) (۲) (6 5 4)6 2 1( 
(۲) (5 4(63 2 1) (۶) (8 57 4()3 2 1) 
الحل : من (1-۱-۲) ينتج أن الرتب هی الآتية : 


3 * 4= 12 :4( 3*2 =6: )3( 3 : )2( 3: )1( 


۳۲ 





طريقة آخری : ۱ 
فى حالة (4) (472 1) = (4 2 1) 4 12) 
1= (2 4 4)1 2 1) = (4 2 1( 
(1 راسم الوحدة على المجموعة (4 2 1)) 
(8 7)5 3) = (8 57 8()3 57 3) 
1= (8 7)5 8(3 7)65 3( 
: 1 راسم الوحدة على المجموعة (8 ,7 ,5 ,3) 


وبالتالى فإن رتبة التبديلة هى : 

۰4-12 3 
مثال 5 : برهن على أن و4 تحتوی على عنصر رتبته 15 
البرهان_: واضح أن هذا العنصر سیکتب على صورة حاصل ضرب دورتین منفصلتین 
احداهما رتبتها (طولها) = 5 ۰ والأخری رتبتها (طولها) = 3 . وینبغی أن تكون 
الدورتان زوجيتين معا أو فرديتين معا حتی یکون العنصر زوجياً فینتمی إلى 4 . الدورة 


و 
١‏ 5 7 او باختصار (3 2 1) زوجية لأن طولها (رتبتها) = 3 (۱۱-۱-۲). الدورة 


5 - أو باختصار (8 7 6 5 4) زوجية لأن طولها (رتبتها)‎ ۱ ۱ 1١ 
5 فح( عون رجه یر 7087 012090456 هن‎ 
مثال ۷: هل تكون التبديلات الفردية زمرة جزئية من مک ؟ ولماذا ؟‎ 
الحل : العنصر المحايد ,3 ©1 زوجى لأن عدد انعكاساته = الصفر . ومن ثم فإن‎ 
العنصر المحايد 1 لاينتمى إلى مجموعة التبديلات الفردية فى ,5.ء وبهذا لاتكون التبديلات‎ 
الفردية زمرة جزئية من رکه‎ 
مثال ۸ : ليكن « عددا صحيحاً موجباً. هل الدورة التى طولها ۸ حيث 7 عدد فردى تكون‎ 
زوجية أم فردية؟ وهل الدورة التى طولها  حیث  عدد زوجى تكون زوجية أم فردية ؟‎ 
الحل : ” فردية : الدورة التى طولها  زوجية‎ 

# زوجية : الدورة التى طولها × فردية 
(انظر (0۲-۱-۲)) . 


۱۳۳ 


nk‏ دی و و و ی ی و و مج هم و و ی اه + ی ام اب مج سره یه وه وهی مس امه 


۱ الباب الثاني : زصر الشبديلات Permutation Groups‏ 


مثال ٩‏ : إذا كانت © تبديلة زوجية فبرهن على أن "ى أيضاً تبديلة زوجية. ولذا كانت 
به تبديلة فردية فان 7۲ أيضاً تبديلة فردية . 

البرهان : Ga‏ -1 (تبديلة الوحدة) . من حيث إن عدد الانعكاسات فى 1 هو الصفر < 
(عدد الانعكاسات فى © + عدد الانعكاسات فی 7 0) (مقياس 2) (برهان (۱۰-۱-۲)) 
فإذا كان عدد الانعكاسات فى © زوجياً فكذلك يكون فى 0:7 ۰ وإذا كان عدد الانعكاسات 
فى © فردياً فكذلك يكون عدد الانعكاسات فى "ى . 

مثال ٠١‏ : اوجد عنصرى زمرة» 8۰ بحيث يكون 00)02-3) ۰ 0/4)6(=3 ۰ 
Ord(a8) =5‏ . 

الحل : (3 2 1)=:› (5 4 )=8 . 

)1 2 3(6 4 59(-<)3 4 5 1 2( 

ای (5 4 3 2 1) (انظر )٥-۲-۱(‏ مثال ۳) 

مثال ١١‏ : لتكن 7 زمرة جزئية من ,5 . برهن على أنه إما أن تكون كل عناصر 77 
تبديلات زوجية أو أن نصف عناصر 7 بالضبط هى تبديلات زوجية . 

البرهان : لتكن 77 تحتوى على تبديلة فردية © » ولتكن ۸4 هی مجموعة التبديلات 
الزوجية فى 7 8 هی مجموعة التبديلات الفردية فى 77 . واضح أن 8ح ۸4 . كذلك 
فان عدد عناصر 0 = عدد عناصر 4 » ومن ثم فإن عدد عناصر 4 أقل من أو 
يساوى عدد عناصر ۶ (*). وبالمثل فإن 4 72 وعدد عناصر 08 = عدد عناصر 
8 ۰ ومن ثم فان عدد عناصر 8 أقل من أو یساوی عدد عناصر 4 (*) . من (*) » 
(*) ينتج أن عدد عناصر 4 = عدد عناصر ۶ بافتراض وجود عنصر © فردی . 
مثال ۱۲ : عبر عن التبدیلة الأثزة کحاصل ضرب دورات منفصلة 


1 2 3 4 5 6 

3 5 6 1 2 4 

LF 4O TEAS 

2 15 4 6 3( 4 2 1 6 5 3 
مثال * : عبر من التركيبة الآتية ة کحاصل ضرب دورات منفصلة 
۱۳ 











)1 2 3()3 4 5()1 3 5( 


الحل : 

(3 2 45 1)-(9 4 3()1 2 1)-57 3 5()1 4 36 2 1( 
أو 

(3 2 5 4 5(=)1 22013 1 5 4 و 5 3 1) (5 4 1236 
حصلنا على دورة واحدة وهى تحقق المطلوب . 
مثال ١4‏ : برهن على أن التبديلتين © ۰ 227 لهما نفس الصنف » ولكن ليس 
بالضرورة نفس العدد من الا نعكاسات . ` 

البرهان : من برهان (۰-۱-۲ ۱( 

sgn(zoT’) = (sgn(7) + sgn(o) + sgn(7")) mod(2) 
(2 sgn(7) + sgn(0o))  mod(2) 
(2)06ع5‎ mod(2) 


۱ 


أى لهما نفس الصنف . 
والآن خذ (2 3 7:0 فیکون (3 2 7:0 ۰ (5 3 4) ٠=‏ . لایجاد عدد 
الانعکاسات فى "707 : 
4 5 2 =4 5 1(0(0۵)-<(3 2 5(0 3 2)4 3 1( = جم 
5 4 3 2 1 
0 2 53 - 
ويكون عدد الانعكاسات هو : 
4 - 1 + 3 
5 4 3 2 1 
5 1 3 5 2 1 
مثال ١5‏ : اوجد زمرة بها زمرتان جزئیتان مختلفتان لهما نفس الرتبة 
الحل : فى 


EET 1ن‎ Sk 
= 1 3 (= ( و((‎ 2 2 02 0): > ( 


074 )]7,[( = 2 - 0:4 )]2[( 


|= ويكون عدد الانعكاسات هو 2 


۱۳۵ 


مثال ١15‏ : برهن على أن أى تبديلة رتبتها 4 1 على عشرة "حروف" تكون فردية . 

البرهان : رتبة التبديلة = طولها . ومن حيث إن عدد حروف التبديلة 10 > 14 إذن 
٠‏ لایمکن كتابة التبديلة كدورة واحدة. كذلك فمن (۱-۲-) نستنتج أن التبديلة هى حاصل 

ضرب دورتين طول إحداهما 7 وطول الأخرى 2 فيكون من مثال 8 الدورة ذات الطول 

7 زوجية » والدورة (النقلة) ذات الطول 2 فرديةء وتكون التبديلة فردية . 

مثال ۱۷ : اختبر إذا ما كانت التبديلة الآتية زوجية أو فردية 

7 6 5 4 3 2 1 
EST‏ - 
الحل : يمكن التعبير عن » کالاتی : 
o=(1 4 5(2 3 6 7(‏ 
(3 62 7()2 2 5)1 1)- 

ا © حاصل ضرب 5 نقلات ومن ثم فهئ فردية . 

مثال ۱۸_: برهن على أن أى عنصر فى م4 » حيث 3 < ۸ هو حاصل ضرب دورات 

طول كل منها 3 (,ك هو فى الواقع مجموعة كل حواصل ضرب الدورات التى طولها 3 

من ,7) 

البرهان : لتكن ,4 © ۰ حينئذ فان وکر تسا شرت رش من ات 

(التحویلات) التی یمکن "تجمیعها" فى آزواج . ليكن (45) » (ر») زوجین مختلفین من 

النقلات . إذا كان (طه) ۰ (©) منفصلتین فان : 

(ab)(xy) = (ab)((ax)(xa))(xy) = ((ab)(ax))((xa)(xy)) = (axb)(xya) 

أما إذا كان (طه) » (ر») غير منفصلتین» أى أن ±4 (نر 10,510 ۰ فليكن بدون أى 

فقدان للعمومیذ(انلههجعغ )without any 1055 of‏ عم » وعندئذ فإن 

)= (مروا)- (جط)(2) نهاية البرهان . 

مثال 1٩‏ : برهن على أن الزمرة المشتقة (زمرة الابدالیات) للزمرة (,7,)<5 هی مى 

إذا كانت 2 < 7 . 


البرهان : من نظرية لاجرانج نعلم أن [,4 : ,4,(.]7 )0۲4 = (,7) 074 


۱۳۹ 








ی سي سج وس ص ف ی ا و 


Ord) 
Ord(y / 4 ( =: : شم فان : 22 2 = +قل--<[۸‎ 
(7, 9 52 1 Ord(4,) n ومن دم كين‎ 


۳-۱-۴ 
وبالتالى فإن الزمرة 7 دائرية لجميع 2 < م (۱۱-۱- ۷) . وهی كذلك إبدالية 
(۷-۱۱-۱). ومن مثال57 من أمثلة متنوعة على الباب الأول ينتج أن (1) ,4 © /[ 
کک ,7( 
وواضح أن (2) 7ے يك . والآن إذا كانت 3 < 7 فمن مثال ۱۸ کل عنصر فى ,۸4 
يمكن كتابته على صورة حاصل ضرب دورات طول كل منها 3 . وبالإضافة إلى هذا 
فانه لكل (1,...,7) ع ,و المختلفة 

3 وزع (ijk) = (i KJ(JK)JGK) (jk)‏ 
أى أن (3) 2 ,4 .من (1) › (2) » (3) ينتج أن ۸<2 ,4= /[ . 
مثال ٠١‏ : برهن على أن الزمرة المشتقة ل ,۸ هی ,۸ إذا كانت 5 < 7 
البرهان : واضح أن ,4ح 4 . يتبقى أن نثبت أنه لكل ۸<5 : بك ح ,4 ومن مثال ۱۸ 
أعلاه يكفى أن نثبت أنه لكل 5< ۰ كل دورة طولها 3 من ,7 ستكون إبداليا من 
دورات طولها 3 من ۰7 لیکن (۸ 0:6 عنصراً فى > 7 وليكن (4)1,...,2 1,7 
بحیث إن » [ ۰ 6 ۰ 7 كلها مختلفة (5 < ۸) ضع (4 6 = ۰7 (70/ ) -: 6 
ينتج أن : 0 = 20710۱ . 
نهاية البرهان . 
مثال ۲۱ : ما أقل عدد من العناصر یکفی لتولید وى ؟ 
الحل : یکفی العنصران (2 1) ۰ (3 1) لتولید وى : 


)13( 012-023 , )1 2( )13(- )13 2(, 
)1 2 3( )1 2 3( 0 2(= 23( 


وبالطبع (12)" = ء (العنصر المحايد) 

مثال ۲۲ : برهن على أن ,5 يمكن أن تتولد من المجموعة ((8 ..: 3 2 1) ,(2 1)) 
البرهان : سنبرهن أولاً على أن ” (2 .. 3 2 2()1 1) ”( ... 3 2 1) يعطى جميع 
النقلات الآتية بتغيير ۲ : (2 ۰)1 (3 ۰02 (4 3) ۰ ... » (2 ,0-1). ثم نبرهن على أن هذه 


۱۳۷ 





النقلات تولد جميع نقلات ,رگ . ومن النظرية )٩-۱-۲(‏ التى تنص على أن أى تبديلة هی 
تركيبة من النقلات يتم البرهان . والآن : 
عند 0 < م : 


)1 2201 23 ... ()1 23...) ... (1 23 ... (= (1 2( 


۸ من المرات 
عند 1 < م : 


n) ... )1 23 ... (= (2 3(‏ ... 23 2()1 ... 23 2()1 1)( ... 23 1) 
ساس شا ES‏ ات ست 


۸-1 من المرات 
عند ۲=۸-2: 


(ه ,1 -م)-(, ... 23 ...n)(1‏ 23 2(1 001 ... 23 1) ... ( ... 23 01( ... 23 1) 


۸-2 من المرات 
عند 1 - زد 7 : 


)1 23 0023.0 ... )1 23 ... 001 2)( 23 ... (0 n) 
ا ا فک‎ 


۱ 7-1 من المرات 

والان نلاحظ أن ۰ )۸ k) (kn) 0۸/۵ = (n‏ ) 
فإذا آردنا تكوين (7 3) - مثلاً - من النقلات السابقة سنجری الاتی : 

) 3 5( = )3 4( )4 5( )3 4( 

)3 6( = 63 5( )5 6( 3 5( 

(6 3 (67) (6 3) = (7 3) 
وبهذا یکون ۱ 

)37( = )3 5()5 6(63 5()6 7(0 5(65 6(0 5( 
= )3 4()4 5()3 4()5 6()3 4()4 5()3 4()6 7()3 4()4 5()3 4()5 6( 
(3 4()4 5(03 4( 

وعلى هذا المنوال يتم البرهان. 
۱۳۸ 


مثال ۲۳ : من مثال ۲۲ يتضح أن ك يمكن أن تتولد من عنصرين » ومن نظرية كيلى 
(۲-۱-۲) كل زمرة منتهية تكون متشاكلة (أيزومورفية) مع زمرة تبديلات . إذن كل 
زمرة منتهية يمكن أن تتولد من عنصرين . 

ار كن الاستنتاج السابق ؟ 

الحسل_: وجه الخطأ أنه ليس كل زمرة جزئية من ,5 يمكن أن تتولد من عنصرين وإنما 
بر جميعها التى تتولد من عنصرين ! 

وكمثال على خطأ المقولة انظر مثال ۱۸ فى ۱۲-۱-۶ (أمثلة متنوعة) 


تمارين 
)١(‏ عبر عن التبديليتين الآتيتين كحاصل ضرب دورات منفصلة : 
7 6 5 4 3 2 1 6 5 4 3 2 1 
1 1 3 7 5 4 0 1 7 4 3 5 1 ۳ 
(۲) عبر عن التبديلات الآتية كحاصل ضرب دورات منفصلة : 
(6 4 6()2 5 5()1 4 3 2 1) 


(1 2 3 4)2 3 4 56 4 5 1 
)1 22 36 ۵۵ 5()5 1( 


(۳) اوجد أربع زمر جزئية مختلفة من ,5 تكون أيزومورفية (متشاكلة) مع وک تسعا 
متشاكلة مع رک . 
)٤(‏ برهن على أنه يوجد على الأقل 30 زمرة جزئية مختلفة من م5 متشاكلة مع وگ . 
(5) برهن على أن ,رک تتولد من النقلات : (2 1) ۰ (3 2 ...۰ (1,7 -2) . 
(5) عين رتبة كل من التبديلات الآتية : 
(5 1)» (3 2 1)ء (7 6 3 ۰0۵2 ((ي4...يهه) 
9 3 7)4 5 57۰0 8()3 4 2 1)ء 6 4 11()2 79 5 3 1) 
(۷) عين رتبة التبديلتين الآتيتين : 
67 5 4 3 2 1 6 5 4 3 2 1 
| 


(۸) ما الرتب المحتملة لعناصر : ( =5 » وك » 46 A47‏ ؟ 


۱۳۹ 


rOU 


)٩(‏ عين أكبر رتبة لعناصر 0ر4 

(۱۰) عين صنف التبديلات الآتية : 

(1 3()1 4 5( (2 5 7 ۰ (1 2 4 5 7( ۰ )1 4 6 8) ۰ )1 2 4 
)1 2 4 7( 02 3 5 8( 


(۱۱) برهن على أن حاصل ضرب تبدیلتین إحداهما زوجية والاخری فردية هی تبديلة 
فردية . 

6 5 4 3 2 1 6 5 3 1.2 
ات 1 4 5 3 1 ره ۱ 7 3 4 2 1 =8 
فاحسب : ۵/٩‏ ۰ ۰/0۳ مه ۰ oa‏ 
(۱۳) لتکن ,رک > ,» . برهن على أن 071/00 تکون تبديلة زوجية (المقصود ب 
7 هو 00/7 كما سبق) . 
(۱5) برهن على أن : (1 2 3) = "(3 2 ۰0 (1 4 7 8) = 8 7 4 ۰.01 
(يهري©...يه,ه) = ( ۵و6 ,2,2( 
(۱0) فى وک آوجد عنصرین /0 ۰ بحیث یکون 22 07260 ۰ 2 - (8) 07۵ ۰ 
Ord(a8B) =3‏ . ۱ 
(۱۲) برهن على أنه إذا كانت © هى مجموعة التبديلات على الأعداد الصحيحة الموجبةء 
وكانت 77 هى المجموعة الجزئية من © التى يمكن التعبير عن عناصرها فى صورة 
حاصل ضرب أعداد منتهية من الدورات فإن 77 تكون زمرة جزئية من © . 
(۱۷) برهن على أن 1= (4) 0720 إذا كانت (2,3) ۸€ . 
(۱۸) برهن على أن 4 هی زمرة كلاين الرباعية . 
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حوامبل ارب الخارجية والراخلين الباشرة 


and Internal Direct Products‏ عم 





۱-۳ حواصل الضرب الخارجية المباشرة 
۱-۱-۳ تعريف : لتكن ,© ۰ 62 ۰ ... » ,6 زمر؟ . يعرف حاصل الضرب الخا 
- المياشر ل 60۱ » ر6 › ... » external direct product)‏ 16) رم ونشير إليه بالرمز 
...9 ,6 © ,6 بانه المجموعة 
(© © بع | (,ع ...ريع ,بع )؟ = ,6 ©... © ,0696 
حيث يعرف "الضرب" فى جاصل الضرب المباشر كالآتى: 
EES EDE ES EEE EEE)‏ 
حيث يتم ,رم حسب قانون الضرب فى الزمرة 6 . 
ويمكن بسهولة البرهنة على أن حاصل الضرب الخارجى المباشر لمجموعة من الزمر هو 
زمرة . فحسب الرموز السابقة يكون العنصر المحايد فيه هو (,©,...,,©.,6) حيث 
0 كت هو عنصرها المحايد » وحيث يكون معکوس (,ع...,ر8,8) هو 
( ,8 ,.... و8 ,'/8) حيث ع هو معكوس ,ع . 
۲-۱-۳ تعریف_: لتكن ,© ۰ د6 زمرتين (,414)6 ج ر6 :ص هومومورفيزم زمر . 
نعرف : لجمیع ,6 × ,6 © ( ول و,) و( و۲ ورنن) : 
( ونزينة و( 6( Y2) = (x P(x‏ ,نز )( وت (X1,‏ 
۲-۱-۳ ملحوظة : ,6 ×6 حيث ,6 ۰ د6 زمرتان » والعملية المعرفة فى (۲-۱-۳) 
تكون زمرة . 
البرهان_: 
: و60 67۱۷ © ( و2 ورش) و( ون[ ور V(X X2),‏ 
)2 2ور 62( و زو دول 007( )© ) = )2 2و 62( و ی 6( و دی ع2)) 
(x P(x, )(y, )P(2Y2)(2), x22) (1)‏ = 
PO 2(2), 22 2)‏ )و دی ) = ))2 152 2(2 2(1 دی ) 
x2 ¥222)‏ و((2۱)( P(x» (P2‏ ) = 
۱:۲ 





)2222 و((,100()01(4003(0)0)00:()2) = 
2Y 22 2)‏ و( 2)(( و 0002 9( , (x P(X 20 (PC‏ = 
(xı p(x )(y,)P(x2Y2)(2,), 2222) (2)‏ = 
من (1) ۰ (2) ينتج أن 
))72)(21,22,,(() %2( = وت ور ( »¥ نز ( ند بد)) 
(ره,6) هو العنصر المحاید للزمرة حيث ,6 ع © ۰ رت ع ,© العنصران المحایدان 
للزمرتین ۰0۱ 02 » لان : 
)»€2 و( (و60)6) = ( :5( ,© ., 6) : (G, XG,‏ € ( رت ی) ۷ 
)%1( = ( نویر €1( = ex)‏ «(تن) (e1‏ = 
( 1 هو راسم الوحدة على ر6 وهو عنصر الوحدة فى )4»1)G,(‏ 
معكوس العنصر (ر×,×) © ,6× ,6 هو العنصر ('تد,('<)('6)37) لان : 
( يد در( نت( (P(x (x), x2 J(1 x») = (PO O P(x‏ 
x») = (P(x )(e,),€,) = (€,,€,)‏ ود و( ند( (p(x‏ = 
تسمى هذه الزمرة شبه حاصل الضرب الخارجى المباشر ل ,0 › 02 بالنسبة إلى م 
(The semi-external direct product of Gı , G2, w.r.t. 0)‏ 
ويرمز لها بالرمز رت × ,6 
٩-۱-۳‏ ملحوظة : واضح أن حاصل الضرب المباشر للزمرتين ,0 ۰ د6 سيكون 
مساويا لشبه حاصل الضرب المباشر لهما إذا كان الهومومورفيزم (,411)6 ج ,6 : © 
يحقق 1= (ر×)ص لجميع رت > ر× . 
۵-۱-۴ ملحوظة : ,© ۰ ر6 زمرتان ۰ ,6 ۰6 ۰ ر6 ع ,© العنصران المحايدان . 


,× ,6 ۰ ,6(<0) زمرتان جزئيتان من .0 ,×6 . 


۳۰ 





البرهان : بالنسبة إلى ر6 <(6) : 
G, : )6,۵()۵,( = (e p(a)(e,), ab) = (e,e,,ab) = (e,,ab) > {e} xG,‏ ء ۷۵,۲ 
كذلك فان 6G,‏ ×[) ©(©,6) . ولكل ,6 26 : معكوس العنصر ,60 <(۵) (6,2) 
هو : (6)6()'(,67) وهو يساوى (6)6'()6(,45) أى هو (65©,©) وهو 
عنصر فى ر6 <(6) وبالنسبة إلى (,©)6,<1 : 
Va,be G, :(a,e,)(b,e,) = (ap(e,)b,ee,) = (alg (b),ee,)‏ 
(ab,e,)e G, x {e}‏ = 
كذلك فان )× ,6 >(ره,6) . ولكل ,6 ع» معكوس العنصر إرع) × ,© 6 (,ع,a)‏ 
هو ('ي©,('»)(',©)6) أى هو (رع,(')(٤)م)‏ أى هو (ر٤,(')‏ ج1) أى هو 
(©,'2) وهو عنصر فى [رع)×,6 . 
۱-۱-۳ مثال : ليكن (+,16)< ,6 - 6 » وليكن (4:4)018, ج 8:ص معرفة کالاتی : 
بر ”© = R:p(x)(y)‏ ء بز ,۷ 
م هومومورفيزم لأن : 
روت تج = رو 03 = (بر)( x;y € 16 : p(x, + x,‏ ا 
(ز( )۳( (x,‏ = 
لكل Rx, R‏ > (2,0) ولکل 7 = 18 (0) > (:<,0) 
(a,0) + (0,x) = (a + 0)0()0(, 0 + x) = (a,x)‏ 
ای أن 8 ×[م) مجموعة مشاركة يسرى من (0 ,م) بالنسبة إلى 8 . كذلك فان : 
(0,x) + (a,0) = )0 + p(x)(a),x + 0)‏ 
(0, #هن) = 


أى أن (18 © 2 : («, *26)) مجموعة مشاركة يمنى من (0 ,ه) بالنسبة إلى 77 . 


١. 


۷-۱-۳ نظرية O‏ ۱77 
المشترك الأصغر (15011100016 6001512102 16356 16) لرتب "مرکبات" العنصر . بالرموز : 
(g,),...,Ord(g,)}‏ 070 ,(رع) 46710704 = ( ,9 ....ورع . ,ع )070 
البيرهان : ليكن ((,ع)070....,(,ع) 1671070 = و » ( ,و ...., ع )010 t=‏ 
واضح أن : 
)2 (,8۱۰۰-۵) = ),8 ع) 
ومن )٩-۱۱-۱(‏ (۱) فان / یقسم و » وعلی درجة الخصوص فان: 5 > / . كذلك فان : 
©,...©) = )815.8( > )81-8( 
ومن ثم فمن )١( )٩-۱۱-۱(‏ كذلك فان (,ع)07d‏ ۰ ... » (,©)072 كلها تقسم + . 
وهكذا فان / هو مضاعف مشترك تال جمصصمم) لرتبة ,ع » ... » ورتبة بر 
وبالتالى فان 1> ى لأن 5 هو المضاعف المشترك الاصغر لرتبة ,ع » ... » ,ع .ومن 
(*) يكون + - 5 . 
8-1-1 تمهيدية : إذا كان ۾ » 5 عددين صحيحين موجبين فان : 
ab = (cm{a,b} gcd {a,b}‏ 
البرهان : ليكن “إص... "م = 4ء ...۳ << (يمكن استخدام 0 كأس عند الضرورة) › 
حيث رم ...۰ مص أعداد أولية مختلفة > يم › ... » 7 » 71 ء ... ع أعداد صحيحة 
ليست سالبة . عندئذ فإن 
کک = رگر ]۳۳۰۰.۳ = tem{a,b}‏ 
min(m,,7,)‏ = ار ...۱ = gcd{a,b}‏ 
fcm{a,b}gcd {a,b} = 2۳۲۳.۳۲ < ab‏ 
٩-۱-۳‏ _نظرية : لیکن © ۰ 77 زمرتين دائريتين منتهيتين . عندئذ فان 5 © 0 زمرة 
دائرية إذا كان وفقط إذا كان (©)074 ۰ ۳2070 ليس لهما قواسم مشتركة (ماعدا +1) 


١5 





البرهان : ليكن 27۰ 0rd) = ۸ » 0rd)6(‏ بحيث إن H) = mn"‏ © 0) 070 
"ج" ليكن [ع] = © ۰ [۸] = 1 . وليكن 1 = (200)7:,2 (القاسم المشترك الاعظم) أى 
أن # » « ليس لهما قواسم مشتركة . عندئذ فان : 

Ord(g,h) = lcm{m, n} = mn = 070 )06 © H) 
. أى أن (۸,ع) مولد ل 4# © © » أى أن 2 © © دائرية‎ 
. لتكن 2 © © دائرية والمطلوب إثبات أن ۰7۸ ۸ ليس لهما قواسم مشتركة‎ : ">" 
رتبته :7 . ومن النظرية‎ G © 4 لأن 2 © © دائرية فإنه يوجد عنصر (/,ع) فى‎ 
: نحصل على‎ )۷-۱-۳( 

۰ +(7) 070 ,(ع )711070 = mn = Ord (g,h)‏ 
ومن جهة أخرى فلان (ع07۵6 تقسم 7۰ ۰ وكذلك 070 تقسم ۸ (۳-۱۰-۱) ۰ ينتج أن 
((070)7,(ع) 10771070 يقم (60771171,71 . ولكن 7171 > )cm)m,۸[‏ ۰ فینتج أن 
mn‏ = (,] ۰/07 ومن ثم فان 1= (200)7,7 أى أن 7۰ ۰ 7 ليس لهما قواسم 
مشتركة (۸-۱-۳). 
٠١-١-۳‏ نتيجة : حاصل الضرب الخارجی المباشر ,0 ©...© ,© © © للزمر 
الدائرية المنتهية ,6 » 62 › ...6,۰۰ يكون زمرة دائرية إذا كان وفقط إذا كان 
gcd {Ord(G,),Ord(G;,)}=1, i# j‏ 

البرهان_: )٩-۱-۳(‏ مع الاستقراء الرياضى . 
١1١-1١-1‏ نتيجة : لتكن ,۸.. ۸=" حيث ۰7 ۰72 ... ۸۸۰ أعداد صحيحة موجبة . 
7,7 تكون متشاكلة (أيزومورفية) مع ,2 ©...© ,,7© ,7 إذا كان وفقط 
إذا كان ز 1# ,1ح [,,,ة7] 200 . 
البرهان : )٩-۱-۳(‏ مع الاستقراء الرياضى . 
۱۲-۱۳ نتيجة : يمكن التعبير عن نفس الزمرة بطرائق مختلفة : فمثلا : 


۱:۹ 


(القسم الأول نظرین الزمر ۲060۷ 6۳0۲ | 


Z, 9 92, 9 = 37 © 3 9 = موب © و‎ 
2, 97,97, =Z, © 3 © 37 9 22 © 


ومن ثم فان : ,ر2 © 2 = 2© ,2 لکن م2 ± ,2© 2 
۱۳-۱-۴۳ أمثلة محلولة : 
مثال ١‏ : لتكن (1 هی زمرة كل الأعداد الصحيحة الموجبة التى أصغر من "۰ 
والقاسم المشترك الأعلى (الأعظم) لها مع 7 هو 1 حيث يكون "الضرب" مقياس 7 
احسب (17)8© (7)6] . 
الحل : (1,5) = (7)6) ٠‏ (1,3,5,7) = (7)8) ومن ثم فان : 
[(5:5(:)5:7) و(3:3) و(5:1) ,)1,7( ,)1,5( ,)1,3( ,)1,1({ = (8) 0 0 U(6)‏ 
لاحظ أن (7 ,1) = (5 ,3(65 ,5) لأن (6 7200) 1= 5.5 » (8 00صم) 7 - 3.5 . 


مثال ۲ : برهن على أن ,2 2 ,2 © 7Z,‏ 
البرهان : (انظر النظرية ))٩-۱-۳(‏ : من حيث أن ,22 ۰ ,2 دائريتان » 
gcd )2,3( =1‏ تكون ,2 5 ,2 © ,7 . 
وللتحقق من هذا حسابيا : 
((1,1(.)1:2) ,(0 ,ل) ,(0,2) و(0,0(,)0,1)) = و2 © Z,‏ 
نجرب (1,1) کمولد : ۱ 
 )2,2( = )0,2(,301,1( = )3,3(  )1,0(, 4)1,1( > )4,4( = )0,1(,‏ (2)1,1 
(0,0) > (1,2(,6)1,1) = (5,5) = (5)1,1 
إذن 7,6 دائرية یولدها (1,1). عدد عناصرها 6 ونکون متشاكلة (آیزومورفیة) مع ».7 
طريقة أخرى مباشرة : باستخدام النتيجة (۱۱-۱-۳) 


مثال ۲ : برهن علی ,87 ,87 ,7 لها 7 زمر جزئية من الرثبة 2 . 


ب 000000000000000 


| الباب الثالث : حواصل الضرب الخارجية والداخلية المباشرة ال 
البر هان : 
1 ب( ))0,0,0(,)0,0,1(,)0:1,0(,)0:1,1 ®Z,‏ ر2 © Z,‏ 
((1,1و1) ,)1,0,0),(1,0,1),(1,1,0( 


,2© ,7© ,2 تتكون من 8 عناصر » أى مجموعةة مكونة من (0,0,0) مع عنصر 
آخر من العناصر السبعة الباقية تكون زمرة جزئية من ,2 © ,2 © ,72 . 
مثال 4 : برهن أو انف 2 © 72 زمرة دائرية . 
الحسل : ,7,692 ليس زمرة دائرية . لتكن 7 60 ,7 دائرية ومولدها (” ,:”) عندئذ فإنه 
يوجد عددان صحیحان ٠‏ / بحيث إن : 
(1,1) = (8:,40) . وهذا يقتضى أن 1+ - 7,7 . ولكن (7 ,7) لايمكن أن یولد 
(1:2-) . لذن ,607 7 ليست دائرية . 
مثال ° : هل ,2 = ,2 © ,2 ؟ ولماذا ؟ 
الحسل : (انظر النظرية ))٩-۱-۳(‏ ,2 © ,2 لايمكن أن تكون دائرية لأن 
2 - (8 ,2) #مج أما ,7 فهى دائرية (يولدها مثلا 1 أى ,1+167) ولايمكن أن يوجد 
أيزومورفيزم بينهما على الرغم من تساويهما فى الرتبة . 
(انظر مثال ۸ من أمثلة متنوعة على الباب الأول) 
طريقة أخرى : مباشرة من النتيجة (۱۱-۱-۳) ينتج المطلوب . 
مثال ١‏ : کم عدد العناصر فى و2 © 2 التى من الرتبة 9 ؟ 
الحل : (انظر النظرية (۷-۱-۳)) . 
سنحسب عدد العناصر (0 ,ه) فى وم © 2 التى تحقق 
(a,b) = 17110724 (a), Ord (b)}‏ 0۲۵ = 9 

وهذا يقتضى أن : 

() Ord(a) = 1, Ord(b) = 9 
أو‎ 

(i) Ord(a) = 3, Ord(b) = 9 


TASA‏ ۳ وانظر الاستنتاج (۱۱-۱۱-۱)) وبهذا تكون هناك 6 إمكانات 
للعنصر (2,©) . 
فى الحالة (1) يكون ل ه امکانتان ويكون ل 5 ست إمكانات » وبهذا تكون هناك 12 
من الامکانات . 
ویکون عدد العناصر فى و2 © ,2 التی لها الرتبة 9 هو 18 . 
مثال ۷ : آوجد عدد العناصر التی لها الرتبة 4 فى 400000 ⁄ © 0000 
الحسل : كما فى مثال ٦‏ السابق مباشرة سنحسب عدد العناصر (قمم) فى وروت و2 
التی تحقق 

4 < 0:0 (a,b) = lCcm{Ord (a), Ord (b)} 
: الإمكانات هى‎ 

(i) Ord(a) = 4 , Ord(b) = 1 

وهنا يكون ل 5 إمكانية واحدة » ول مه إمكانتان 





فيكون 0=( › 2000000 =4 أو 6000000 = »6 

(ii) Ord(a) = 4 , Ord(b) - 2‏ 
وهنا يكون ل إمكانية واحدة » © امکانتان 
فيكون ۰2000000 2000000 = ي أو 6000000 = ۾ 

(iii) Ord(a) = 4, Ord(b) = 4‏ 
فيكون لكل من ۾ › 5 إمكانتان 
فيكون 5-1000000 أو 23000000 ويكون 2000000 2 أو 6000000< » 

(iv) Ord(a) = 2, Ord(b) = 4‏ 
فیکون اك 2 امكائية و احدة » ل 8 لمکانتان ۱ 


فیکون ۶1000000 أو 3000000  <‏ ویکون 4000000 = ۾ 


Ord(a) = 1, Ord(b) = 4‏ ) 
فيكون ل ى إمكانية واحدة » ل 5 إمكانتان 
فيكون 1000000 أو 85-3000000 ويكون 4-0 
وبهذا يكون عدد العناصر التى لها الرتبة 4 هو : 
2 -2+2+4+2+2 
مثال ١‏ : لتكن © زمرة ولتكن (© عع |(ع,ع)) -: 7 . برهن على أن 77 زمرة 
جزئية من © © © (تسمى هذه الزمرة قطر (41380281 156) © © ). وإذا كانت 
R3‏ فصف هندسیا © © ۰0 2 . ۱ 
الحسل : H‏ > (2,0) ی أن ۵ * H‏ 
كذلك فلکل 8 ع (/,),(ع,ع) : 
H‏ >( و ۱(<)۵۲ ,۲ (8,ع) = (g,g)(h,h)'‏ 
اف ان تم و یه مک 602 6 
والآن إذا كانت 128 =€ فواضح أن © © © هی کل المستوی » آما 77 فهی الخط 
المستقیم الذی معادلته × = بر 
مثال 5 : برهن على أنه لأى زمرتين ۰0 و6 : 
®G,‏ ,6 = ,6 © 0 
3G, OG,‏ رل © ۵:0 
(درنز) جم (بزیج) 
واضح أن © تناظر أحادى . 


البر هان : نعرف 


: هومومورفیزم لأن‎ © 
۰۲۷) y),(x,y)e ©, © © : P((x, (x,y) = P(x’, yy”) = (oy, xx) 
= (yx), = p(x, ر(‎ 
. أى أن © أيزومورفيزم‎ 


0۰ 


مثال ٠١‏ : لیکن 6 ۰ 77 زمرتين . برهن على أن © تشاكل (أيزومورفية مع) زمرة 
جزئية من 77 © 0 
البرهان : ليكن + هو العنصر المحايد فى 7 . سنبرهن آولا على أن (©) © © زمرة 
جزئية من 5 © 6 كالآتى : واضح أن (0) © © ليس مجموعة خالية فهو يحتوى على 
الأقل (6,6) حيث © هو عنصر © المحايد . ولكل (©) © © © (6,),(ه,ع) : ٠‏ 
(g,e)(h"',e) = (gh",e)e © ® {e}‏ = ۲ (,:/)(6,ع) 
والان نبرهن على أن : (6) © 0 < © كالآتى : 
(1 © 6 ب 0:م 
۵,ع)جاو 

واضح أن © تناظر آحادی . کذلك م هومومورفیزم لأن : 

(gh,e) = (g,e)(h,e) = ۵)2()/(‏ = (0)81: 0 > ,۷ 
آی أن © أيزومورفيزم . نهاية البرهان . ۱ 
مثال ١١‏ : لتکن © زمرة ابدالية » # عددا صحيحا موجباً . لتکن (© ع ع | "ع =: "0 
. برهن على أن "© زمرة جزئية من © . والان إذا كانت × » 77 زمرتین ایدالیتین 


فبرهن على أن 6۳ "27 = ۵0۳ (H‏ 





البرهان : ”© 2 العنصر المحايد أى أن ”6 ليست مجموعة خالية . والآن 


"© زمرة جزئية من ©ج- eG‏ ۳( = ۵0۱ ۰:90 ,۱۷۵ 
© ابدالية 


والان من حيث إن 28 ۰ × زمرتان ابدالیتان فان "5 ۰ ”× زمرتان جزئیتان من 8 ۰ 1 
على الترتیب » أى هما زمرتان . کذلك )5[ إبدالية لأن 77 ۰ K‏ ایدالیتان (برهن على 
صحة ذلك) ومن ثم فإن (H®K)'‏ زمرة . والان نبرهن على أن =H' OK‏ “زه 2 ) 
كالآتى : 


1٥1 
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(H OK)" 7 Kk)" = (h,k)...(h,k) = (h" "قح ("يل,‎ SK" 


7 من المرات 
مثال ۱۲ : برهن على أن 8 © © زمرة إبدالية إذا كان وفقط إذا كان © » ۲7 زمرتين 


إبداليتين 
البرهان : ليكن 6 » 7 زمرتين إبداليتين . لكل GOH‏ > ( وا رع) «(/:2) : 


(8, h(E.) - (يلي/ريس,9؟)‎ = (gg, hh) = )8 J(8, ,) 
إبداليتان‎ 2 ۰ 0 


أى أن 6077 © إبدالية . 
والآن وبدون فقد للعمومية(626721117ع 04 1055 رم outطاiس)لتكن‏ © ليست إبدالية » أى 
أنه يوجد 0© 9,2 بحيث يكون ,ورغ رعع . والان لیکن 06/7 (,/,ر©).(/,9) . لدينا : 
)1 ,,8() امد £( = ) ,8,8( * hh)‏ ,8,8( = (ي[ديع)(1؟) 
أى أن © © ليست إبدالية . 
(هذا المثال يجيب عن التساوّل فى مثال ١١‏ السابق مباشرة) 
مثال_1۳ : لتكن (2 >,77/ "3”6 0 مع عملية الضرب العادية . برهن على أن © 
تتشاكل (أيزومورفية) مع 7© ,7 
الیر هان : سنعرف 0 كالاتى 
رب ) :0 
)m,n)‏ جر "3"6 
واضح أن © تناظر أحادى . © هومورفيزم لأن : 
e 03726 € © :‏ 7365 
زر + my,‏ + رو) = ( ۳6۳ 3۳)م = )"6 :37 ۵3۳6۳ 
آیزومورفيزم © ج (*060۳6 +( 003767 = (ر#رر) +(,)< 
(تذكر أن العملية فى 2 © 2 هی الجمع) 


۱۰۲ 





مثال 14 : لتكن © زمرة من الرتبة 4 » لجمیم 0 ©« : ۱۳ 
المحاید . برهن على أن ,7© ,2 < © 
(تذکر أن ور( ,,7) 
البر هان : 

(2 ریز رت وت) =: © و ((1,1) ,(1,0) ,(0,0(,)0,1)) =: ©Z,‏ ,2 
سنضع جدولى "الضرب" لكل من © ٠»‏ ,2 © لع لتق 





واضح أن © ج ,2 © ر2 :© المعرف كالآتى : 
,× = )0,1(م 3 (العنصر المحايد فى 6( 6 - (6)0,0 
P1) =z‏ « برع )1,0( 
أيزومورفيزم 
مثال 15 : احسب الزمرة العاملة [(6,1)]/ 2© ,2 (تذكر أن إري//2 -: ,:2) 
الحل : [(0,1)] هى زمرة جزئية دائرية من الزمرة .2 © ,2 » وهكذا فان : 
((0,5) و(4 ,0) و(0,3) ,)0,2( ,(0,1)  ))0,0(,‏ ])0,1([ 
© ,2 بها 24 عنصراً » [(0,1)] تتكون من 6 عناصر » ومن ثم فإنه من نظرية 
لاجر انج ينتج أن : [(2,,/])0:1 © , .7 تتكون من 4 عناصر » وهى على وجه التحديد : 
[(0,1)] + (3,0) :[(0,1)] + )2,0( :[(0,1)] + (0,1([:)1,0)] + )0,0( 


۱۰۳ 











مثال ١15‏ : برهن على أن : و2 © ,2 2 [(92,,/])0,2 7Z,‏ 
البرهان : [(0,2)] هی زمرة جزئية دائرية من الزمرة ,97 ,2 » وهی : 
((0,4) ,(0,2) ,(0,0)) = ])0,2([ 
لاحظ أن 6-0 = 2+2+2 . وهكذا فان العامل الثانى 7 'يطوى' بزمرة جزئية من 
الرتبة 3 ۰ ونحصل على زمرة عاملة من الرتبة 2 تكون متشاكلة مع ,72 . العامل الأول 
يبقى كما هو ,2 وبهذا نصل إلى المطلوب . 
مثال ۱۷ : برهن على أن : ,2 © ,2 =[(2,3)]/ )2© 7Z,‏ 
البرهان : لاحظ أن ((0,0(,)2,3)) =[(2,3)] 
(لأن [(2,3)] زمرة جزئية دائرية من ,2 © ,2) 
ورتبة [23] هی 2 » بينما رتبة ,92 ,7 هی 24 ء وبالتالى فان [(26/]02,3© ,2 لها 
الرتبة 12 . 
الزمر الابدالية الممكنة من الرتبة 12 هی ,2© ,2 » ,2 © ,7© ,2 . ,2 © ,2 لها 
عنصر من الرتبة 4 بینما ,2 © ,7© ,2 ليس لها مثل هذا العنصر . وواضح أن 
المجموعة المشاركة [(2,3)] + (1,0) لها الرتبة 4 فى زمرة القسمة 
[(2,/])2,3 © 77 : 
])2,3([ + (1,0) + [(2,3)] + )1,0( + [(2,3)] + (1,0) + [(2,3)] + (1,0) 
[(2,3)] = [(2,3)] + (0,0) = 
وواضح أن لایمکن إضافة [(2,3)]+(1,0) إلى نفسه عددا أقل من المرات للحصول 
على [(2,3)] . ومعنی هذا أن [(2,3)]/ )7© ,2 بحتوی على عنصر من الرتبة 4 › 
وبهذا ينتج المطلوب 
مثال ۱۸ : اوجد أكبر رتبة لعنصر فى : (1) ,2 © و2 (ب) م9 ,17 


۱9۶ 


پک ا بس یک م سي ع سي سر ا ب ج اع 


الحل : ( أ) أكبر رتبة : 60 = 15 ,712 المضاعف Eb‏ الأصغر 
(ب) أكبر رتبة : 24 = (7116,8/ 

(انظر نظرية (۷-۱-۳)) 
مثال ١5‏ : إذا كان كل عنصر لايساوى © العنصر المحايد فى زمرة منتهية 6 له الرتبة 
2 » فبرهن على أن رتبة © هی "2 وأن ,0©...© :)© 0-0 حيث 2= (,070)0 › 
() دائرية) 
لبرهان : من مال ١‏ فى أمثلة متنوعة على الباب الأول هذه الزمرة إبدالية . 
والان: ليكن 6عبه. ما أن [4]-© أى أن © دائرية ومولدها هو ره أو أن 06ج[4] . 
إذا كانت [,ه]= 6 تكون هذه هى النهاية ! وإذا كانت 0 ب[,4] فإنه يوجد : © € ره 
بحيث إن [2] ۶ ره . نكون حاصل الضرب الخارجی المباشر [ي©] © [,©] . 
ما أن يكون [,4,[©]4] > © أو أن يكون € [ر»]©[,ه] . فى الحالة الأولى نكون 
قد انتهينا . فى الحالة الثانية يوجد 4,6 » [ي4] © [,4] # ,4 » ... وهكذا ... ولأن 6 
منتهية فإننا نصل إلى [,©][©...© [ي4,[©]4]-© » وكل [نم] زمرة داثرية لها الرتبة 2 . 
مثال 1۰ : برهن على أن أى زمرة © من الرتبة 4 إما أن تكون متشاكلة مع ,2 أو 
متشاكلة مع ,2 © ,7 
البرهان : الزمرة © ما أن تكون دائرية فهى متشاكلة مع ,2 ٠‏ أو ليست دائرية . إذا لم 
تكن دائرية فهى تحتوى على زمر جزئية فعلية » ومن نظرية لاجرانج رتبة الزمرة 
الجزئية تقسم رتبة الزمرة . إذن الزمرة الجزئية من © رتبتها 2 وتكون متشاكلة مع .2 
ويقتضى هذا أن تكون ,7© ,2 2 © (لأن رتبة © هی 4). 
مثال ۷۱ : برهن على أنه لايوجد ابیمورفیزم من ,2 © ,2 على ,2 © ,2 . 


١هم‎ 





ارفا : ليكن ,7© ,2 ج ررك © 7:ص إبيمورفيزم . نطبق نظرية الهومومورفيزم 
101000000 7 55 

)۱ ۸ )فنتج أن : ري )ر 8 2 ررك © , ,1 . ومن ثم فإن 

ke -6‏ م )1 ح- (,97 ,002 ومن نظرية لاجر انج (۳-۱۰-۱) ينتج أن 

Ord(Ker(p)) =1 ومنها‎ Ord(Z, ®Z,)= Ord 9 (9۹ (م)‎ 


ای أن ((0,0)) = (10)0 » ویکون © مونومورفیزم . 
إذن © آیزومورفیزم . لکن ,2 © ,2 بها عنصر رتبته 8 . 


بینما ,817 7 لیس بها عنصر رتبته8 » وهذا تناقض. إذن لایوجد الابیمورفیزم المفترض. 


مثال ۲۲ على أن الرا O‏ 0 8 زمرتا فيز 
: برهن ن الراسم حيث ۰06 77 زمرتان » هومومورفيزم. 
(gg‏ 
ما نواة () ؟ يسمى هذا الراسم إسقاط (projection)‏ 2 © © على © . 


الحل : 
OH :‏ © > (ر,ر8),(,ع)۷ 
هومومور فيزم 0ج ( م88 8 (هارری 8 ( مر( (/,071)2 
((عنصر © لمحاید) Ke(9={(g,)e G®F1:g =e‏ 
{(e,,h)e GSH} = {e,} SH‏ = 


مثال ۲۳ : برهن على أن الراسم ی هومومورفيزم . مانواة (6) ؟ 
(a,b) ۵-0‏ 

صف (01)3 . 

الحل : 


: ۸2 © :2 © (6,0) ,(ط,ه) ۷ 
- + = 0 قسن + < ول + ین + ۵06 = p((a,b) + (c,d))‏ 


۱۹ 


© هومومورفیزم < (0)6,4 + (0)4,5 = 
Ker(p) = {(a,b)e LOZ: p(a,b) = ۵-0 < 0(‏ 
{(a,b)e ZOZ:a=b} = {(a,a)e LOZ}‏ = 
{(a,b)e 3 © 7: (a,b) = a-b =3}‏ = (3) ام 
{(a,a—3)|ae Z}‏ = 
۲۳ حواصل الضرب الداظية المماشرة Internal Direct Products‏ 
۱-۲-۳ تعريف : لتكن 8 » × زمرتين جزئیتین من زمرة © . يقال أن © حاصل 
الضرب الداخلى المباشر ل 77 ۰ ونکتب << 6 إذا تحقق الآتى : 
G=HK (Î)‏ حیث HK <- {hk\|he H,ke K}‏ 
)ب( hk =kh‏ لجميع ke K ۰ H‏ 
(ج) (0) = 7 8 ( العنصر المحايد فى ©) 
ويعمم هذا التعريف كالآتى : 
لتكن 587 ۰ و » ... » ,2 زمرا جزئية من زمرة © . يقال إن 6 هی حاصل الضرب 
الداخلى المباشر ,3 › 52 » ... ,7 ونکتب: ×...× ,1× ٥]‏ =€ إذا تحقق الاتی: 
)1( جلك G=HH,...H, = {hh,...h, |h,‏ 
(ب) hh, = h,h, Vh,e H,,h, e H,, i+ j‏ 
(جت) 1,2,...,1-1= (HH,..H)NH,, = {e} ,i‏ 
۲-۲-۳ نظرية : إذا كانت الزمرة © هى حاصل الضرب الداخلى المباشر للزمر 
الجزئية H, » ... » 25 » ۴٤1,‏ فإن © تكون متشاكلة مع حاصل الضرب الخارجى 
المباشر للزمر الجزئية نفسها . 
البرهان : ينتج من تعريف حاصل الضرب الداخلى المباشر أن كل عنصر فى © يمكن 
التعبير عنه بالشكل ,#..,/7 حيث ,77 » ,۸ . سنبرهن الآن على أن هذا التمثيل وحيد . 
ليكن لدينا التمثيلان 
oY‏ 


g = hhy..h,,g = kk,..kh,,k,e H,, i=1,2,...,n. 


أى أن 
i=1,2,...,n (٩‏ و ریا hh,..h,‏ 
(الشرط (ب) فى التعريف) kh =k hk; hy... kh,‏ > 
HH,...H,_,k,h € H,‏ > بطع ج 
(الشرط (جت) من التعریف) }€= ,لول( اد 
ب ع وج 
(بحذف ,۰ با من *) وأا = .ها > 


ونكرر ما سبق فنحصل على ,,/2< ,,۸. وبالتكرير نصل إلى أن ,۸= ,۸ لجمیع 
2 ,... ,2-1 . أى أن التمثيل وحيد . 
والآن نعرف : 
OH, © ... © 18‏ ,87 ج p:G‏ 
رتاو (hh,...h,) 3 (hk.‏ 
واضح أن © راسم غامر (شامل) 
لیکن p(hh,...h,) = P(k,k,...k,)‏ 
أى أن 
(hs h,...h,) = (kskas...,K,)‏ 
=k,‏ مورا =kh,‏ با ج 
أى أن م راسم واحد لواحد . 
V(hh,...h,),(kk,...k, Je © :‏ 
p((hh,...h,)(kk,...k,)) = p(hh,...h,kk,...k,)‏ 
(hk hyk,...h,k,) = (hk, ;hyk,,...,h,k,)‏ = 
الشرط (ب) 








(من تعريف حاصل الضرب الخارجى) (hh... (ko kas.«k,)‏ = 
هومورفیزم 0 >= p(h,,h,...h,)P(k,k,...k,)‏ = 

إذن © آیزومورفیزم (تشاکل) . نهاية البرهان . 

۳-۲-۳ ملحوظة : لاحظ الفرق بين حاصلی الضرب الداخلی و الخارجی المباشرین . 

فى الداخلی يتم الضرب داخل الزمرة مستخدمین زمر جزئية منها ۰ بینما حاصل 

الضرب الخارجی يمكن ان يتم لأية زمر لیس بینها آدنی علاقة » وتتكون زمرة جديدة 

بعملية (= بضرب) جديدة (جدید) 


4-7-9 تعریف : إذا كان ۸ قاسما ل ۸ فاننا نعرف 
U,(n) = {xe U(n)| x =1mod(k)}‏ 
۰-۲-۳ أمثلة : 
مثال ۱ : اختبر إذا ما كانت (1,17- 2 ۰ [13,] =۸ ۰ 76 زمرآ جزئية من (24)] 
الحل : =1)m0424(‏ 259 = (17()17) إذن 87 زمرة جزئية من 
}23 ,19 ,17 ,13 ,11 ,7 ,5 ,1) = 024 
(24 10000 > 169 - (13()13) . إذن × زمرة جزئية من (1)24ا 
HK )1, 13, 17, 5(‏ 
5600024 = 221 = (13(07) 
(mod 24)‏ 17 = 65 = (13()5) 
13600024 < 85 = )170(5( 
(1)220024 2 25 = (5()5) 
إذن ©5716 زمرة جزئية من (724) 
مثال ؟ : فى وى واضح أن ((12) ,ع) = :8 »((13) ,6) = :£ حيث © العنصر المحايد 


فی 55 زمرتان جزئیتان فى 55 . هل 56 زمرة جزئية من وى ؟ 


١4 
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HK = {e, (12), (13), )12()13(( = ) e, (12),(13), )132(( 
)13()12( = (123) HK 

إذن 77 ليس زمرة جزئية من و5 . 
مثالث ۳ : فى وى لیکن [(123)] = :۰77 [(12)] = :× . برهن على أن وى = .1K‏ 


هل ,رک = كر © 87 ؟ لماذا ؟ 
الحصسل : ((123(,)132) H= {e,‏ ۰ ((12) ,ع) دع . 

HK = {e, (12), (123), (132), )123()12(, )132()12([ 

وى = ((23) و(13) ,(132) ,(123) ,)12( fe,‏ = 

حسب النظرية )1-١-1(‏ تكون 2769 زمرة إبدالية » بينما وى ليست زمرة إبدالية » 
ولهذا رك # 4 © 77 وسبب هذا هو عدم تحقق الشرط (ب) فى التعريف (۱-۲-۳) 
وبهذا لا يتم هذا التشاكل (انظر نظرية (۲-۲-۳)). 
مثال 4 : إذا كانت (.,:18) هی زمرة الأعداد الحقيقية الموجبة (أكبر من الصفر) مع 
عملية الضرب فبرهن على أن (.,(18۱)0) هی حاصل الضرب المباشر ل (.,:18) 
مع الزمرة (1-,1) 


البرهان : واضح أن : (۱۲0 1 < (1-ر1). 10 
حیث إن (,(1-,1)) ۰ (,18) زمرتان جزئیتان من (,(18۱)0) 
كذلك فإن : }{ = (1-بل) م R‏ 


حيث 1 هو العنصر المحايد فى (.,(0) )K١‏ 
وكذلك فان الشرط (ب) فى التعريف (۱-۲-۳) متتحقق لأن الضرب إبدالى فى 
فينتج المطلوب 

۱-۲-۳ نظرية : (بدون برهان) 

ليكن ء » 7 ليس بینهما قواسم مشتركة . عندئذ فان 5547 هی حاصل الضرب 
الداخلی المباشر ل 17,6 ۰ 000 . کذلك فان نا تکون متشاكلة مع حاصل 


۱۹۰ 





1 8 ببب-011101 1 چ 


۱ لس وتتسمالأونه نري الزمر 00 60 
الضرب الخارجی المباشر ل (066 ۰ (0 . علاوة على هذا فان 07,57 تکون متشاكلة 
مع 8 ۰ 0 تکون متشاكلة مع (75] . وباختصار فان : 

(sf) 20 )( 6۵10 )5(‏ ,50(<*۷) ,نا - U(st)‏ 
۷-۲-۲ نتيجة : ليكن #.. ۸=" حیث “رغد زرا (,,204)01 (لقاسم المشترك 
الاعظم). عندئذ فان : 


۷9 = Uy, (m)xU,y (m)x <y (m) 


= 0 )( ®U(n,) © ...© U(n,) 





۸-۲-۳ مثال : 
(105)xU,(105)‏ ا > U(105) =U(15.7)‏ 
{1,16,31,46,61,76}X )1, 8, 22,29, 43,64,71,92(‏ = 
09058 = 
U(105) - 0 )5.21( - 07, (105)xU,, (105)‏ 
(64 ,22,43 ,1) < }71,76,86,101 ,1,11,16,26,31,41,46,61{ = 
070196 = 
=U(3.5.7) =U,,(105)XU,, (105)XU,, (105)‏ 07005 
{1,71}x 1,22, 43, 64(< {1,16,31,46, 61,76‏ = 
هون = 
٩-۲-۳‏ حسابات هامة لجاوس : النتائج التالية كان كارل جاوس أول من برهنها فى 
سنة ۱۸۰۱ : 


00( = )1( نا,‎ )4( = Z,,U(2") = Z, © ,یر‎ 23, 


(2) ۳۱ عم (عدد فردی آولی) وس ی 2 (*م) نا 


5١ 


۱۰-۲-۳۲ أمثلة متنوعة : 
مثال ١‏ : 
UG)J®SU(5J)®U(7)‏ = (7)3.5.7<-<(0)105 
۱-۲-۳ 
ور © برط © 1 
۹-۲-۳ 
U(720)=U(16.9.5) =  7016( ©17)9( © 17)5(‏ 
۱-۲۳ 
,013,0202 رما = 
۲-۳ 


1 


۹ 
مثال؟ : اوجد عدد العناصر التى رتبتها 12 فى (0])720 
الحل : من مثال U(720)=Z, 9, 14 ١‏ 
ومن النظرية (۷-۱-۳) يكون العنصر المطلوب الذى بالشکل (5,©,4,©) يحقق :. 

Ord(c() =3 (on و 0740-6 أو‎ Ord(b)=4 (Î) 
Ord(c) = 3 أو‎ Ord) (=6 أو (ب) 0۳0-4 و‎ 
› فى الحالة ( 1) : 1[<م أو 2-م أو 4عم أو 25م‎ 

91 أو 23م 
بينما يمكن اختيار © ۰ 4 بدون قيود . ( ,2 ©© ٠2‏ ,2 > 4) وبهذا يكون لدينا فى 
الحالة ( 1 ) 64 عنصرا لهم الرتبة 12 (لأن : 64 =4 .4 .2 .2) 
فى الحالة (ب) : لدينا من العناصر التى رتبتها 12 ولم ترد فى الحالة ( أ ) : 
عنصرا 2.2.4.2-32 

(هنا 1 = (074)5 أو 2 -(074)5 ۰ ره بدون قيود » أى أن 


4-0-م أو 2=طb‏ 3 c=1‏ أو 2= أو 4= أو 5= 0 2-1 أو 3 


(a=2 أو‎ a=1 


11۲ 


ی ی ی ی ی یه ااا 


سنوی نظرية الزمر Group Theory‏ ۱ 


ومن ثم يكون العدد الكلى للعناصر المطلوبة هو 96 
مثال ۳ : اوجد اول رقمين من جهة اليمين فى العدد "4911 
الحل : المطلوب هو إيجاد (100 04©) !!!49 . لاحظ أن (100) 0 496 . والآن : 
مره 7 = U(100)=U(4)®U(25)‏ 
۹-۲-۳ 
وهذا یقتضی أن أى عنصر (7)100] ×٤‏ يحقق : (10000100 < 20 
'(1(*)49) = ''(49) 4929(6) = ''(49) ۱(وه) = 49111 ج 
49)mod100(‏ = 1.7= ?7.7 = 72 = (1.)72 < 
مثال ٤‏ : احسب (11:)40 ۰ (17:)40 » (11)40 . هل (11,)40(»1/,)40- (7)40]؟ لماذا ؟ 
الحل : 
}33 ,17 ,41,9 = (0:)40 
Us(40) = {1, 11, 21, 31}‏ 
(23 ,3,13 ,7,33 27,37 ,39,17 ,29 ,9,19 بل 1,3 2 ,1 U,(40)xU,(40)  )1,1‏ 
U )40(‏ = 
من النظرية (1-۲-۳) يجب أن يكون : (40) 1 = (40) ,0 ×(40) ,1 
مثال 5 : احسب (0)20 » (0)20 ٠‏ (00020 . هل (20 هی حاصل الضرب 
الداخلى المباشر ل (0)20 ۰ (00)20 ؟ هل يتناقض هذا مع النظرية (*8-؟-5) ؟ 
U(20) = {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19(‏ 
U,(20) = )1, 9, 13, 17} ۱‏ 
Uı0(20) = {1, 11}‏ 
U (20)‏ = }1,11,9,19,13,3,17,7{ = (20(<7,,)20) ,07 
نعم (20) 57 هى حاصل الضرب الداخلى المباشر ل (0,)20 ٠»‏ (17:0020 . ولايتناقض 
هذا مع النظرية (۲-۳-) » فالنظرية (1-۲-۳) تعطى شرطا كافيا لأن يكون ۵ 
1۳ 





هو حاصل الضرب الداخلى المباشر (1/,)60 ۰ 57/57 وهو ألا يكون 5  »‏ لهما قواسم 
مشتركة (ماعدا الواحد). وهذا الشرط ليس ضروريا ولم يتحقق فى المثال المعطى . 
مثال 5 : برهن على أن +2 (الزمرة الزوجية الثائية . انظر مثال 48 من أمثلة متنوعة 
على الباب الأول) لايمكن التعبير عنها كحاصل ضرب داخلى مباشر من زمرتين 
جزئيتين فعليتين 

البرهان : لنفترض أنه أمكن كتابة 74 كحاصل ضرب داخلى مباشر لزمرتين جزئيتين 


م .. 123 
فعليتين من ہ2 هما 2 » × حيث 2 ع ديس ۰ 
عقن 1 ۱ 0 ۶ 


من النظرية (۲-۲-۳) ينتج أن 7 أيزومورفية (متشاكلة) مع حاصل الضرب الخارجى 
ل #رء ‏ ای أن: غ1 © 837 = D,‏ 
جميع الزمر الجزئية الفعلية من 74 تكون إبدالية » بينما أن +24 ليست إبدالية » لأن : 


8 7 6 5 4 3 2 8۸ 67 5 * 3 2 ]یوم 
2١1 8 7 6 5 4 3 22 3 4 5 6 7 8 1‏ 


1 


(8 76 5 +4 5 2 ۳ NE ONES) 


۱ بینما‎ 
]وم‎ 2 3 4 5 ٩7 8 2 3 4 5 6 7 8 
12 3 4 5 6 7 8 1/1 8 7 6 5 4 3 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 
= = 0 2)) 8)4 7()5 6 
| JG 8F 6( 
0 + Ba أى أن‎ 


وهنا يتناقض مع أن بط إبدالية إذا كان وفقط إذا كان 7 » × إبداليتين (انظر مثال ۱۲ 
فى (۱۳-۱-۳)) 


1١5 





مثال ۷ : برهن على أن وک ليست حاصل ضرب داخلى مباشر للزمرتين الجزئيتين : 
{e,2 3(( ۰/:< ) 023, 0 3 2(‏ <: (6 عنصر رک المحايد) 
البرهان : الحل مشابه لحل المثال ٦‏ السابق مباشرة : 7۰7 زمرتان جزئیتان فعلیتان 
إبداليتان من وک بینما وك - كما تعلم - ليست ايدالية . فلو كانت وك حاصل ضرب داخلی 
مباشر ل ۲ ۰ کانت ک ایض متشاكلة مع حاصل للضرب الخارجی لهما. وکانث 
بالتالی إبدالية (مثال ۱۲ فى (۱۳-۱-۳)) هذا یتناقض مع کونها ليست إبدالية . 

[HK] « HK أوجد‎ . K: = {e, (1 3((» 5: = (e, (2 3(( مثال ۸ : فى وک لتکن‎ 


1ك . انظر (۲-۱۱-۱)) 
(© عنصر وک المحاید) 
الحل : 
HK = {e, (2 3)} {e, (1 3)} = fe, (1 3), (2 3), (2 3)(1 3(‏ 
fe, (1 3), (2 3), )1 2 3)}‏ = 
أى زمرة جزئية تحتوى على 77 تحتوى على جميع معكوسات عناصر ×7 ومن ثم 
فهى تحتوى على (2 3 1) الذى هو معكوس (3 2 1). كذلك هی تحتوى على جميع 
"حواصل ضرب" عناصرها » فهى تحتوى على 
(3 2 3(0 1) . أى أنها تحتوى كذلك على (12)-(13()123) 
ومن ثم فان : وک = [21] 
مثال ٩‏ : اعتبر الزمرتين [2] = :۰17 [6] K:=‏ من ,2 . احسب [HK] ۰ HK‏ 
الحل : لاحظ أن العملية قى ر7 هی الجمع مقياس 12 ۰ وبهذا يكون : 


کذلك فان [7716] وهی أصغر زمرة جزئية تحتوی على 71 » هی نفسها [2] 
مثال ٠١‏ : لیکن ۶ = 7 حيث ۰7 عددان صحیحان لیس لهما قواسم مشتركة أى 
أن 1= (4)7,5عج . برهن على أن ,2 هی حاصل الضرب الداخلی المباشر لزمرتیها 
الجزئيتين الداثریتین [] » [5] . 

۱۹6 


لان 1-(5,”) 64و فان : ]1[ = [r] + [s]‏ 
)1( ,2 [6] +[7] < 

لیکن [5]م[۳] 07۶2 . هذا يقتضى أنه يوجد ,2 ٤‏ رر ,× أى أن ۸> ند 0 بحيث 
إن : 7>هرح- z=‏ . هذا يقتضى أن > رہ أى أن ۸> نود (لأن 7 عم) (*) 
من حيث نوبز ن 1=(و, )مع ينتج أن قاسم لمر . كذلك فإنه ينتج أن 5 قاسم لد 
أى أن ۶ قاسم لبود أى أن ۸ قاسم لر . وهذا تناقض مع(*). إذن (40-[26]5[”] (2) 
والجمع إبدالى فى ,7 (3) . من (1) ۰ (2) ۰ (3) ينتج المطلوب مباشرة . 
مثال ۱۱: اعتبر الزمرتين الجزئيتين ((13) ,© > :۰7 ((24) ,6) = : × من الزمرة 
4 (زمرة تناظرات المربع (انظر مثالى 4۰ ۰ 48 من أمثلة متنوعة على الباب الأول). 
اوجد [HK] ۰ HK‏ 
الحسل : 

HK = {e, )13(( )6, )24(( = {e, (13), (24), )13()24((‏ 
واضح أن ×7 زمرة جزئية من 4( » وبالتالى فان اصغر زمرة جزئية من 1 تحتوى 
عليها (على 777) هی 77 نفسها « أى أن [HK] = HK‏ 
مثال ۱۲ : اوجد اكبر رتبة للعناصر فى (7900) 


: الحل‎ ۱ 
U(900) 04. 9. 25) = U(4. 3 . 52 

موم © ۵6 ,7= م67 ٠ DOD‏ < 
۱ کت 
لبالا 

وتكون أكبر رتبة للعناصر فى (900) ل هى }20 ,6 tem{2,‏ 

60 = 
(انظر النظرية (۷-۱-۳)) 


۱۹۹ 





مثال ۱۳ : لتكن ۰77 زمرتين جزئیتین من الزمرة © . إذا كانت 8/2 =6 »2 
۸ = ع حيث ع7 ۰ عم ۰ فهل توجد أية علاقة بين رتبة (ع) » رتبة (7) » رتبة 
۵ ؟ 
واذا كانت 6۳-۳6 أى حاصل الضرب الداخلی المباشر لګ › 2 » فهل توجد علاقة ؟ 
الحل : فى الحالة الأولى لاتوجد أية علاقة . فى الحالة الثانية التی فیها << 6 
فإننا نعلم من النظرية (۷-۱-۳) أن 

00 ) رع‎ = 1071107 (h), 07:2 (k)} 


مثال ١5‏ : لیکن مء ۾ عددين أوليين فرديين » +7 » 7 عددين صحيحين موجبين . 
وضح لماذا ("4) 0© (”م)7) ليست زمرة دائرية . 
الحسل : 

( لأن م فردى أولى) موم سر 2 < (”م) نا 

(© عدد فردى أولى) موم عوط (*9) نا 
من النظرية )٩-۱-۳(‏ ستكون (”17)9 © (0)2۳ دائرية إذا كان ((”5)نا) 0d‏ › 
("4) 0 0/4 ليس بينهما قواسم مشتركة ( عدا 1±) وهذا غير متحقق لأن 2 قاسم 
مشترك لكلتا الرتبتین. 
مثال ١5‏ : برهن على أن (140) 0 = (144) 0 


البرهان : 

0 )144( -17)24.32( 

= U2) ®UGĞG’) ۰ (لأن 1= (0)2:3»ع)‎ 

۷-۲-۳ 

)1( 9 ,7= ير © مبر9 ,2 < 

۹-۲-۳ 
U(140)=U(4.5.7) = U(4®U(5)®U(0) 

1-۲-۳ 


۱۹۷ 


(gcd (4,5)=1 «< gcd(4,7)=1 «< 0 )5,7(<1 ۳7‏ 
2( 924 ,7= مررط9 م91 ما < 
٩-۲-۳‏ 
من (1) » (2) ينتج المطلوب مباشرة . 
مثال ١5‏ : فى 2 ليكن [4] -:77 ۰ [10] =: × . عبر عن 77 على الشکل [ج] . 
عمم هذه الحالة حیث K= ]5[ ۰ 8- [a]‏ 
الحل : (العملية هنا لجمع) .۰ [(10 ,4)4ءع] = [10] + [4] 
[2] = 

[a] + ]6[ = [gcd{a, b}] 
مثال ۱۷ : فى 2 ليكن [5] -: 77 ۰ [7] =:× . برهن على آن ۳۲ =2 . هل‎ 
أى حاصل الضرب الداخلى المباشر ل ۰77 كر ؟‎ 7 = [× 
الحسل : (العملية هی الجمع)‎ 

[5] + ]7[ = ]24 )5, 7([ = [1] 





7 = 
۶ 2 ج [5[]7] ع 35 ع 0 
1 0 ۵ 1 
6 1 60:40 .۰ 7 | 0 1 0 )7:4 . 
1 0 0 1 0 0 
2 0 1 0 0 1 
jeez, ۰. K=40 1 0 bez,‏ 6 1 1:10 
1 0 0 1 0 0 
برهن على أن G=HKL‏ ۰ هل ? ,<< < 6) 


الحسل : واضح أن © 76 . نبرهن على أن ۳ © كالآتى : 


۱۹۸ 





رالقسم الأول) نظريتّ الزمر ۲۳60۳۷ 6۳0۱0 | 


و x 0 1a‏ 1 بر 8 1 
لیکن ي‌عای 1 0| »© فرء|0 1 ۱0 T lek‏ 5| ۰ 
1 0 0 1 0 0 1 0 0 
0 0 1 
زار 1 ج| حيث ‏ ور 6 2 ول هروه 
1 0 0 
والان 
x 0۱1 0 ۶۱1 0 0۱ 1 © b‏ 1 
ه 1 20 1 00 1 00 1 10 
1 0 0( |1 0 1/0 0 1/0 0 0 
x xz+y 1a b‏ 1 
=a, =,‏ ۶ ج<| 6 1 0|-| 2 1 4|0 
1 0 0 1 00 
y=b-ac,‏ 
وم > 2و رد 
أى أن Gc HKL‏ 
أى أن HKL‏ - 0 
a 0 0 0١ (1 a ac‏ 1 
والآن © 1 0اعاه 1 00 1 0 
1 0 0( /1 0 1/0 0 0 
a 0۱ (1 a 0‏ 01 0 1 
بینما c‏ 1 0۱2/0 1 0 1 0 
1 0 0( 11 0 1/0 0 0 


إذن الشرط (ب) فى (۱-۲-۳) ليس متحققا » وبهذا ‏ 1 1< 2 ع 6 






ملحوظة : لاحظ أن 
det(g) = det(h) = det(k) = det(€) 210‏ تجمیع © عع <« ۰6 «kek‏ 
,61 والعملية هى ضرب المصفوفات 
مثال 1۹ : برهن على أنه لكل ۸<2 : 
U(n)? = {x |xe U(R)}‏ 
زمرة جزئية فعلية (مضبوطة) من (700 . 
البرهان : 
1۴ 1<1 ج le U(n)‏ 00 
xy” = (xy) € U (n)‏ > (م نا € xy‏ ج () û) x,y” e U(n) > x,y e U‏ 
)ناك (x71)?‏ = 7)7( ج (ii) € U(n)” > xe U(”) > x? e U(۸)‏ 


(۳() 1 زمرة جزئية من (6 0) )0 جا م ج 
لاثبات أن ۴( زمرة جزئية فعلية من (7)0] . خذ > عددا طبیعیا » 


ged, n) =1‏ <« ۲ © > . ينتج أن (00 ۲6 ۰ *(7)0] ۶ . ذا كانت م 
فردية خذ 2-2 . 
مثال ٠١‏ : عبر عن (,2 © ,2 © ,41)72 كحاصل ضرب خارجی مباشر لزمر على 
الشكل ,7 
الحسل : من النتيجة (۱۱-۱-۳) نعلم أن 

Aut(Z, ©Z, © 2-:( = ۸۱) gg) 
» كذلك نعلم أن (۸) 0 = (,,4:4)2 (تمرين ۸۵ من تمارين عامة على الباب الأول)‎ 


ومن ثم فان : 
(من «-5-7) Aut(Z, 9۵1 ®Z,) 210۳35 = U2) SUG) SU)‏ 
(من )٩-۲-۳‏ ر 2 © رم (1) = 


< رك‎ OZ, 


مثال "١‏ _: بدون إجراء حسابات فى (,,,4:4)2 برهن على أن (,.414)2 دائرية . 

Aut(Z.,) = U (50) = U (2) ®U (25) = U (2)XU (5?) : البرهان‎ 
< )1( 9 ور 2 وري 2ه‎ 

وهی دائرية . 

مثال 1۲ : بدون إجراء حسابات فى (1/)27 اوجد عدد الزمر الجزئية الفعلية فى (27)[) 

الل :. - مر .= U(27)=UG)‏ 

ومن الاستنتاج (۱۲-۱۱-۱) یکون لدینا آربم زمر جزئية فعلية من (27) لا رتبها 

62 (قواسم 18) 

مثال ۲۳ : برهن على أنه توجد زمرة 07 (700ع-0) تحتوی على زمرة جزئية تکون 

متشاكلة (آیزومورفیة) مع ,2 © 7 

البرهان : 


33-37 


U(63) - 17)3:.7( = U3) ®U(0) 
=7, 92. =), © 2,( © )2 ®2) 
=1, O0(Z, 9 2( 9 ور‎ 
مثال ۲4 : لتکن (7 0,5,6 | 6107 =6 والعملية هى الضرب العادی » ولتکن‎ 
: والعملية هی الضرب العادی کذلك . برهن على أن‎ 87 := 13*6*12“ | ۵,9, 2( 
H ۶ ]3[<*]6[*]12[ بینما‎ 6 <]3[*]6[*]10[ 
البرهان : واضح أن (2 ©+|'13-[3] لأن [3] ۰ [6] ۰ [10] يجب أن تکون زمر‎ 
. © > ]3[]6[]10[ جزئية من 6 حتى يتحقق [3[×]6[×]10] = © وواضح بالفعل أن‎ 
كذلك ضرب الأعداد ایدالی » وكذلك‎ 
. وهذا يكفى حتى يتحقق الشرط (ج-)‎ ]3[]612]110[-)1( ٠ ]3[26]6[- )1( : فان‎ 
. ]10[ ۰ ]6[ » ]3[ إذن © هی حاصل الضرب الداخلى ل‎ 


۱۷۱ 


بينما [12] 12€= 37.6 ۰ أى أن (31610]12[6] أى أن الشرط (جت) فى التعريف 
(۱-۲-۳) غير متحقق . نهاية البرهان . 
مثال ۲۵ : هل رو (79 تتشاکل مع ,7 ام‌مع ره ,2 + 
الحصل : 
(23,29 ,1,7,11,13,17,19) = (07)30 
H‏ = }1{ = (30) ,0 
الضرب مقياس 30: [181,1311,1711,1911,2311,29/1 181,1 ,الا - رو ر U‏ 
٠.‏ 5 
لاحظ أن : 7 - 8 11 , 18 
75> (7)11,1 > (17,7) = (187 ,17) = (11 ,171 - 1777 


23 ۲ - 23 )1, 11} = )23, 253} = )23, 13( = )143, 13( 13 )11, 1( > 13 7, 
29 77 - 2911, 11} = 429, 319} = )29, 19} = )209, 19} = 19 )11, 1( - 19 7 


Go) = ۳0,727 137,۱9‏ 0م كاج 


وهی دائرية یصلح کمولد لها 77 (کما یصلح 77 13 مولدا لها ۰ آما 7 19 فلا یصلح 
لأن رتبة 87 19 هی 2 ) 

وبالتالى فهى تتشاكل مع 7 ولیس مع OZ,‏ و 

مثال ۲١‏ : ما رتبة الزمرة 7000 ؟ 


0 )10( > )1,3,7,9( 
])2,9([ = {(2, 9), (4, 1), )6, 9), (8, 1), (0, 9), (2; 1), (4,9), (6,1), (8, 9), (O, 1)} 
Ord([(2,9)]) =10 , 0۳ 7, ®U(10)) =10x4 = 40 


7, ور‎ SU(10) 40 
2.9) ` 10 5 


۱۷۲ 


7 ا م ا م مم م ممم اسم > مو جسم تنم 


القسم الأول نظرین الزمر ۲60۳۷ 6۲۵ ۱ 

مثال ۲۷ : إذا كانت 77 =€ حيث © زمرة » ۰7 زمرتان جزئیتان طبیعیتان 

فى © ۰ (16- > 7 ۰ حیث e‏ العنصر المحاید فى © . برهن على أن © هی 

خاصیل: الضرب الاخ ابقر اور 

الیرهان : من مثال۰؛ فى أمثلة متنوعة على الباب الأول ينتج أن 1 -// لجمیع 
K ۰ he 7‏ © . وينتج المطلوب مباشرة . 


تمارين 
(۱) اوجد رتبة كل عنصر فى ,97 .2 
(۲) هل و9۵2 ,7 متشاكلة مع ,7 ؟ لماذا ؟ 
(۲) هل ,2 © ,2 متشاكلة مع ور ؟ لماذا ؟ 
)٤(‏ الزمرة الثنائية (المزدوجة) ,2 لها الرتبة 2# ولها زمرتان جزئیتان واحدة تتكون 
من 7 دوراناء والأخرى (الانعكاس) من الرتبة 2 . وضح لماذا لاتعتبر ,2 متشاكلة مع 
حاصل الضرب الخارجى المباشر لهاتين الزمرتين الجزئيتين . 
(©)برهن على أن زمرة الأعداد المركبة مع عملية الجمع تكون متشاكلة مع الزمر :©8 
)١(‏ اوجد رتبة أى عنصر لايساوى الوحدة فى ,2 © ,2 © ,7 
(۷) اوجد جميع الزمر الجزئية من الرتبة الثالثة فى ,7© و2 
(۸) لتكن 14 زمرة المصفوفات من النوع 2>2 ۰ ومداخلها (عناصرها) أعداد حقيقية مع 
عملية جمع المصفوفات ٠2‏ ولتکن 1591816816 مع عملية جمع 
المركبات.(20016102 (componentwise‏ 
برهن على أن ۰۸۲ ۷ متشاكلتان (أيزومورفيتان). ما الذى يقابل العبارة السابقة إذا كانت 
المصفوفات من النوع ۸×۸ ؟ 
)٩(‏ برهن على أن بر ± ,2 © ,2 
(۱۰) اوجد عدد الزمر الجزئية الدائرية من الرتبة 15 فى ,وك © و2 


۱۷۳ 





۳ 0 أكمل الجمل الآتية : 

( أ ) الزمرة الجزئية الداثرية من بى التی تتولد من العنصر 18 لها الرتبة --- 

(ب) ,2 © ,2 من الرتبة ---- 

(ج) العنصر (2 , 4) من الزمرة ,7© 2,2 له الرتبة تک 

( د ) زمره کلاین الرباعية متشاكلة مع ,1,692 

(ه) , .97 ,6072 ,7 لها عدد - من العناصر التی رتبتها منتهية 
(۱۲) مهملا ترتیب العوامل اکتب حاصل ضرب خارجی مباشر لاثنين أو لاکثر من 
الزمر التی على الشکل ,7 بحیث یکون الناتج متشاکلا مع 7 بکل الطرائق الممكنة . 
(۱۳) اوجد جمیع الزمر الجزئية الفعلية فى ,7© ,7 
(۱) اوجد جمیع الزمر الجزئية من ,7© 7© ,2 التی تكون متشاکلة مع زمرة 
کلاین الرباعية. 
(۱) اضرب مثالا لبیان أن ليست کل زمرة إبدالية هی حاصل ضرب داخلی مباشر 
(۱۳)تذکر أنه إذا كانت 77 »× زمرتین جزئیتین من زمرة © فان ۳0۷/2۳7/0 . 
فى (24) 1 عين المجموعتین ۰1۵4 04 ۰ هل (24) ل = ۵4 24 ؟ 
فل»حاضيل اليرت داكلى + الماذا ۶ 
(۱۷) عبر عن (165) 17 كحاصل ضرب خارجى مباشر لزمر 7] بثلاث طرائق مختلفة . 
(۱۸) عبر عن (165) 0 كحاصل ضرب داخلى مباشر لزمر جزئية فعلية بثلاث طرائق 
)۱٩(‏ عبر عن (165) 0 كحاصل ضرب خارجى مباشر لزمر دائرية (عمليات جمع !) 
على الشكل ,2 . 
(۲۰) بدون إجراء حسابات فى (7)81] قرر عدد الزمر الجزئية فى (81) 07 


Yé 


(۲۱) اوجد عدد العناصر فى (مرر,4:)2 التى رتبتها 6 بدون إجراء حسابات فى 


( ورم ظ) ۸4 
رتبتها 4 . 


(۲۳) برهن على أن  :‏ (17)75 2 (7)55] 
(۲4) برهن على أنه توجد زمرة-ل تحتوى على زمرة جزئية متشاكلة مع ,7 
(15؟) برهن على أنه لاتوجد زمرة -0 تحتوى على زمرة جزئية متشاكلة مع 
2,7 
(۲۳) برهن على أنه لايمكن كتابة الزمرة ,2 كحاصل ضرب خارجى مباشر لزمرتين 
جزتيتين منها رتبة كل منهما 2 (العملية جمع) 
(۲۷) برهن على أنه لايمكن كتابة الزمرة ,2 كحاصل ضرب خارجى مباشر لزمرتين 
جزئيتين غير تافهتين منها . 
(۲۸) قرر إذا ما كانت العبارات الآئية صحيحة أم خاطئة : 

(1) لأى زمرتين 62 ۰ ,© يكون 96 ,0 =± ,6 © 6 

(ب) أى زمرة ذات رتبة هى عدد أولى لايمكن أن تكون حاصل ضرب داخلى 
مباشر لزمرتين جزئیتین فعليتين منها . 

(ج) ,3,22 © ,3 

(د) ٩,‏ دبرة6برة 

(ه) رک = پ02 ,2 

)و( 60- (,2 © Ord(Z,‏ 
)۲٩(‏ ما أصغر زمرة غير إبدالية رتبتها عدد فردى ؟ 


(۳۰) ما أصغر عدد غير أولى لايساوى الواحد بحيث توجد زمرة وحيدة يكون رتبتها ؟ 


۱۷۵ 


مو تو یه ی ی سر و جص عم م عي د ی سب مور مع لس روم ار وه ممم حو ووو معام عر رمح ی وس 


) أ ( الزمرة العاملة حب 2 ١‏ 7 رتبتها سس 


مد 1 02 24) .نس لسن 
(ب) الزمرة العاملة o‏ ( رتبتها 
(۳۲ اوجد عدد المجموعات المشاركة للزمر الجزئية الآتية.: 
(۱) [18] فى ,2 ۱ 
(ب) [1[9]0[9]0] فى ,92 ,2 © ,2 


(ج) [0[®]1[®]2] فى ,2 © ,92 ,7 


۱۷۹ 








۰ 1 Group Theory خكلوية الزمر‎ 





نی اإساسية ارم ای النتهية 


Fundamental Theorem of Finite Abelian Groups 








١-٤‏ النظرية الأساسية 
1-1-4 نظرية : كل زمرة إبدالية منتهية تكون حاصل ضرب (خارجى) مباشر لزمر 
دائرية رتبتها هی قوة (أس0076۲) لعدد أولى. وعلاوة على هذا فان هذا التحليل 


(18010112520102) وحيد فيما عدا ترتيب العوامل . 


ولأن أى زمرة دائرية منتهية © من الرتبة # تكون متشاكلة (أيزومورفية) مع ,2 -١(‏ 
)فان النظرية تعنى أن كل زمرة إبدالية منتهية تكون متشاكلة مع زمرة لها الشكل : 
)*( سر ...6 م97 42 
حيث ال وم أعداد أولية ليست بالضرورة مختلفة » "م » عم ۰ ...۰ ”م تتحدد 
وحدانيتها (uniquely determined)‏ ب G‏ . 
۲-۱-4 تعريف : تسمى كتابة أى زمرة بالشكل (*) السابق تحديد فصل التشاكل ل © 
(Determining the isomorphism class of G)‏ 
۲-۱-6 تمهيدية : لتكن © زمرة إبدالية منتهية من الرتبة 7:7 حيث +7 ۰ 7 ليس لهما 
قواسم مشتركة . إذا كانت e}‏ = "×| © ©« ع: 8 وكانت K = {xe © | x" =e}‏ » 
حيث © عنصر © المحايد فان 06-21 (حاصل الضرب الداخلى المباشر ل / » ۸) 
البرهان : لأن © إبدالية فإننا بحاجة فقط إلى إثبات أن >2 - © ۰ وأن )> 11 . 
من حيث إن 1 = (۸ ,)260 فإنه يوجد عددان صحيحان و » / بحيث إن 7 + 57 < 1 . 
والآن لأى © ع× لدينا : #"#مر- "ررب =× ولكن : 6ع ۳ )2 )x”("‏ من 
النتيجة )٩-۱۱-۱(‏ (۲) وبالتالى فان > ”عد وكذلك فان ع= ۳() = "(”2) » 
أى أن 8 € ۳ . وهكذا فان HK‏ - © . 
والآن ليكن > م 77 2 . عندئذ فان : "× =ءع= ۳د فمن النتيجة )٩-۱۱-۱(‏ (۱) 
ينتج أن رتبة (م) تقسم كلا من + » . ومن حیث إن 1 = (۸ ,60ج فان 1 = 0740 » 
وبالتالى فان ع = × . نهاية البرهان . 


۱۷۸ 


(القسم الأول نظريت الزمر ۲۳6۵۷۷ Group‏ | 


4-١-4‏ نتيجة : لتكن © زمرة ابدالية ولتکن ...۶۳ ۳ = (070)0 حیث ال 
ورم كلها آعداد أولية مختلفة. ولتکن (< "|60 + = (,م)0 عندنذ فانه من التمهيدية 
(۲-۱-۶4) وبالاستقراء الریاضی یکون 

0 = G(p,)XG(P,)X...xG(P,) 
. ومن ثم فإنه يكفى أن نعتبر الزمر ذات الرتبة من قوى عدد أولى‎ 
› © تمهيدية : لتكن © زمرة إبدالية رتبتها قوة لعدد أولى وعنصرها المحايد‎ ٩-۱-6 
: وليكن © عنصرا فى © له أكبر رتبة فيها . عندئذ فإنه يمكن كتابة © على الشكل‎ 
) ۰ ]4[ (أى حاصل الضرب الداخلى (المباشر) ل‎ © 2] 
7 - 1 البرهان : لتكن "م = (0۳)0 » وسنجری الاستقراء الرياضى على 7 . إذا كانت‎ 
. فان [4[<]6] = 0. (تذكر أنه إذا كانت رتبة زمرة ما عددا أوليا كانت الزمرة دائرية‎ 
نظرية (۷-۱۱-۱) (۲).) لنفترض أن المقولة صحيحة لجميع الزمر الإبدالية التى من‎ 
. / > الرتبة ام حیث م‎ 
والآن خذ العنصر © الذى له أكبر رتبة ”م من بين جميع عناصر © . (تذكر أن رتبة أى‎ 
. عنصر تقسم رتبة الزمرة المنتهية التى ينتمى إليها.) عندئذ فإن ع= مد لجميع 6 ع2‎ 
وليكن [ه]6# » وإلا يكون البرهان قد اكتمل . اختر العنصر 5 من بين عناصر © الذى‎ 
يكون له أصغر رتبة بحيث إن [۵۶]2. سنبرهن على أن 60-[2[0] : وذلك بالبرهنة‎ 


على أن : م = (074)5 . لان فا 
P‏ 


-(”070)8 نستنتج أن [2] © ”5 بالطريقة التى 
اخترنا بها . ليكن أي = ”5 . لاحظ أن: " ”(أ۾) = '””(”) = عم » وهكذا فان : 
"م > (0۳2)۵ . وهكذا فان اه ليس مولدا ل [م] » ومن ثم فإنه من الاستنتاج -١(‏ 


)١١-١‏ يكون ±1 (,”4)pءع‏ . وهذا يبرهن على أن م يقسم : » وبالتالى فإنه يمكننا 


۱۷۹ 





أن نكتب : زمر =1 . وعندئذ فان : 7م = أي = ”7م . والآن اعتبر العنصر 78م <ع . 


© لايقع فى [4] وإلا وقعت 5 كذلك فى [م] . كذلك فإن: 

يع 8-787 - متي = ۳ - 7ء . وهكذا فإننا وجدنا عنصرا © » له الرتبة م 
بحيث إن [4] ۰۶ . ولأننا اخترنا 8 بحيث كان 5 له أصغر رتبة » وكان [4] عط » 
فإننا نستنتج أن ط له أيضا الرتبة م » ويكون ادعاؤنا قد تحقق . 

والآن اعتبر زمرة القسمة © -: © . وليكن [0]ع:د عنصرا فى © . إذا 
كان "= )04> )04 فان 2- ۳) وهذا يعنى أن [ط]=[ط] که ”(ط4) › 
بحيث إن : 82) <[2[6]0]> "ه وهذا يتناقض مع أن ”م - (074)8 . وهكذا 
فان "م -(0)۵-(2:() ومن ثم فان 7عنصر له أكبر رتبة فى 6 . وبالاستقراء 
الرياضى نستطيع أن نكتب © بالشكل 2[«6] لزمرة جزتية × من 6. والآن ليكن 
0ج 0:م 


XH xX 


K}‏ >< | © ) = £ حيث هو الهومومورفيزم الطبيعى . نحن ندعى 


أن : ¢ = NK‏ ][م] . وذلك لأنه إذا كان ۸ xe ]a[‏ فان }5= @4 =0 xe]‏ › وهذا 
معناه [5]-[3]5 وبالتالی فان [ط]ع× ومن ثم فان (146-[2015[©] © . وينتج من مناقشة 
الرتب أن 6[»]- 76 وبالتالى فان /<[م]- © (حاصل الضرب الداخلى المباشر). 
والآن من )05-1١-4(‏ وبالاستقراء الرياضى ينتج أن : 

1-۱-۶ تمهيدية : 

أى زمرة ايدالية منتهية لها رتبة هی قوة (أس) عدد آولی تکون حاصل ضرب داخلی 
(مباشر) من زمر دائرية . 

والآن ماذا يتبقى لنا حتی یکتمل برهان النظرية الأساسية للزمر الابدالية المنتهية ؟ إن 
النتيجة (4-۱-4) تبرهن على أن الزمرة الابدالية المنتهية © يمكن کتابتها على الصورة 
(,6):(<...)۳ <(,)6 © حيث (,6)2 هی زمرة لها رتبة هی قوة (آس) 
۱۸۰ 





عدد أولى. بینما التمهيدية (1-۱-4) تعطینا المقولة ۳ كلا من هذه العوامل هو حاصل 
ضرب داخلی مباشر زمر دائرية رنبها قوی (أسس) آعداد أولية . وهذا یعنی أنه یتبقی 
فقط البرهنة على وحدانية هذه العوامل . الزمر (.م)© تتحدد وحدانیتها من © لأنها 
تشکل عناصر © التی رتبها قوی ل :م . وبالتالی فانه یتبقی فقط البرهنة على أنه 


توجد طريقة وحيدة ( بدون حساب در وترتیب العوامل 


isomorphism and rearrangement of factors)‏ ما )up‏ لكتابة (,602 کحاصل 
ضرب داخلى مباشر لزمر دائرية . 
۷-١-٤‏ تمهيدية : 
لتكن © زمرة إبدالية منتهية رتبتها قوة (أس) عدد أولى . إذا كانت 
بل كا... »ا يك[ » ,عل - ,,11»...» << 6 
حيث ء' 1 ۰ 5" زمر جزئية دائرية غير تافهة بحيث إن 
Ord(K,) > Ord(K,) < ...< Ord(K,) ٠» Od(H)>Ord(H)>...> Ord(H,)‏ 
فان - 7 » Ord)H,( = 0rd),‏ لجميع ز . 
البرهان: بالاستقراء الرياضى على (070)6 . التقریر واضح فى حالة (عدد أولى) 
م = (074)6. لنفترض أن التقرير صحيح لجميع الزمر الإبدالية التى رتبتها أقل من 
©)0. والآن لأى زمرة إبدالية .5 الزمرة : (1 >> | ”)= 1۳ هی زمرة جزئية من 
الزمرة 5 : لأن 77 ع "ده أى أن ۶۵ 7[ » وكذلك لأى ۳ ع ,”× : 
(لأن ‏ إبدالية » £ € مز,ءد) مآ ع ”(' مود) = ”1(7 )×= ")کر » والآن ينتج أن : 
=Hfx<H x...x HÎ, = KÎ » 17 x<...xKf‏ 5ن 
حيث ' أكبر عدد صحيح : بحيث إن م < 0r4)1,(‏ ۰ '7أكبر عدد صحیح ربحيث 
إن م < ,)02 . (هذا يؤكد أن حاصل الضربين المباشرين الداخليين 1 0۳ 
لايحتويان على عوامل تافهة). ونظرا لأن (0۲)0 > (074)67 فمن الاستقراء 
الرياضى يكون لدينا 
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٠ m="‏ (074)17 -(074)87 لجميع '2-1,2,...,7#:1 . ونظرا لأن 


(87) 20م = (,0:4)871 فان Ord)K,)‏ = (,070)87 لجميع '1,2,...,70-غ2 . 
يتبقى فقط البرهنة على أن عدد ال :2 ذوات الرتبة م يساوى عدد ال ر ذوات الرتبة 
م . أى أن 7-7-7-۲ وهذا ينتج مباشرة من أن 
Ord(H, Ord (H,)...Ord(H,,)p”" ” = Ord(G)‏ 
Ord(K,).Ord(K,)...Ord(K,.)p"” ,Ord(H,) = Ord(K,)‏ = 
أى أن 'م- م < ۱۲و - ورزر . 
ومن حيث إن '۸ = '" ينتج أن > 77 . 
۸-۱-۶6 : نظرية (بدون برهان) 
إذا كانت 4 ۰ » € زمر إبدالية وكانت 4 منتهية فان : 
0 4 = 8 © 4 (متشاكلتان) إذا كان وفقط إذا كان ') < 8 . 


: امثلة‎ ٩-١-٤ 

مثال ١‏ : اكتب حواصل الضرب المباشرة الممكنة فى حالة إذا كانت رتبة الزمرة الإبدالية 
المنتهية هى : ۰ 
()4 (ب) 8 (ج) 16 

الحل : 


Z, )۱(‏ أو 92 و7 

(ب) ,2 أو ,2 © ,2 أو ,2 © ,92 7 

(ج) ,2 أو ,2© ,22 أو ,2© ,92 ,£ أو ,87 22 © 2722© ر2 أو 

Z, 2 

مثال ۲: لتكن (64 ,57 ,53 ,51 ,47 ,44 ,38 ,34 ,31 ,27 ,21 ,18 ,14 ,12 ,8 ,1{ = G:‏ 
مع عملية الضرب مقیاس 65 . عبر عن © بدلالة حاصلی الضرب الداخلی والخارجی 
المباشرین لزمر إبدالية منتهية . 
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الحل : سنكتب أولا رتب عناصر © : 
لع ی ا نت نی با سا بات سس 
( أ ) کحاصل ضرب داخلی مباشر : سنختار عنصرا یکون ذا رتبة عظمی » ولیکن 8 . 
وبهذا یکون [8] عاملاً فى حاصل الضرب الداخلی . ثم نختار عنصرا آخر ۾ بحیث 
تکون رتبة (©) هی 4 (لأن رتبة (6) هی 16 ۰ رتبة ([8]) هی 4) وبحیث یکون 
[8] ۶ 0,۵,6 
((57 ,64 ,8 ,1) = [18]) ۰ 12 يحقق هذه الشروط » وبهذا يكون : [8[<]12]- 6 
(ب) کحاصل ضرب خارجی مباشر : الزمر الابدالية التى رتبتها 16 هی : 

7 بطم‎ 9 7,7,9 3, OZ, OL, OZ, رل‎ OZ, 
. 16 مستبعدة لأن »,7 16 رتبته 16 » © ليس بها عنصر رتبته‎ 7.» 
8 ر87 ,7 مستبعدة أيضا لأن ,2 © ,7 > (1,1) رتبته 8 و © ليس بها عنصر رتبته‎ 
12 و7 © ,7© ,72 © ,2 مستبعدة لأنه لايوجد بها عنصر رتبته 4 » بینما 6 بها‎ 






عنصرآ من الرتبة 4 . 
,7© ,7© ,2 بها العناصر الاتية من الرتبة 4 : 

(1 و1 و3) و(1 ,0 ,3( و(0 ,1 ,3( و(0 ,0 ,3( و(1 و1 ,1( ,)1 ,0 ,1( ,)0 و1 ,1( ,)0 ,0 ,1( 
وهی ثمانية عناصر » بينما © بها 12 عنصرا من الرتبة 4 . إذن هذه الحالة مستبعدة 
,7© ,72 : جميع عناصرها من الرتبة 4 فيما عدا العناصر : 

(2 ,2) ,(0 ,2) ,(2 ,0) ,(0 ,0) 
إذن بها 12 عنصرا من الرتبة 4 ٠‏ وبها 3 عناصر من الرتبة 2 هى (2 ,0) » (0 ,2) » 
(2 ,2)» وعنصر واحد من الرتبة 1 هو (0 ,0) . وتكون متشاكلة مع © . 
مثال ۴ : لتكن 
,107 ,98 ,91 ,89 ,82 و73 ,71 ,64 ,62 ,63 ,46 ,44 ,37 ,28 ,26 ,19 ,17 ,8 ,1{ G:=‏ 
}134 ,127 ,118 ,116 ,109 


۱۸۳ 


الي ی ی( ی ۱ 7 ی ی م ی ھج ا ا 


والعملية هی الضرب مقياس 135 (۲000[0) . عبر عن © کحاصل ضرب داخلی 
وخارجی مباشرین 
الحل : (2107)۳0600135< 512 = 8 ومن ثم فان : 
(mod135) > 109)200135(,8'* = )109(* )6800135( = 100001235(‏ (107) = 8° 
کذلك فان : 1342-1000139 ومن ثم فان 21000135 ۰034 
(100135ع )109( . أى أن 2= (0:4)109 = )134( Ord‏ 
والان 6 تكون متشاكلة مع إحدى الزمر : 
or‏ رم © رك © ررك 2 م9 و Z4 21 OZ, Or‏ 
۱ و © :2 © ,27 © :2 2 92 م92 .7 
(راجع النتيجة (۱۱-۱-۳)) 
رتبة (8) هی 12 تستبعد الزمرة الأخيرة لأنه لایوجد بها عنصر رتبة 12 . کذلك هناك 
عنصران فى © رتبتهما 2 بینما پر بها عنصر واحد رتبته 2 هو 12 . إذن © تکون 
متشاكلة مع ,2 © ,2 . 
آما بالنسبة لحاصل الضرب الداخلی المباشر فرتبة ([134]) هی 2 » رتبة ([8]) هی 12 
ملحوظة : لم نضع "-" فوق کل رقم فى المثالین السابقین للسهولة فى الكتابة . 
كما أن [8] 134# ۰ ورتبة (©) هی 24 » ومن ثم فان [8[×)]134] = © 
مثال 4 : اکتب ,2 © ,92 و92 97 ,97 ,7 على الشكل ,9.87 ,92 ,7 
بحیث یکون 7 قاسماً ل .هر 
الحل : 
OZ, ۵1, 92 9124 2 7, © 3 BZ, 91 © 37 OZ,‏ ,7,61 
Z1 SZ, OZ,‏ = 


1A 


00 


يستنتج من النظرية الأساسية للزمر الإبدالية أنه إذا كانت 7۶ تقسم رتبة زمرة إبدالية 
منتهية 6 » فان © لها زمرة جزئية رتبتها 71 . 
١١-١-٤‏ مثال : © من الرتبة 72 وهی زمرة إبدالية . المطلوب الحصول على زمرة 
جزئية منها لها الرتبة 12 . 
الحل : وفقا للنظرية الأساسية للزمر الابدالية المنتهية تكون متشاكلة مع إحدى الزمر: 
OZ, OZ,‏ ]9 لا OZ, or‏ 92 م69 or‏ م9 92۸2 Z, OZ, or‏ 
OZ, OZ, OZ,‏ ررك © و or‏ و2 © or Z,®Z, OZ,‏ 
ور < و7© ,2 (راجع (۱۱-۱-۲)) ومن النتيجة السابقة تحتوى على زمرة جزئية . 
رتبتها ۰12 ,2 © ,2= و9 ,87 ,87 ,72 (راجع (۱۱-۱-۳)) وهی تحتوى 
كذلك على زمرة جزئية رتبتها 12 هی : ((0,0(,)1,0(,...,)11,0)) 
وللحصول على زمرة جزئية رتبتها 12 من الزمرة و2 © ,2 © ,2 نأخذ الزمرة : 
Z,,n{0,3,6}}‏ > | (7,۵,۵)) 
وللحصول على زمرة جزئية رتبتها 12 من الزمرة ,2 © ,2 © ,2 نأخذ الزمرة : 
{(n,n,0)| me )0,2, 4,6۲, > Z,}‏ 
ومن و2 © ,7© ,7© ,72 نأخذ الزمرة : 
{(k,L,0,n)|k,le Z,,ne {0,3,6}‏ 
ومن ,2 © ,2 © ,7© ,7© رم نأخذ الزمرة : 
(:3 > ,رم {(k,L,0,0,p)|k,te‏ 
۱۲-۱-۶6 أمثلة متنوعة : 
مثال ۱: ما أصغر عدد صحیح موجب 7 بحیث إنه یوجد بالضبط أربع زمر إبدالية غير 
متشاكلة من الرتبة م ؟ 


۱۸۵ 





المل : 36 = ۶ والزمر الأربع هی : 797 < م9 م69 یم » LOL, OZ,‏ « 
و2 © 9 27 © 77 . 
مثال ۲ : برهن على أنه فى أية زمرة إبدالية من الرتبة 45 يوجد عنصر رتبته 15 . هل 
تحتوى أية زمرة من الرتبة 45 عنصرا رتبته 9 ؟ 
الحسل :الزمر الإبدالية من الرتبة 45 هی :874 604 ب2,>2,©!,,2. أى أنه بدون حساب 
التشاكلات (الأيزومورفيزمات) توجد فقط زمرتان إبداليتان لهما الرتبة 45 . واضح أنه 
فى الزمرة 84 العنصر (1,3) رتبته 15 » وفى الزمرة »607 7692 العنصر (1 ,1 ,1) 
رتبته 15 (راجم (۷-۱-۳)). الزمرة 692 ,692 ,2 لیس بها عنصر رتبته 9 . 
مثال ۳ : برهن على أنه توجد زمرتان ابدالیتان من الرتبة 108 لكل منهما زمرة جزئية 
واحدة بالضبط من الرتبة 3 
البرهان : الزمر الابدالية من الرتبة 108 هی : ,2© ,2= ,2 ٠‏ و92 ,1,92 
SZ, ٠ 197 92, SL, ٠ 292 OL, » 92 OZ, SZ,‏ ,62 61 ر6927 ,2 . 
الزمرة برت © ,2 بها زمرة جزئية واحدة من الرتبة 3 هی الزمرة المتولدة من العنصر 
(0,9) أى هی : 
((0,18(,)0,0) ,(0,9)) = [(0,9)] 

الزمرة رر2 © ,7© ,2 بها زمرة جزئية واحدة من الرتبة 3 هی الزمرة المتولدة من 
العنصر (0,0,9) آی هی : 

 ))0,0,9(, )0,0,18(, )0,0,0((‏ [(0,0,9)] 
مثال 4 : برهن على أنه توجد زمرتان ایدالیتان من الرتبة 108 لكل منهما آربع زمر 
جزئية بالضبط من الرتبة 3 . 
الیرهان : بالنظر إلى المثال السابق مباشرة : الزمرة ,2 © ,,2 © ,7 لها الزمر الجزئية 
الآتية : 


۱۸۹ 


والزمرة : OZ, OZ, OZ,‏ 7 لها الز 


3 
1 
ی 


21 ))0,0,1,6(, 


ا 


,0,2,3(, )0,۵,0,۵(( 

مثال 5 : لتکن © زمرة ايدالية من الرتبة 120 لها ب 
عين فصل أو فصول التشاکل ل 6 

الحل : إذا كانت © زمرة إبدالية من الرتبة 120 فان فصول التشاكل لها هی : 

Z, © رم © رم © رركأ و ور © و © بر , یر‎ OL; 


15 ۶ 15 2 


اح 
< 
= 
اڪ ت 


واضح أن الزمرة ,,2 © ,7© ,2 هى الزمرة المعنية فعناصرها ذوات الرتبة الثانية 
هى : 
(0,1,0) < (2,0,0) ۰ )2,1,0( 

مثال 5 : بدون حساب التشاكلات (الأيزومورفيزمات) (صونطم‌مصموز ما من) اوجد 
جمیع الزمر الابدالية من الرتبة 360 . 
الحل : 5:8«*9< 360 وبهذا تکون الزمر الابدالية هی : 

7. 97, OZ, , 2 © 3, OZ, OL, , یط‎ © 2 ©, BZ, © وو‎ 
Z, OZ, OZ, OZ, , Z, OZ, OZ, OZ, OL, , ورك‎ OZ, OZ, OZ, OL, OZ, 


۱۸۷ 


مثال ۷ : برهن بضرب مثال على أنه إذا كانت رتبة زمرة إبدالية تقبل القسمة على 4 » 
فليس بالضرورة أن تحتوى الزمرة على زمرة جزئية دائرية من الرتبة 4 . 


البرهان : الزمرة ,7© ,2 ليست دائرية ولا تحتوى على زمرة جزئية دائرية من 


الرتبة 4 . 
مثال ۸ : كم عدد الزمر الإبدالية التى لها الرتب الآتية(بدون حساب الأيزومورفيزمات) : 
( أ ) 6 (ب) 15 (ج) 42 ( د ) وم حیث م ۰ عددان أوليان مختلفان 


(ه) « وم حیث مر » ۲ أعداد أولية مختلفة (و ) عمم النتائج السابقة 
الحل : ( ) لدینا ,2 © ,7= ,7 وهی الوحيدة 
(ب) ,2© ,2 = ».2 وهی کذلك الوحيدة 
(ج) ,82 ,2© ,2= ,82 ,2 = م2 وهی کذلك الوحيدة 
( د ) ,2© ,2= ي7 وهی الوحيدة 
(ه) ,9 ,982 ,2 = ,7 وهی الوحيدة 
( و ) يكون لدينا زمرة إبدالية وحيدة من الرتبة 7 إذا كان وفقط إذا كان ليس من 
عوامل 7 أى مربع لعدد أولى . 
مثال :٩‏ حقق النتيجة )٠١-١-14(‏ فى حالة إذا ما كانت رتبة الزمرة هى ۰1080 وكان 
القاسم هو 180 ۱ 
الحسل : 8<*27<5 1080 وبالتالى فان الزمر الابدالية من الرتبة 1080 
(بدون حساب الایزومورفیزمات) هی : 
وود © OZ, OZ, OZ,‏ رب و OZ, OZ, OZ;‏ برك ,ورك © بر © وق 2 Zo‏ 
OZ, OZ,‏ و92 و92 OZ, , Z, ©Z,‏ م92 ,92 ,92 ,7 , 91 ,92 ,91 1 
و OZ, , 72 © 3, © 3: ۵2 ۵2 OZ,‏ 3 © 3 © ,3 © ,7 
0Z, © 2:7 4 ۰‏ ص2 © Z, © 3: 0Z,‏ 
لإيجاد زمر جزئية رتبها ۰60 ۰30 540 ۰ 216 : 


1A۸ 








© بر © ,7 تحتوى على الزمرة الجزئية [(2,9,1)] التى رتبتها 4×3×5 


2 ,97 ,7© 7 تحتوى على الزمرة الجزئية [(01,91)] التى رتبتها 12<3<5 


82 87 ,7© 7 تحتوى على الزمرة الجزئية [(2,1,1,1)] التى رتبتها 4<3<9<5 


و 2 © ,2 © ,7© ,2 تحتوى على الزمرة الجزئية [(1,1,1,1,0)] التى رتبتها 

. 4 <1 

وبالمل لأى رتب أخرى . 

مثال ٠١‏ : فى مثال ۲ من )٩-۱-4(‏ وضح لماذا يمكن الاستغناء عن حساب رتب 

الخمسة عناصر الأخيرة حتى نعبر عن © كحاصل ضرب خارجى مباشر . 

الحسل : رتب العناصر الخمسة الأخيرة لن تضيف شيئا » لأن عدد العناصر التى رتبتها 

4 فى الاحد عشرعنصرا الأولى هو 9 وأكبر عدد من العناصر التى رتبتها 4 فى الزمر 

الإبدالية من الرتبة 16 هو 8 باستثناء الزمرة ,7© ,2 التى تكون بالضرورة متشاكلة 

مع الزمرة المعطاة © . 

مثال ۱۱ : برهن على أن أى زمرة إبدالية ذات رتبة فردية لايمكن أن تحتوى على 

عنصر ذى رتبة زوجية . 

الحسل : سواء كانت الزمرة إبدالية أم كانت غير إبدالية فإنه من النتيجة )1-١١-1١(‏ 

بشقيها ( ١‏ ) ۰ (۲) ينتج أن رتبة أى عنصر فى زمرة تقسم رتبة الزمرة وبالثالى فلا 

يمكن أن ينتمى عنصر ذو رتبة زوجية إلى زمرة ذات رتبة فردية . 

طريقة أخرى: استخدم النظريات: )"-١١-1١(‏ لاجرانج » (۰)۱()۷-۱۱-۱ ,)7-1١-19(‏ 

(۱-۱-۶) (النظرية الأساسية للزمر الإبدالية المنتهية) . 

مثال ۱۷ : لتكن © زمرة إبدالية من الرتبة 9 . ما أكبر عدد من العناصر (فیما عدا 

عنصر الوحدة) التى يجب أن نحسب رتبتها حتى نعين فصل التشاكل ل © ؟ ماذا لو 

كانت رتبة © هی ۱۸ ؟ 

الحل : فصول التشاكل فى حالة الرتبة 9 فصلان : (1) و2 (ب) ,2 © ,2 
۱۸۹ 


ا الواقع إلى معرفة رتب ر عناصر بما فيها عنصر الوحدة (أى رتب ثلاثة 

عناصر باستبعاد عنصر الوحدة). ولبيان ذلك نحسب الرتب فى الحالتين(أ):(ب) للعناصر: 

(1 ) العنصران 6۰3 لهما الرتبة 3 . العنصر 0 له الرتبة1 . باقی العناصر لها الرتبة و9 

(ب) جمیم العناصر لها الرتبة 3 ۰ فیما عدا عنصر الوحدة (0,0) له الرتبة 1 . 

بمعرفة رتب آربعة عناصر بما فیها عنصر الوحدة لدینا الحالات الاتية : 

(۱) لایوجد رتبة 3 على الاطلاق : إذن © من الفصل (1) 

(۲) یوجد ثلائة عناصر من غير الرتبة 3 » عنصر من الرتبة 3 : © من الفصل ( أ ) 

(۲) یوجد عنصران من غير الرتبة 3 » عنصران من الرتبة 3 : 6 من الفصل (۱) 

(4) بوجد عنصر واحد من غير الرتبة 3 ۰ ثلائة عناصر من الرتبة 6:3 من الفصل (ب) 

(۰) جمیع العناصر من الرتبة 3 : © من الفصل (ب) 

قد يحدث أن نکتشف فصل التشاکل بمعرفة عدد من الرتب أقل من 4 (بما فیها رتبة 
عنصر الوحدة) فلذا كان - مثلا- لدینا رتبتان فقط لاتساویان 3 فان © تكون من الفصل 

(أ) ولانحتاج لمعرفة رتبتین أخريين . 

فى حالة الرتب 18 سنکتب فصول التشاکل ل © : فصلان : 

(1) و2 © 27 2 2 وعناصر و2 © ,2 هی : 


1,0),(1,1),...,(1,8( 


عناصر مر التی لها الرتبة 18 ستة عناصر هی 1 


لسر 
2 5 
6 
١‏ |3 
۳ 
سم 
اه ۰ 
0 
اب سم 
جم 
: 5 
ی 
سم 
اه تم 
۳ 
06۱ 5 
۳ 
یم ال 
ام 


والتى لها الرتبة 9 ستة عناصر هی : ۰2 ۰4 ۰8 ۰10 ۰14 16 ؛ 

واللذان لهما الرتبة 6 هما : 3 ۰ 15 ؛ واللذان لهما الرتبة 3 هما : 6 » 12 

والذى له الرتبة 2 هو 9 والذى له الرتبة 1 هو 0 . 

(ب) ,2 © ,2 © ,2= .2 © ,7 وعناصر ,2 © ,2 ورتبها هی : 
ها E‏ ۳۳۱ 


۱۹۰ 





















هت ان افك راك 52 ۳2 افك 
أى أن عدد العناصر التى رتبتها 6 هی ثمانية » وعدد العناصر التى رتبتها 3 هی ثمانية 
وعنصر واحد رتبته اثنان وعنصر واحد رتبته واحد . 

إذا علمنا رتب سبعة عناصر ولم يكن من بينها الرتبة 18 أو الرتبة 9 كانت © لها فصل 
التشاكل ,697 7 .أما إذا ظهرت الرتبة 18أو الرتبة 9 فمعنى هذا أن © لها فصل التشاكل 






7 » أى أننا احتجنا إلى معرفة رتبة ستة عناصر بخلاف رتبة عنصر الوحدة (0,0) . 
وقد يحدث أن نكتشف فصل التشاكل قبل أن نعرف رتبة کل. هذه العناصر إذا ظهرت 
الرتبة 18 أو الرتبة 9 قبل ذلك . 
مثال ١*‏ : لتكن © زمرة إبدالية من الرتبة 16 » بها عنصران © ۰ ۸ بحيث تكون 
+b” ۰00۲4 )0( = 4 = 074)5(‏ 2ه . عين فصل تشاكل © . 
الحسل : © لها فصول التشاكل الآتية : پر › ,شك © ,2 » رك © رك © رما 
© 27 © یم © Z, 91. ٠» Z,‏ 
,© ,2 1(6,آ),(0,0) ٠ ©020,0-4-040,1( ٠‏ (1,0(<)2,0)+(1,0) بينما 
(2,2) = (1,1) + (1,1) (لاحظ أن العملية هی الجمع مقياس 4 ) وبالتالی يكون فصل 
التشاكل للزمرة © هو ,2 © , .1 
مثال ۱4: كم عدد الزمر الإبدالية (بدون حساب الأیزومورفیزمات ء1 !م100۲ ها منا) 
التى من الرتبة 24 ؟ من الرتبة 25 ؟ ومن الرتبة (24()25) ؟ 
الحسل : فصول التشاكل لزمرة إبدالية من الرتبة 24 هی : بر2 › +24 ©,2 » 
© ,2 © ,7. لاحظ أن 1= (3 ,2) #مع ۰ كذلك لاحظ أن ,2 © ,2 2 م92 7Z,‏ 
لأن كلتا الزمرتين تتشاكل مع الزمرة ,2 © ,7© ,2 . إذن هناك 3 زمر إبدالية من 
الرتبة 24 . 


د a I‏ درل ¢ OL;‏ و1 > أى هناك زمرتان 
إبداليتان من الرتبة 25 . 

وبالتالى يكون هناك 6 زمر إبدالية من الرتبة (24()25). [لاحظ أن1 = (25 ,24) (200)]. 
مثال ١15‏ : کم عدد (بدون حساب الأيزومورفيزمات) الزمر الابدالية من الرتبة 107 ؟ 
الحسل : (2°()5) = *10 . فصول التشاكل للزمرة الإبدالية من الرتبة 25 هى : 

بر » و9 مر » OZ,‏ ورك حرط © OZ,‏ رل 0Z, OZ, ٠١‏ ,2 © برة ٠‏ 
و9 ررك © ررق © ,2© ,2 ٠‏ ,7© ,2 © ,72 : أى سبعة فصول تشاكل وبالمثل 
فان فصول التشاكل للزمرة الإبدالية من الرتبة *5 هی : 

وول » OZ, » DOL‏ بل »و9 Z, OZ,‏ < و9 و9 و9 ٠» LZ,‏ 
1 م9 91 ,91 1 ۰ ,692 ,9 م2 : أى سبعة فصول تشاکل ویکون - كما سبق 
فى مثال؛ ۱- هناك 49 = *7 زمرة إبدالية من الرتبة10(بدون حساب الیزومورفیزمات) 
ملحوظة : لاحظ أن 1=( 2,5)ل0ع كما كانت الحال فى مثال ۱۶ 1= (260)24,25. 
ماذا يحدث لو لم يكن القاسم المشترك الأعظم للرتبتین = 1 ؟ 

مثال 15 : اوجد الزمر الجزئية فى .,#التى نتولد من 23 » من 46 ۰ من 8610 . 
الحسل : 1 . إذن الزمرة الجزئية التی تتولد من 23 فى 2 هی 2 نفسها . 
24 . واضح أن الزمرة الجزئية فى هذه الحالة هی 40246810 أى هی [2] 
كذلك الزمرة الجزئية المتولدة من }8,6,10{ هی ]2[ 

مثال ۱۷ : لتكن © زمرة إبدالية لها الرتبة 72 . 

(أ) هل تستطيع القول بعدد الزمر الجزئية من © التى لها الرتبة 8 ؟ ولماذا ؟ 

(ب) هل تستطيع القول بعدد الزمر الجزئية من © التى لها الرتبة 4 ؟ ولماذا ؟ 

الحل : فصول التشاكل ل 6 هی : ورك © 1 2 ,2 » 
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» 2 © ررك‎ OZ, Z, OZ, OZ, OZ, 
TS Z, OZ, OZ, OZ, SZ, 
(أ) نعم نستطيع القول بأن عدد الزمر الجزئية من © التى لها هو الواحد » أى‎ 


زمرة جزئية واحدة نميزها بان رتبة عناصرها تقسم رتبة الزمرة الجزئية أى تقسم 8 . 
فإذا اعتبرنا و2 © ,7= ,7 = © فان الزمرة الجزئية المعنية تكون هی (0) © ,7 
أما إن كانت و2 © ,2 © ,7= ,2 - © فان الزمرة الجزئية المعنية تكون هی 
Z, ®Z, 9 )0(‏ 
آما إن كانت و2 © ,22 © ,2 © ,2 = رر2 = © فان الزمرة الجزئية المعنية تکون هی 
(0) © 27 © ,2 © ,2 
أما إن كانت ,2 © ,2© م9 ,2 - بر7 - © فان الزمرة الجزئية المعنية تكون هی 
SZ, © )0( © )0(‏ 2 
أما إن كانت ,,2 © ,7© ,2 © ,7© ,2 - ,,2 - © فان الزمرة الجزئية المعنية 
تكون هی (0) © (0) © ,2 © ,2 © ,2 
وفى كل الحالات تكون هناك زمرة جزئية واحدة لها الرتبة 8 » كما سبق 
(ب) لانستطيع . فإذا اعتبرنا © هی و787 فإنه توجد زمرة جزئية واحدة رتبتها 4 هى: 
 )0,2,4,6((‏ ۱2 (2,0)) . أما إذا اعتبرنا © هی ,2 © ,2 © ,2 © ,2 ففى هذه 
الحالة توجد سبع زمر جزئية رتبتها 4 هی : 
(O, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (O, 0, 0, 0)},‏ ,)0 ,0 ,0 1)) )1 
,})0 ,0 و0 (O,‏ ,)0 ,1 و0 ,1( ,)0 ,1 ,0 (O,‏ ,)0 ,0 ,0 ,1({ )2 
(O, 1, 1, 0), (O, 0, 0, 0)},‏ ,)0 ,1 و0 ,0( ,)0 ,0 ,1 ,0({ )3 


4) و(‎ 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 1 1, 0), (0, 0, 0, 0)}, 
5) {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 0), (O, 0, 0, 0)}, 


۱۹۳ 





و((0 ,0 ,0 (O,‏ ,)0 ,1 ,1 ,1( ,)0 و1 ,0 ,1( ,)0 ,0 ,1 ,0)) (6 
(O, 0, 0, 0)}‏ ,)0 ,1 ,1 ,1( ,)0 ,0 ,1 ,1( ,)0 ,1 ,0 ,0({ )7 
(ملحوظة : لم نضع وی کر فیما مبق السهولة فی اکتابذ ) 
مثال ۱۸ : ما أقل عدد من العناصر التی تولد ,7© ,2 © ,22 ؟ 
الحسل : 


المجموعة ((1,0,0(,)0,1,0(,)0,0,1)) تولد 2 © ر92 7Z,‏ » وأقل عدد من 
العناصر تولد الزمرة المعطاة هو 3 . 

مثال ۱٩‏ : قرر إذا ما كانت التقریرات الاتية صائبة أم خاطئة : 

(1) كل زمرة إبدالية رتبتها عدد آولی تکون دائرية 

(ب) كل زمرة إبدالية رتبتها قوة (آس) عدد آولی تکون دائرية 

(ج) ,2 تتولد من (4,6) 

(د ) ,2 تتولد من (4,5,6) 

(ه) كل زمرة إيدالية رتبتها تقبل القسمة على5 تحتوى على زمرة جزئية دائرية رتبتهاد 
( و ) كل زمرة إبدالية رتبتها تقبل القسمة علی6 تحتوى على زمرة جزئية دائرية رتبتها6 
الحل : ( أ ) صائب سواء علمنا أن كانت الزمرة إبدالية أو لم نعلم ستكون دائرية 
وبالتالى تكون إبدالية (نظرية (۲-۱۱-۱) (۲)) 

(ب) خاطئ مثال مضاد : ,7© ,2 رتبتها 4 وهی إبدالية » لكنها ليست دائرية . 
(ج) خاطئ ,2 ۶ (0,2,4,6) -[(4,6)] 
( د ) صائب : 1-5-4 وهو مولد ل ,7 


(ه) » ( و ) صائبان 
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تمارین 
(۱) يقال لزمرة © انها زمرة التواع (مامتع 605105) إذا كان کل عنصر من عناصر‌ها 
له رتبة منتهية (05067 00106 . ویقال انها خالية من الالتواء (1566 1025102) إذا كان 
عنصرها المحاید هو الوحید الذی له رتبة منتهية . ۱ 
برهن على أنه فى زمرة ابدالية © مجموعة العناصر التی لها رتب منتهية تکون زمرة 
جزئية من © (تسمی هذه الزمرة الجزئية زمرة الالتواء الجزئية فى © 105105 1۳36) 
subgroup)‏ . 
(۲) برهن على أن [(1,0(,)0,1)) مجموعة مولدة ل م92 7 
(۳) برهن على أن كل زمرة منتهية تكون زمرة التواء » بينما (+,7) خالية من الالتواء 
)٤(‏ اوجد زمرة الالتواء الجزئية من الزمرة 69 ,7 
(5) بدون حساب الأيزومورفيزمات اوجد جميع الزمر الإبدالية من الرتبة 720 
(1) اوجد رتب زمر الالتواء الجزئية فى .2 © .2 © ,م » ,2 © ,2 © ررمة 
(۷) اوجد زمرة الالتواء الجزئية فى الزمرة )2١10[,.(‏ 
(۸) ما أصغر عدد صحيح موجب 7 بحيث توجد زمرتان إبداليتان غير متشاكلتين من 
الرتبة م ؟ 
(9) ما أصغر عدد صحيح موجب + بحيث توجد ثلاث زمر إبدالية غير متشاكلة من 
الرتبة م ؟ 
(۱۰) برهن على أنه توجد زمرتان إبداليتان من الرتبة 108 لكل منهما 13 زمرة جزئية 
بالضبط من الرتبة 3 ۱ 
(۱۱) بدون حساب الأیزومورفیزمات قارن بين عدد الزمر الابدالية من الرتبة +7 بتلك 
التى من الرتبة ۶ إذا كان : 
m=5 p= 2 ( (‏ 
(ب) 2۴ 5=" 
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(ج) ”رع م.» “و =" حيث م. و عددان أوليان مختلفان 


(د) < ۰ و =p‏ حيث مر ۾ عددان أوليان مختلفان 
( هب ) 7= ۰۸ ې ”ردم حیث مء ۾ عددان آولیان مختلفان 
(۱۲) هل تشاکل زمرة تمائلات المستطیل (زمرة کلاین الرباعیة) ,2 أم رم © رم ؟ 


(۱۳) المجموعة (1,9,16,22,29,53,74,79,81) تکون زمرة مع الضرب مقیاس 91 . 
عين فصل التشاکل لها 

(۱۶) عين الاعداد الصحيحة ‏ بحیث تکون الزمر الابدالية من الرتبة # دائرية 

)٠١(‏ عين الاعداد الصحيحة « بحيث تکون الزمر الابدالية من الرتبة ‏ لها آربعة فصول 
تشاکل بالضبط 


(۱۰) لتکن (1,7,17,23,49,55,65,71) =: 6 مع عملية الضرب مقیاس 96 . عبر 
عن © کحاصلی ضرب مباشرین خارجی وداخلی من زمر دائرية 


(۱۷) لتكن (199, 151,153 ,107,143,149 ,99,101 ,93 ,51,57 ,43,49 ,1,7) =6 مع عملية 
الضرب مقياس 200 . عبر عن © كحاصلى ضرب مباشرين خارجى وداخلى من زمر 
دائرية 

(۱۸) المجموعة (1,4,11,14,16,19,26,29,31,34,41,44) =: 6 
تکون زمرة مع عملية الضرب مقیاس 45 . عبر عن 6 کحاصلی ضرب مباشرین 
خارجی وداخلی من زمر دائرية ذات رتب قوی (أسس) أعداد أولية . 

)۱٩(‏ لتکن © زمرة إبدالية من الرتبة 16 . ما آکبر عدد من العناصر (فیما عدا عنصر 
الوحدة) التی تحتاج إلى حساب رتبتها حتی نعین فصل التشاکل ل © . 

(۲۰) فى التمهيدية )5-١-4(‏ برهن على صحة العبارة (*) : " وینتج من مناقشة الرتب 
أن [a]K‏ = 


1 Group Theory فخلوية الزمر‎ 
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۱-۵ ممل زمرة على مجموعه The action of a group on a set‏ 
۱-۱-۰ تعریف : يقال لزمرة © انها تعمل على مجموعة_(5 6 ۾ 02 04 3) اذا كان 
هناك راسم من 05 إلى ؟ (يعبر عنه عادة ب ×ع جا(×,ع)) بحيث إنه لكل 
5 7 ولكل © © روورع : 
(«ديه)رع = (8,8,)X‏ ,3< عه 
(حيث © العنصر المحايد فى ©) 
۲-۱-۰ أمثلة : (يمكن التحقق منها مباشرة) 
مثال ١‏ : الزمرة المتمائلة (,5, =),/ تعمل على المجموعة (2 ,... ,2 ,1) كالآتى : 
(1,2,...,7) ©< م6 , O(x)‏ با (,0) 
مثال ۲ : لتكن © زمرة » 77 زمرة جزئية منها . 7 کزمرة تعمل على € کمجموعة 
کالاتی : ثم جا(×,۸) حیث 77 هو "الضرب" فى ۰.6 یسمی عمل 8 ©/ على 6 
نقلا (آیسر) (عمتاهاعصتا (162)) . وإذا كانت > زمرة جزئية آخری من © ۰ وکانت ؟ 
هی مجموعة جميع المجموعات المشاركة الیسری من © بالنسبة إلى ۸ فان 77 تعمل على 
5 پالنقل : hx‏ جم (h,xK)‏ . 
مثال ۳ : لتكن 727 زمرة جزئية من زمرة © .7 تعمل كزمرة على © كمجموعة كالآتى : 
xh‏ جم (×,۸) . التحقق : 
exe’ = x,‏ جم (e,x)‏ 

(hh, x) 3 با( یا و یدیا‎ 4h,(h,*) 
يسمى هذا العمل تر افقا ب ۸ (۸ رط 002[11826408) » ويسمى العنصر‎ 
))۷-۱-۲( (انظر‎ x )conزugation ترافقا ل (× گە‎ x 
۸۸۸ وإذا كانت × زمرة جزئية من © وكانت 77 2 فإنه من السهل التحقق من أن‎ 
تكون زمرة جزئية من © ومتشاكلة (أيزومورفية) مع کر . ومن ثم فان 77 تعمل على ک‎ 
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مجموعة كل الزمر الجزئية ل © بالترافق ۸٤م‏ جإ(ع,۸) . ويقال إن الزمرة 


۲ ترافق K)‏ ما (to be conjugate‏ 
و کاتت 0 زمرء تعمل علی مجموعة 6 فان. : 
(أ) العلاقة على 5 المعرفة کالاتی : 
"داح »رو ج ار ~ × 
لبعض © عع (© © 2 90806 107) تکون علاقة تكافۇ . 
(ب) لكل 5 عع : 
x}‏ = ع | © {ge‏ = ,6 
زمرة جزئية من © . 
اليرهان : ( أ ) انعكاسية (64162096) ~ > بر - براجت ex=x‏ : 5 6 ۷۲ 
© ع (gx)=g xg‏ و < برع اع ) - ره عر >3 ابر < برع :0 ع 32 ج اءر س بر 
متناظرة (متماثلة منتاه‌صصوو) - ج 
۲( ع رع) > "ع = درو بع : © € رع ر روک > "عر ل XxX ~ xX‏ 
انتقالية(510156مه) - <€ € بورو,"< ع («دع) بو = 
علاقة تكافوٌ (equivalence relation)‏ ~ = 
(ب) ,© ٤ء‏ (العنصر المحايد فى ©) لأن = ×ء أى أن ۵ ± ,0 . ليكن ,0 > ي2,,ع 
ينتج أن : ×= درم ۰ +ع در . وبالتالى فان : ع ع عدرع 
ومن ثم فان : «- به)'يع -<(ه',ع) ۰ © ٤‏ ,و رم وبالتالى فان ,0 © ,8 رع . 
وينتج المطلوب مباشرة . 
4-۱-0 تعريف : فصول التكافؤ (وععععاه ع1"21620ناوه 16) لعلاقة التكافوؤ المعرفة 
فى ("-١-5(‏ أ )) تسمى مسارات © (وازاده) على ؟ ۰ ويشار إلى مسار 3 5 
بالرمز × . وتسمى الزمرة الجزئية ,6 فى "-١-5(‏ (ب)) فى مواطن كثيرة الزمرة 
الجزئية_المثبتة × (د 158 معطو 156) أو زمرة توحید_الخواص ل × 
(The isotropy group of x)‏ أو jjl sa‏ عد (stabilizer of x)‏ . 


۱۹۹ 


ولا كانت الزمرة © تعمل على نفسها بالترافق (000ودازمم» رط) عندئذ يسمى المسار 
ل ۲: © > | ' {gx‏ بفصل التر افق لب (conjugacy class of x) x‏ 
۵-۱-6 أمثلة : إذا كانت الزمرة الجزئية 27 تعمل على الزمرة © بالترافق فإن زمرة 
توحيد الخواص 
H|hh' 2۵ 0:27 x =x}‏ - 87 هی ممركز x‏ في ¥ )1 (centralizer of x in‏ 
(راجع مثال 54 فى أمثلة متنوعة على الباب الأول) وسنشير إليه بالرمز )بر . وإذا 
كانث 6 = # فاننا سنسميه ببساطة ممركز د (04 562211262) وسنشير إليه بالرمز 
)© . وإذا كانت 77 تعمل بالترافق على 5 مجموعة كل الزمر الجزئية ل 6 » عندئذ 
فان الزمرة الجزئية فى 7 المثبتة 5 © وهی بالدقة (< 51/735 | 8 {he‏ هی 
مطبع × فى 2 (7 ¡n‏ £ 0۶ 01126دمه0م) ونشير إليها بالرمز (12) ,7/07 . وإذا كانت 
0 = 4 سنكتب ببساطة 7/0701 (راجع مثال .))1-5-١(‏ وواضح أن كل زمرة جزئية 
× تكون زمرة جزئية طبيعية فى (7/07)16 ١‏ > زمرة جزئية طبيعية فى © إذا كان وفقط 
إذا كان © = Nor(k)‏ . 
۱-۱-۵ نظرية : إذا كانت الزمرة © تعمل على المجموعة ك » عندئذ فان العدد الرئیس 
cardinal number)‏ عط1) لمسار × د ک۶ هو الدليل [ ,6 : ©] . 
البرهان : ليكن 6 © ,عم . لأن : 

gx :و جه برع‎ =x ,0ج ,0 ع الو جه‎ =gG,, 
وينتج أن الراسم المعطى ب ×ع جا ,0ج يكون معرفا جيدا وهو تناظر أحادى من‎ 
مجموعة المجموعات المشاركة ل ,© فى © على المسار (6 عع | «8) =× .ومن‎ 
. × ثم فان [,0:0] يساوى العدد الرئيس‎ 
. 0 نتيجة : لتكن 0 زمرة منتهية » 6 زمرة جزئية من‎ ۷-۱-۰ 
)0( (أ) عدد عناصر فصل الترافق ل +3 © هو [(06:0)0] » الذى يقسم رتبة‎ 


Yo 


(ب) إذا كانت (6 6 ,×),×.,...,× فصول تكافؤ مختلفة ل © » فإننا نحصل على 
المعادلة الاتية التى تسمى معادلة الفصل للزمرة المنتهیة_ 0۶ 2002داو» (The class‏ © 
the finite group G)‏ 


Ord(G)= 9" [G:C(x)] 


۳ 
(جب)عدد الزمر الجزئية من © التی نترافق مع × هو [()0:207] وهو قاسم لرتبة (6) 
البرهان : ( أ ) ۰ (ج) تنتجان مباشرة من النظرية (۲-۱-۰) ونظرية لاجرانج (۱- 
.)"-٠‏ ونظر؟ لأن الترافق هو علاقة تكافؤ على © (نظرية (۲-۱-۰)) فان © تکون 
الاتحاد المنفصل (صمنصدا 41510154 16) لفصول التر افق ,<,..., 5,3 » وباستخدام (1) 


ينتج (ب) 


The Sylow Theorems gl نظریات‎ ۲-۵ 

Cauchy Theorem نظرية کوشی‎ ۱-۲-۰ 

لتكن © زمرة إبدالية منتهية » وليكن م عددا أوليا قاسما لرتبة (6). عندئذ فان 0 تحتوى 

على عنصر رتبته م . 

البرهان : بالاستقراء الرياضى على رتبة (0) . إذا كانت رتبة (0) هی م فان النتيجة 

تنتج مباشرة . إذا لم تكن رتبة (6) هی م فليكن € عر أى عنصر . والآن نعتبر 
الحالتين : 

الحالة الأولى : يوجد عنصر © عر بحيث إن م يقسم رتبة (6 » أى أن 
> ,ام = ()0۳۵ ۰ عندئذ فإن:» = ”يرك ”(#بر) (» العنصر المحايد فى 6) أى 

أنه يوجد عنصر “برح × ورتبته هی م . 

الحالة الثانية : م ليس قاسما لرتبة () حيث ر هو أى عنصر ينتمى إلى © . نكون 
ر > 0 . والآن م قاسم لرتبة (6) » وليس قاسما لرتبة () ونعلم أن رتبة (:ز) تقسم 


رتبة (0). وهذا يستلزم أن : 





Ord(G 
ر ,)۱۹۳م‎ 0۳ > 074)6(  ) (مام ای میقم‎ 


ومن فرض الاستفرام لاریاضی بنئچ آنه بوجد ۶ ی ل 8 بحیت دو 
ای أن : [رژه = 2- ”(2) . 
والان ليكن + = (0۳ ۰ ای أن ©6- "2 وهذا یقتضی أن ج<(2۳) أى أن 
 )2(" - ©‏ ولکن م = (070)2 فهذا یستلزم أن (074)2 = ”| . وهذا تناقض لانه 
من الفرض أن © »ع ر۷ (2ز) 77070 ( رم تعنى م لا يقسم ×) 
أى أن الحالة (2) مستحيلة وبهذا ينتهى البرهان . 
ملحوظة_: الزمرة الجزيئة المتولدة بعنصر رتبته م أيضا لها الرتبة مء أى أن © لها 
زمرة جزئية رتبتها م . 
۲-۲-١‏ ملحوظة : إذا كان 2006© (أى أن ع عنصر من عناصر مركز الزمرة ©) 
فان فصل الترافق ل ع يتكون من ع فقط لأن 0 ۷ ج = "دود . وبالتالى فإنه إذا 
كانت 6 منتهية وكان (7)6 2 فانه من (ه-١-"‏ (1 )) يكون  ]0:660[-1‏ 
ومن ثم فإنه يمكن كتابة معادلة الفصل فى (ه-١-١)‏ كالآتى : 

0۳2) = Ord(Z(G))+ > ]© : ©)([ 
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حیث ((0۱2)0 © ,),7,,...,۳ فصول ترافق مختلفة ل © وکل منها يحقق 
[G:C(x)]>1‏ 

Sylow’s First Theorem نظرية سيلو الاولی‎ ۳-۲-۰ 

لتكن 6 زمرة منتهية بحيث إن 2۳۱0۲66 ۰ 7۳۸00 حيث م عدد أولى » :7 عدد 
صحيح موجب . عندئذ فان © تحتوى على زمر جزئية من الرتب م » م ۰ ...۰ "مر 
البرهان : النظرية تنتج مباشرة إذا كانت رتبة (6) هى م (أى هى زمرة دائرية لها 
الرتبة م ). سنجرى الاستقراء الرياضى على (0/4)6 » ولنفترض أن النظرية متحققة 
لجميع الزمر ‏ التى لها رتبة أصغر من (0۳۵)6 . 


۳۰ 


والآن نعتبر (7)6 : مركز (0) . توجد لدينا حالتان : ((2)60) ۸۲0۳ أو 
p | Ord(Z(G))‏ 

فى الحالة ((0۲)2)0|م : من نظرية كوشى (۱-۲-۰) للزمر الإبدالية يوجد 
(2)6 ع ۰ 6 »© ء بحيث إن ©- ”4 . عندئذ فان [4] = 87 يكون زمرة جزئية 


طبيعية من 0 (لأن (©)2 2426 ) لها الرتبة م » ويكون 


_ Ord(G _. Ord(G 
ord( 0= 7 oc) = 1 5 
ای أن (ع/078)6 | ”م ۰ (م/04)6©/"م . وبتطبيق فرض الاستقراء ينتج أن ب/0‎ 


لها الزمر الجزئية ودع من الرتب م » “مرء ... » '”مء ومن ثم فان 7 » ,كل 
۰ ۰ تكون زمرا جزئية من © لها الرتب مرء ”م » ... » "م علی الترتيب . 
فى الحالة ((2)0) 7/074 : سنكتب معادلة الفصل (۲-۲-0) : 

Ord(G) = Ord(Z(G))+ 5١ Ord(G)/ Ord(C(a)) 


حيث يجرى الجمع على العناصر © › بأخدّ عنصر واحد من كل فصل ترافق ل © 

يتكون من أكثر من عنصر واحد . 

ولأن ((2۲)2)0 ٠‏ ©)04 | › فإنه يوجد عنصر © عه بحيث إن 0076 ۰ 
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((0)2) 0۳2 
ستقراء على (0)0 ينتج أن الزمر الجزئية من (0)0 ذات الرتب م » *مرء ...۰ "م 

هی الزمر المنشودة من © . 

4-5-5 نتيجة : لذا كان (0/4)6 | م حيث © زمرة منتهية » م عدد أولى ۰ فان © 


تسم وهذا یقتضی أن (۳|00 . ولأن ۶0( فانه بتطبیق فرض 


تحتوی على عنصر رتبته م . 
وتکون هذه النتيجة تعمیماً لنظرية کوشی لزمرة منتهية ليست بالضرورة إبدالية . 











۵-۲-۰ تعريف : زمر_سيلو ومبداه»ع ماو : لتكن 6 زمرة منتهية بحيث إن 


©)074| "م ۰ (1074)0””م ۰ حيث م عدد أولى » 7 عدد صحيح موجب . 
عندئذ فان كل زمرة جزئية من © لها الرتبة ”م تسمى زمرة سيلو - م الجزئية من © . 
(Sylow p — subgroup of G)‏ 

٩-۲-۵‏ مثال : فى (=)ر؟ الزمرة الإبدالية على عناصر ثلاثة : تحتوى رگ على 
وأأكذة فقط كز رة اى مدق ت ار رخف ار 
ثلاث زمر سيلو - 2 الجزئية هى: ((2 1) ,© » ((3 1) ,6) » ((3 2) ۵) (© هو 
العنصر المحايد ای الراسم ,,1) . 

۷-۲-۵ تمهيدية : إذا كانت 77 زمرة من الرتبة “م وتعمل على مجموعة منتهية 5 » 
وإذا كانت (28 ۷/۱ {xe S| hx =x‏ = ر5 » عندئذ فان (5()03002) Card )5 ( =Card‏ 
(Card(%): = cardinal number of X)‏ ` 

البرهان : المسار × يتكون بالضبط من عنصر واحد إذا كان وفقط إذا كان وک 6× . 
ومن ثم فان 5 يمكن أن تكتب فى صورة اتحاد منفصل (disjoint union)‏ 
2 ...ل ر× ل نا وگ = ۶ ء حيث 1< () 0070 لجميع : . وبالتالى فان : 
Card(S)=Card(S)+ 6+6۵ +... Card.)‏ . والآن p| Card(¥)‏ 
لجميع 1 لأن 1< ),%( Card) =] H :H, [| Ord (FH) = p" ۰ Card‏ . ومن ثم فان 
Card(S) = Card (S,)(mod p)‏ . 

کر :"را تعنى × يقسم بر 

۸-۲-١‏ تعريف : يقال لزمرة رتبة كل عنصر فيها قوة (= أس) أكبر من أو تساوى 
الصفر لعدد أولى م إنها زمرة - م . (صسوإع -م) . وإذا كانت 77 زمرة جزئية من 
زمرة © » وكانت 77 زمرة-م فإنه يقال إن 7 هی زمرة جزئية - مر من © . - م) 
(6 0۶ «تاممع 505 . وعلی وجه الخصوص فان [2] هی زمرة جزئية - م من 6 لجميع 
الاعداد الاولية مر لأن "م =1= ([0]) 0۲4 . (لاحظ أن ۶ زمرة سيلو-م الجزئية من 
© هی زمرة جزئية - م عظمی من © (أى أن © جا 77 جا ۲ »1 زمرة - 
مع (P=H‏ 
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٩-۲-۵‏ نتيجة : الزمرة المنتهية © تكون زمرة - م إذا كان وفقط إذا كان (074)0 هو 

قوة ( = أس) ل م . 

البرهان : إذا كانت © زمرة - مرء وکان ي عددا أوليا قاسما لرتبة © » فان © یحتوی 

عنصراأ له الرتبة ۾ (نظرية كوشى) . نظرا لأن كل عنصر فى © رتبته قوة ل م فان 

م = ي . وبالتالى فان رتبة (0) تكون قوة من قوى م . العكس هو نتيجة مباشرة من 

نظرية لاجرائج (۲-۱۰-۱) . 

۱۰-۲-۰۶ نظرية : إذا كانت © زمرة لها الرتبة 7۳7 » حيث م عدد أولى » ۸<1 ۰ 

1= (م ged)”,‏ » وکانت 71 زمرة جزئية - رمن 6 فان : 

(1) 3 زمرة سيلو - م الجزئية من © إذا كان وفقط إذا كان "م = (7) 0۳۵ 

(ب) کل ترافق لزمرة سيلو - م الجزئية هو زمرة سيلو - م الجزئية 

(ج) إذا كانت 7 زمرة سیلو- م الجزئية وحيدة فإن 7 تکون زمرة جزئية طبيعية من 6 

اليرهان_: ( أ ) تنتج من نظرية لاجرانج (۳-۱۰-۱) ۰ النتيجية )٩-۲-(‏ » نظرية سيلو 

الوولی (۲-۲-۰) 

(ب) تنتج من التقریر : 711 زمرة جزئية من © ك "م77 زمرة جزئية من © لجمیع 

© عه ونگون متشاكلة مع 111 »من (۱) 

(ج) تننتج من (ب) . 

ولدينا عكس الجزء (ب) من النظرية السابقة مباشرة )٠١-۲-٠١(‏ : 

Second Sylow Theorem نظرية سيلؤ الثانية‎ ۱۱-۲-۰۵ 

إذا كانت 7/ زمرة جزئية - م من زمرة منتهية 6» ولتكن ۶ أية زمرة سيلو - م الجزئية 

من © ۰ عندئذ فإنه يوجد 6 × بحيث ان ×۲× ج11 (17 زمرة جزئية من ا«طير) 

وعلى وجه الخصوص فإن أى زمرتين سيلو - م جزئيتين من © تكونان مترافقتين . 

البرهان : لتكن 5 مجموعة المجموعات المشاركة اليسرى من © بالنسبة إلى 7 » ولتكن 

7 تعمل على 5 بالنقل (الأيسر)(20512808 (168)). عندئذ فإنه من التمهيدية (۷-۲-۰) 
(م Card )5,( = Card(S) = [G : P](mod‏ 





CS 500‏ ین اومن قري AR‏ 
))"-٠‏ » وبالتالى فان 0 ± (5) 0674 » ويوجد وگ € ۲× . 


۳ و5 ع‎ © | = xP Vhe H 


HL-yxPx"‏ هج مسارم xhxP=P Vhe H 4 x"‏ جه 
وإذا كانت 77 زمرة سيلو - م الجزئية فان : )1 0rd (xx‏ = (ط) Ord (H) = Ord‏ 
ومن ثم فإن : H=xPx'‏ 
۱۲۲-۰ نظرية سيلو الثالثة Third Sylow Theorem‏ 
إذا كانت © زمرة منتهية » وکان م عددا أوليا » عندئذ فان عدد زمر سیلو- م الجزئية 
من © یقسم رتبة (0) » ویکون على الصورة 1 + م حیث 0 < ۸ 
البرهان : من نظرية سيلو الثانية یکون عدد زمر سیلو- م الجزئية هو عدد الترافقات 
(ugatesزnده)‏ لاية واحدة منها » ولتکن 7 . ولکن هذا العدد هو [(27/07)85 :0] وهو قاسم 
لرتبة (6) من (۷-۱-۰). لتکن 6 مجموعة كل زمر سيلو - م الجزئية من © . ولتکن 
ص تعمل على ؟ بالترافق . عندئذ فان ,$ ©٤‏ إذا كان وفقط إذا كان 0 < :2 لجمیع 
صر ع . الشرط الاخیر یتحقق إذا كان وفقط إذا كان ()۷0۲---۲ . کلتا ۰ 0 
زمرتا سيلو - م الجزئیتان من © ومن ثم من (7/07)0 ومن ثم فهما تترافقان فى 
(۷۰۳)۵ . لكن لأن © زمرة جزئية طبيعية فى (7/07)0 ۰ يحدث هذا فقط إذا كان 
5 = © . وبالتالى فان (8) = رگ ومن التمهيدية (۷-۲-۰) يكون 
(م Card )5( = Card (5S, ) = 1(mod‏ . ومن ثم فان 1+ kp‏ = (۵) ۵۲۵ . 
٠۳-۲-٥‏ أمثلة محلولة : 
مثال ١‏ : برهن على أن (7)6 مركز زمرة - م المنتهية غير التافهة يحتوى على أكثر 
من عنصر واحد . 
اليرهان : نعتبر معادلة الفصل ل © فى (۲-۲-۰) : 


Ord(G) = Ord(Z(G)) + 3 ]© : ©):([ 











ونظر؟ لأن كل ۰]0:0([<1 ويقسم "م = (072)0 (1<) فان م تقسم كل [(:0:00] » 
ونقسم (0۳)0 ومن ثم فان م تقسم ((©)074)2 . ونظرا لأن 1< ((070)27)6 فان 


(2)6 يحتوى على أزيد من عنصر . 


مثال ۲ : إذا كانت 77 زمرة جزئية - م من زمرة منتهية 0 ۰ عندئذ فان 
(م ](mod‏ 8 : 216 [8 : ( )۱۸۷۵۳ 
البرهان : لتكن 5 هی مجموعة المجموعات المشاركة اليسرى من 6 بالنسبة إلى 5اء 
ولتكن 77 تعمل على 5 بالنقل (الأيسر) . عندئذ فإن [77 : ©] = (0©70)5 . كذلك فان : 
hxH < 7 Vhe H‏ جه ,5 xH e‏ 
H VheH‏ ع :۱۱۵ جه x hxH =H VheH‏ جه 
=H‏ ار © 7 د ار جه 
Nor(H)‏ عع جه 
ومن ثم فان (,07)5) هو عدد المجموعات المشاركة 7د حيث (۷0۳)7 ۲ » أى 
أن 21 : Crd )۵,( = ] Nor) E)‏ . ومن التمهيدية )۷-۲-١(‏ ينتج أن 
(م [Nor(H) : H]= Card )5,( = Card (S)(mod p) = [G : H](mod‏ 
مثال ۴ : إذا كانت 77 زمرة جزئية - م من زمرة منتهية 0 بحيث إن م تقسم [2 : 6] » 
فان H‏ ع Nor(H)‏ 
البر هان : لدينا ( 6200[ : )71 0=]G:H[=]N0r)‏ . من حيث إن م تقسم [2 : ©] » 
ولأن ۷۵۳)۳(:2۲[<1] فان [Nor(H): H]>1‏ . وبالتالى فان : 2 # Nor(H)‏ 
مثال ؛ : حدد إذا ما كانت التقريرات الآتية صحيحة أو خاطئة : 
(أ) كل زمرتى سيلو - م الجزئيتين من زمرة منتهية تكونان مترافقتين (246عازدمه) 
(ب) كل زمرة ذات الرتبة 15 تحتوى على زمرة سيلو - 5 الجزئية الوحيدة 
(ج) كل زمرة سيلو - و CT‏ رتبتها قوة (أس) ل م 


1 ل ۱[ الجزئية الوحيدة لكل عدد 
آولی م یقسم رتبة الزمرة © 
(ه) کل زمرة جزئية - م من زمرة منتهية تکون زمرة سيلو - م الجزئية 
ما ی ا ی 
( ز ) عناصر المرکز فى زمرة منتهية تکون مترافقة (16معدازدهه) 
( ح ) مبدأ فصل الترافق معرف فقط على الزمر المنتهية ." 
الحل : ( أ ) صحیح. (ب) صحيح (ج) صحیح 
(ه) خطأ (و )خطا (ز ) خطاً 
مثال 5 : اوجد فصل الترافق لأى عنصر فى زمرة إبدالية © . 
الحل : فى أية زمرة إبدالية : 
xax = xx la = ea = a‏ 
إذن فصل التر افق لعنصر هو المجموعة المكونة من العنصر فقط : 
{xax | xe G} = {a}‏ 
مثال 1 : حقق نظرية سيلو الثالثة حيث 2 = مء بالنسبة إلى وگ . 
الحل : رتبة وى هى6 . زمر سيلو - 2 الجزئية من وى هی : 
((2 1),©) » ((13),©) ۰ [((6,)23) حيث ء هو العنصر المحايد . 
عدد هذه الزمر 3 ۰ ويكون على الصورة 1 + 2 » أى 1 + ۸2 حيث 1 -] » وكذلك 3 
يقسم 6 (هى رتبة و5) . 
مثال ۷ : اوجد رتبة زمرة سيلو - 3 الجزئية من زمرة رتبتها 12 . 
الحسل : '4.3 = 12 . وبالتالى تكون رتبة زمرة سيلو - 3 الجزئية هی 3 . 
مثال ۸ : اوجد رتبة زمرة سيلو - 3 الجزئية من زمرة رتبتها 54 
الحل : *2.3 = 54 وبالتالى تكون رتبة زمرة سيلو- 3 الجزئية هی *3 أى 27 . 
مثال_٩‏ : اوجد العدد المحتمل لزمر سيلو - 2 الجزئية من زمرة رتبتها 24 


۳۰۸ 





الحل : عدد الزمر قاسم لرتبة الزمرة 4 ۰ وكذلك يكون على الصورة 
N ۰1+:‏ عم وبهذا يكون العدد اما 1 بأخذ 0 =۸ أو 3 بأخذ ۸=1 . 
مثال ٠١‏ : اوجد العدد المحتمل لزمر سيلو - 3 الجزئية ولزمر سيلو - 5 الجزئية من 


زمرة رتبتها 255 . 
الحل:(17) (5) (3) = 255 . العدد المحتمل لزمر سيلو- 3 الجزئية يكون قاسما ل255 
وكذلك يكون على الصورة 3۸ + 1 حيث 11©/ . ومن ثم فان العدد يكون 1 بأخذ 0 = ۾ 
أو 85 باخذ 1-28 . ۱ 

العدد المحتمل لزمر سيلو - 5 الجزئية یکون کذلك قاسماً ل 255 ویکون على الصورة 
5# + 1 حيث N‏ > ۲ . وبالتالی فان العدد يكون 1 باخذ ۸-0 أو 51 باخذ 10 -2 . 
مثال ١١‏ : ما آکبر عدد محتمل من فصول الترافق فى زمرة رتبتها 215 ؟ 

الحسل : آکبر عدد محتمل هو 215 لان الزمرة ربما تکون إبدالية ! 

من مثال © یکون کل فصل ترافق لعنصر يتكون من العنصر نفسه فقط . 

مثال ۱۲ : إذا كان 7" -(074)0 حیث © زمرة » ۰۳2۵1 7 › وکانت ۲ 
زمرة سیلو- م الجزئية من © » وکانت 77 زمرة - م بحیث إن © ح 2177 فبرهن 
على أن م - ير 

البرهان : من حيث إن 8 زمرة - م فان 0 </,/م < (7) 070 ۰ ومن نظرية 
لاجرانج (۲-۱۰-۱) ينتج أن 7557# | . ومن حيث إن ٣م‏ ينتج أن "م | و 
وبالتالى يكون >r‏ ¦ . ولكن 7 ۳ ۰ مر<(۲۵)۳ (لأن م زمرة سيلو - م الجزئية 
من 0) فينتج أن 'م| "ب أى أن > . ومن ثم فان ؛ = 7 ويكون (4)۶(=04)1 0 
ومن ثم فان ۸٣]‏ =۶ . 

مثال ۱۳ : إذا كانت © زمرة رتبتها “م » حيث م عدد أولى » فبرهن على أن © إبدالية. 
البرهان : ليكن (2)0 هو مركز © . واضح أن © زمرة - م المنتهية غير التافهة (رتبة 
أى عنصر فى زمرة يكون قاسما لرتبة الزمرة من نظرية لاجرانج (۳-۱۰-۱)) . ومن 
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مثال ١‏ فى (۱۳-۲-۰) يكون (7)6 محتويا على أكثر من عنصر واحد . والآن إذا كان 
© = (2)0 تكون © زمرة إبدالية . أما إذا كان 260 فإنم -((©)0724)2 (لأن Z)6(‏ 
زمرة جزئية (طبيعية) من © وحسب نظرية لاجرانج) وبالتالى يكون - »049 » 
ومن ثم تكون 8 زمرة دائرية ١-1‏ ۷-۱( )۲( ومن مثال ۰۰ من أمثلة متنوعة 
على الباب الأول ينتج أن © إبدالية . 

مثال ١4‏ : إذا كانت © زمرة غير إبدالية ورتبتها م » حيث م عدد أولى » فبرهن على 
أن Ord(Z(@) =p‏ . 

البرهان : © كما سبق فى مثال ۱۳ السابق مباشرة زمرة - م المنتهية غير التافهة فمن 
مثال ١‏ فى (۱۳-۲-۰) يكون (7)0 محتويا على أزيد من عنصر واحد. كذلك فان 


€ + (2)0 لأن © غير إبدالية . والآن إذا كان ”م = ((0”4)2)6 فإنه ينتج من نظرية 
لاجرانج (۳-۱۰-۱) أن 2( )07 ومن (۷-۱۱-۱) (۲) ينتج أن © 


دائرية وبالتالی تکون ابدالية . وهذا نتاقض. إذن م = ((©)070)2 

مثال ۱۵ : برهن على أن أية زمرة رتبتها 15 لایمکن أن تكون بسيطة (16مصنأة) 
(بسيطة أى لاتحتوى على زمرة جزئية طبيعية غير تافهة أى فعلية) 

البرهان : لتكن © زمرة رتبتها 15 . نحن ندعى أن © تحتوى على زمرة جزئية طبيعية 
من الرتبة 5 (رتبة الزمرة الجزئية قاسم لرتبة الزمرة من نظرية لاجرانج). من نظرية 
سيلو الأولى (75-5-) © تحتوى على الأقل على زمرة جزئية من رتبة 5 وعدد هذه 
الزمر الجزئية يطابق 1 مقياس 5 

modulo 5(‏ 1 ما )congruent‏ (نظرية سيلو الثالثة) . 

ونظرا لأن1 ۰ 6 » 11 هی فقط الأعداد التى تقل عن 15 وتكون مطابقة ل 1 مقياس 5 › 
ونظرا لأن 1 فقط من بين هذه الأعداد الثلاثة الذى يكون قاسما لرتبة © وهی 15 » فاننا 


نجزم بأن © لها بالضبط زمرة جزئية واحدة من الرتبة 5 . ولكن لكل 6 عه يرسم 
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الأوتومورفيزم الداخلى ,© (انظر (۷-۳-۱)) عناصر © كالآتى : 
© ۷ ۰ وعلی وجه الخصوص يرسم 77 على (0اهه) الزمرة الجزئية :6774 وتكون 
رتبتها 5. ولان © تحتوى على زمرة جزئية وحيدة ذات الرتبة 5 فان 7 = 2771 لجميع 
0 . أى أن 77 زمرة جزئية طبيعية غير تافهة فى . ومن ثم فان © ليست بسيطة . 
مثال :١7‏ برهن على أن أية زمرة غير دائرية © من الرتبة 21 تحتوى على 14 عنصرا 
من الرتبة 3 . 

البرهان : 21-73 . من نظرية سيلو الأولى تحتوى © على زمرة جزئية واحدة 
على الأقل من الرتبة 3 » زمرة جزئية واحدة على الأقل من الرتبة 7 . وعدد الزمر 
الجزئية من الرتبة 3 يحقق 1 + 3۸ وهو قاسم لرتبة © (نظرية سيلو الثالثة) . وبالتالى 
فإن عدد الزمر الجزئية من الرتبة 3 يكون 7. وواضح أن الزمر الجزئية دائرية -١(‏ 
۷-۱) كذلك من (۱۱-۱۱-۱) کل زمرة تحتوى على مولدين أى أن © تحتوى على 14 
عنصرآ من الرتبة 3 . 

مثال ۱۷ : لتكن © زمرة رتبتها 60 . إذا كانت زمرة سيلو - 3 الجزئية طبيعية فبرهن 
على أن زمرة سيلو - 5 الجزئية طبيعية كذلك . 

اليرهان : لتكن 34 زمرة سيلو - 3 الجزئية » ولتكن © محتوية على زمر سيلو - 5 
الجزئية غير الطبيعية وهی ,۰۸۷ ... (لماذا أكثر من واحدة ؟) . عدد هذه الزمر يقسم 60 
(رتبة ©) وكذلك يحقق 5۸ + 1 » ولأنه توجد أكثر من زمرة سيلو- 5 الجزئية غير 
EET‏ ی RES‏ هدم الوم 
الجزئية تحتوى على 4×6 أى 24 عنصر؟ من الرتبة 5 (۱۱-۱۱-۱) . لاحظ كذلك أن 
٠» MN‏ ۸۷ ۰ ... » ۸۷6 كلها زمر جزئية من © ((۲-۸-۱) النظرية الأولى 
للایزومورفیزم) ورتبتها جمبعا 15 وبهذا تكون دائرية (لماذا ؟) ومن ثم فان كل واحدة 
منها لها 8 مولدات (۱۱-۱۱-۱) أى أنه يوجد كذلك 48 = 8×6 عنصرا من الرتبة 15. 


أى لدينا 72 عنصرا من الرتبة 5 » الرتبة 15 بينما الزمرة من الرتبة 60 . تناقض . 


۲1١ 


مكل 1۸ : بذا کان مر عدد؟ أزليا فین اية زمرة من الرتبة م2 تحتوی علی زمرة جزئية 
طبيعية من الرتبة م . 
البرهان_: وجود هذه الزمرة الجزئية مضمون من نظرية سيلو الأولی . ودلیل هذه الزمرة 
الجزئية = 2 فینتج من مثال ۳۹ من أمثلة على الباب الأول المطلوب مباشرة . 
مثال ١9‏ : برهن على أنه إذا كانت © زمرة لها الرتبة وم حیث مرء و عددان آولیان » 
4 > م » م لاتقسم 1 - 4 » فان © تكون دائرية . وعلى وجه الخصوص تكون © 
متشاكلة مع پر .7 . 
البرهان : لتكن 2 زمرة سيلو - م الجزئية من © ۰ 12 زمرة سيلو - © الجزئية من © . 
من نظرية سيلو الثالثة يكون عدد زمر سيلو- م الجزئية من © ٠»‏ وليكن م# على الشكل 
با + 1 ۰ ويقسم وم . ومن ثم فإن 1ح ب/+1 أو مع م +1 أو 2 - +1 أو 
م = 1+0 . من هذا ولان 1- | م ينتج أن 0 = ۸ » وبالتالى فان 77 هی زمرة 
سيلو - م الجزئية الوحيدة فى © . 
وبالمثل فان × هی زمرة سيلو - ۾ الوحيدة فى 6 . ومن ثم فان 7 » 2 تكونان زمرتين 
جزئيتين طبيعيتين من © (انظر مثال ۲۳) والان ليكن [×] = 2 ۰ [بز] = K‏ ( لاحظ 
أن 77 ۰ ۸ دائريتان) وسنبرهن على أن © دائرية . ويكفى لهذا أن نبرهن على أن × › ر 
يتبادلان (عتتمتطامه)ء وعندئذ فان وم = (بز) 074)(0704 = (بود) 0724 أى أن «ود 
يولد © أى أن © دائرية . والآن لاحظ أنه لش 77 » × طبيعيتان فان : 
Ky =K‏ ء بز(" بر )> ود xy‏ 

xy = x (yxy)e ۱۳۱] = 7‏ یزار ۱ 
وهكذا فان ع) = 7 £ > بود" ر' × » ومن ثم فان رر = بود . 
نهاية البرهان . 
مثال ۲۰ : إذا كانت هناك زمرة رتبتها ”م » حيث م عدد أولى » وكانت تحتوى على 
زمرة جزئية وحيدة لكل رتبة م » “مء ... » “م فبرهن على أن الزمرة دائرية . 


1۲ 


البرهان : لتكن 0 الزمرة التى رتبتها د ل 
سيلو الأولى تحتوى 11 على زمر جزئية من الرتب مء ”مء ... » ”م . ونظرا لأن كل 
هذه الزمر الجزئية هی زمر جزئية فى © كذلك » فإنه ينتج أن جميع الزمر الجزئية 
الفعلية (أى غير التافهة) فى © تكون محتواة فى 27 . والآن إذا كان 87 © 2 › © ع » › 
فان رتبة ۾ يجب أن تكون ”م » والا ولد © زمرة جزئية × رتبتها أقل من "م . وهذا 
يعنى أن 78 عه » نظرا لأن 016/7 . وهكذا فان رتبة © هی "م ومن ثم فان 6 
تكون زمرة دائرية متولدة ب © . 

مثال ۲۱ : إذا كانت 77 زمرة جزئية طبيعية من زمرة منتهية © رتبتها ”م »م عدد 
أولى »1 = (و,ص)» وكان دليل 27 فى © ليس بينه وبين م قواسم مشتركة عدا الواحد » 
عندئذ فان 77 تحتوى على كل زمرة سيلو - م الجزئية من © . 

البرهان : لدينا و"م = (0۳2)0 حيث 1 = (و,م) (= القاسم المشترك الأعظم بين م » و 
Ord(G)‏ 
Ord(H)‏ 
و "م = 070 حيث 1 = (رورم) . من نظرية سيلو الأولى تحتوى 77 على زمرة 
سيلو - م الجزئية ۸ حيث ”م -()074» × تكون أيضا زمرة سيلو - م الجزئية من 0. 
ولتكن £ زمرة سيلو - م الجزئية الأخرى من © . عندئذ فإنه من نظرية سيلو الثانية 
يكون هناك 6 © بحيث إن : 


هو الواحد). ونظرا لأن -[77: 0] ۰ ولیس بينه وبين م قواسم مشتركة فان 


K, = قل اتلد لوا‎ ) ۲۲ ٩6 jJ) 

ومن ثم فان جمیع زمر سيلو - م الجزئية من 6 تكون محتواة فى 7 . 

مثال ۲۲ : ليكن 4 قاسما لرتبة زمرة إبدالية منتهية © هی « . عندئذ فان © تحتوى على 
زمرة جزئية لها الرتبة 4 . 

البرهان : إذا كان pp...‏ = م » فان 

6 < مرك‎ OZ a ©... © م‎ )۱-۱-۶( 


1۳ 


وليكن pe‏ م =4 . من نظرية سيلو الأولى تحتوی . 2 على زمرة جزئية , 
1 » وعندئذ فان : 

پر 9۰۰97 م92 بر H =Z‏ 
وهی زمرة جزئية رتبتها 4 . (قارن مع نظرية کوشی (۱-۲-۰)) 
مثال 1۲ : برهن على أن زمرة سيلو - م الجزئية من زمرة منتهية © تکون وحيدة إذا 
كانت وفقط إذا كانت طبيعية . 
الیرهان : لتكن 77 زمرة سيلو - م الجزئية طبيعية فى الزمرة المنتهية © . ولنکن × 
زمرة سيلو - م الجزئية الأخرى فى © . من نظرية سيلو الثانية یکون 7 ۰ > 
مترافقتین» أى أنه يوجد © © بحيث إن : "بر = ۸K‏ . ولکن 7 طبيعية فى © يستلزم 
أنه لكل © © : ×× = 87 . وينتج مباشرة أن 77-1 . 
والآن لتكن 77 وحيدة والمطلوب إثبات أنها طبيعية . من حيث إن لكل © ©2 : 
Ord )(‏ = ( )0۲۵ ينتج أن ×× زمرة سيلو - م الجزئية من © » ولا 77 
زمرة سيلو - م الجزئية الوحيدة فینتج أن 8 = "×× : © ©« أى أن 127 طبيعية . 
(انظر مثالى ۰۱۷ ۱٩‏ السابقين) 
مثال 4 ۲:برهن على أن أى زمرة من الرتبة105تحتوى على زمرة جزئية من الرتبة 35. 
البرهان : من نظرية سيلو الثالثة عدد زمر سيلو - 7 الجزئية من © يقسم 105 » ويكون 
علی الصورة 0 < ,1+77 وبالتالی فهو اما آن یکون 1 او یکون 15 . کذلك کون 
عدد زمر سيلو - 5 الجزئية من 6 يقسم 105 ویکون على الصورة 0 < ,5 +1 ۰ 
وبالتالی فانه یکون 1 أو 21 . وبحساب عدد العناصر یتضح أنه لابد أن یکون أحد عددی 
زمرتی سيلو 5 » 7 السابقتین هو 1 » أو أن یکون كلا العددین هو 1 . ومن مثال ۲۳ 
السابق مباشرة نعلم أن زمرة سيلو - م الجزئية الوحيدة من زمرة منتهية تکون طبيعية . 
أى أن احدی الزمرتین على الأقل طبيعية . ومن برهان النظرية الأولى للایزومورفیزم 


1٤ 





(۲-۸-۱) نعلم أنه إذا كانت ل زمرة جزئية من زمرة © ۰ وكانت ۸۷ زمرة جزئية 
طبيعية من © فان (77 17,7 | 121 -: UN‏ تكون زمرة جزئية من © . وبالتالى 
فإنه يكون لدينا زمرة جزئية من الزمرة التى رتبتها 105 ۰ وتكون رتبة هذه الزمرة 
الجزئية هی 35 = (5()7) . 

مثال 5؟ : لتكن 77 زمرة - م الجزئية من © . عندئذ فان © ع ,۱۳ج تكون كذلك 
زمرة - م الجزئية من © . 

البرهان : لیکن ٣م‏ ,0 < 7,7 ”م = (©) 074 ( ۸م أى أن م ليس قاسما ل «). 
عندئذ فان "م = (207)787) . لکن (7) 074 = ( Hg‏ ع) 070 (لماذا ؟) ومن ثم فإنه 
إذا كانت جع زمرة جزئية من © فإنها تكون كذلك زمرة - م الجزئية من © . 
م زمرة جزئية من © لأنها أولا غير خالية إذ تحتوى على الأقل على © (العنصر 
المحايد فى «(G‏ 

ثانيا : إذا كان 1g‏ ع € ور ع ,1,2 ؟ فان : 

)١-4-١( ومن‎ . g'hg(g (۲ = 2 88 1 و ء و 2 = ع‎ "Hg 
. ينتج المطلوب مباشرة‎ 


۳۱۵6 


)۱( ی یه أنها جميعا مترافقة (246ع1ازدمه) 
(لاحظ آنها جمیعا فى ,4 » وعددها یحقق 1 مقیاس 3 ) 

(۲) اعتبر الزمرة الثمانية (مثال»؛ من أمثلة متنوعة على الباب الأول) (هذه فى الواقع 
هی +2 . انظر مثال 48 من أمثلة متنوعة على الباب الأول). 
(1) لوجد تحلیل" ب إلى فصول ترافق . 

(ب) اکتب معادلة الفصل ل ب( . 

(۳) اوجد زمرتی سيلو - 2 الجزئیتین من بک وبرهن على آنهما مترافقتان 

)٤(‏ إذا كانت 727 مجموعة جزئية من زمرة منتهية © ۰ وکانت © > ج فبرهن على أن 
عدد عناصر 7 = عدد عناصر لاو حیث Hg = {g "hg | he HH}‏ و 

() اوجد فصول الترافق فى و5 » ومن ثم اکتب معادلة الفصل 

(7) فى وك هناك ثلاث زمر سيلو - 2 الجزئية . حقق أن أى اثنتين منها یمکن الحصول 
علیهما من الثالثة بالترافق ۱ 

(۷) لتکن © زمرة » × مجموعة غير خالية 

(أ ) إذا كانت 7 عملية من © على × (أى أن © تعمل على × - انظر التعریف 
(۱-۰-(۱)) فإنه لكل € عه يكون الراسم 


4 
x 7)0,2(‏ 
تناظرا أحاديا » ویکون الر اسم : 
۱ 60-60 
(انظر مثال ۳ من أمثلة (2-۲-۱)) 210 
abt,‏ 


هومومورفيزم زمر . 


(ب) إذا كان (×)7 ج 0 :م هومومورفيزم زمر فان الراسم : 


۳۹ 


(0)2()3 ج (a,x)‏ 
يكون عملية من © على × . 
(۸) اعرض زمرة سيلو - 2 جزئية من وى وصف تشاكلا (أيزومورفيزما) منها مع ب2 
)٩(‏ برهن على أن الترافق علاقة تكافؤ على مجموعة 
(۱۰) لتكن © زمرة رتبتها 168 . إذا كانت 0 تحتوى على أكثر من زمرة سيلو - 7 
الجزئية فكم بالضبط تحتوى من تلك الزمر ؟ 
(۱۱) برهن على أن أية زمرة رتبتها 56 تحتوى على زمرة جزئية طبيعية غير تافهة 
(۱۲) کم عدد زمر سيلو - 5 الجزئية من 55 ؟ اذكر اثنتين منها 
(۱۳) إذا كانت © زمرة غير دائرية رتبتها 21 فكم عدد زمر سيلو - 3 الجزئية من © ؟ 
(۱5) برهن على أن جميع زمر سيلو - م الجزئية من زمرة منتهية تكون متشاكلة 
(أيزومورفية) 
)٠١(‏ برهن على أنه إذا كان م عددا أوليا » وكان كل عنصر فى زمرة منتهية ذا رتبة 
هی قوة (أس) من قوى م فان رتبة © تكون كذلك قوة من قوى مر 
)١١(‏ لتكن 7 زمرة جزئية طبيعية من زمرة © . برهن على أن 77 هی اتحاد فصول 
الترافق لعناصر 7. هل يتحقق هذا كذلك إذا لم تكن 87 طبيعية فى 6 ؟ 
کش هه سرت سيلو 9 ال تة نرق ۲6 انكر مسا سنا 
(۱۸) اوجد جميع زمر سيلو - 3 الجزئية من بک وبرهن على أنها جميعا مترافقة 
(٩۱)لتکن‏ © زمرة على مجموعة ×. وليكن × ع4 . تذكر أن مثيت(0) (111260طةاة) هو 


. 0 برهن على أن (۾)طماء زمرة جزئية من‎ . ءtaط)۾(‎ = {e © | (a) = a} 


۳۷ 
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1 Group Theory خخلوية الزمر‎ 
-- 








المتسلسلات الطبيكية 
ومتسلسلات ال کیب والزمر القابلة للحل 


Normal Series, Composition Series and Solvable Groups 





١-1‏ المتسلسلات الطبيعية ومتسلسلات التركيب 
1-1-5 تعريف : المتسلسلة الطبيعية لزمرة 6 هی متوالية منتهية (,0 ,..., 6 ,ر©) 
من الزمر بحيث يكون © = 6 ...> ,6 > 6 > ,6 = (6) » حيث © هو عنصر © 
المحايد »> 6 4 27 تعنى 2 زمرة جزئية طبيعية من © . وواضح أن كل زمرة لها 
متسلسلة طبيعية (6 ,(6)) 
وواضح كذلك أنه إذا كانت (,6,,...,6 ,6) متسلسلة طبيعية فان هذا يعنى وجود سلسلة 
(متهطء) متصاعدة (ع0128مء356) من الزمر الجزئية : 

{4=G CG COG, ۰. 06 - ©‏ 
۲-۱-۲ تعریف_: يقال إن متسلسلتین طبيعيتين لزمرة € (,,.,0,0) > 
(0و...ی0,0) متکافنتان (اععآه/نتاهع) وسنکتب (7) ...م0 ورتک) - ).6 (G,,G,,...,‏ 


إذا كان 7 < و » بوجد 35 ع ,0 (تبديلة من الزمرة المتمائلة من الرتبة #) بحیث یکون : 


۱ 7 6 2 
م > > 1 5 / ات 
Ge‏ 6 


۲-۱-۲ ملحوظة :" - "هى علاقة تكافؤ على مجموعة المتسلسلات الطبيعية لزمرة 0. 
٤-١-١‏ تعريف : يقال لزمرة جزئية طبيعية 7 فى زمرة © إنها عظمى (اجصن×هم) إذا 
كانت 6 + ٣7‏ » ولا يوجد زمرة جزئية طبيعية ‏ بحيث يكون 
© 1 82 
ع 

5-1-5 أمثلة : )١(‏ فى الزمرة 72 : لكل عدد أولى 1 © م : 7م زمرة جزئية 
طبيعية عظمى » ولا توجد فى 7 زمر جزئية طبيعية عظمى أخرى . 

(۲) فى (1-),3: الزمرة الجزئية الطبيعية غير التافهة الوحيدة هی ((2 3 3(,)1 2 1©)1. 
(حيث + العنصر المحايد) » وهی عظمى (انظر مثال ٩‏ من أمثلة متنوعة على المفاهيم 


الأساسية) 


۳۲۰ 


(القسم الأول نظری الزمر ۲۳601۷ ۲۵۱۱ 
(۳) الزمرة ,4 » زمرة التبدیلات الزوجية زمرة جزئية طبيعية وهی عظمی . 

5-1-5 تعریف : يقال لزمرة انها بسيطة (16م510) إذا لم تحتو من الزمر الطبيعية الا 
التافهة . 
۷-١-١‏ تمهيدية : إذا كانت 7 زمرة جزئية طبيعية فعلية (مضبوطة) من © (أى 77 








زمرة جزئية من © ولاتساوی ©) فان © تکون بسيطة إذا كانت وفقط إذا كانت 7 
زمرة جزئية طبيعية عظمی من 6. 
البرهان : هذا ينتج مباشرة من تعریف الزمرة الجزئية الطبيعية العظمی ومن ملاحظة أنه 
إذا كانت 2 الزمرة العاملة ل © فان أية زمرة جزئية من 2 سیکون لها الشکل 
ب/17 ۰ حيث 7 زمرة جزئية من © تحتوى على × ؛ و م زمرة جزئية طبيعية 
من إذا كانت وفقط إذا كانت ٨1‏ زمرة جزئية طبيعية من 0 . 
/K‏ ° 
۸-۱-۰ تمهيدية : إذا كانت 7 » × زمرتين جزئيتين طبيعيتين عظميين مختلفتين من 
زمرة 6 » فان > 77 زمرة جزئية طبيعية عظمى من 77 ومن > . 
البرهان : من (۲-۸-۱) النظرية الأولى للأيزومورفيزم ے۳۸ = ریم ٣‏ والآن 
من مثال ٤١‏ (أمثلة متنوعة على الباب الأول) 7 زمرة جزئية طبيعية من © . والآن 
HK‏ ح 1 , × زمرة جزئية عظمى من © فینتج أن 1 = 587 أو © = 7/6 . لیکن 
HK -‏ . هذا يستلزم أن × > 7 . ولكن 77 زمرة جزئية عظمى من © فينتج أن 
- 8# أو أن © = × . كلاهما مرفوض لأنه یتناقض مع الفرض . ومن ثم فان 4۸ 
©. وبالتالى فإن : 
6 27 

VE AK = Yk 
ومن حيث إن 1 زمرة جزئية طبيعية عظمى من © فإن 0162 7 زمرة جزئية طبيعية‎ 
. عظمى من ]. وبالمتل فان 6 787 زمرة جزئية طبيعية عظمى من كل‎ 


۲١ 


٩-۱-۲‏ تعریف : متسلسلة لت ER E‏ هى متسلسلة طبيعية 

CG, =€‏ ,© ...0 © ) = (2) فیها کل ;6 هی زمرة جزئية طبيعية عظمی 

من ,6 » أى أن ,6/0 زمرات بسيطة . 

وتسمی زمر القسمة ,6,/0 عوامل التر کیب (composition factors)‏ . 

. أمثلة : (۱) رک ((2 3 3(,)1 2 26,01 [) متسلسلة ترکیب ل وک‎ ١-1-5 
{e} 16,0 2)( 4} c {e,(1 2(63 4(,)1 3)(2 4(,)1 4)(2 3(( بك ح‎ CS, 

متسلسلة نركيب ل 5 . 


(۲). © (ني ,تيه ,نه c {e,‏ (تمرءاح {e}‏ 
متسلسلة تركيب للزمرة الثمانية (انظر مثال 45 من أمثلة متنوعة على الباب الأول) 
)۴( 7 - (17,...و0,1,2) c {0,9} c {0,3,6,9,12,15} c‏ (0) 


متسلسلة تركيب ل برع //2 
١١-١-١‏ نظرية : أى زمرة منتهية 0 لها متسلسلة تركيب 
البرهان : إذا كانت إع) = © فالادعاء تافه . 
نفترض أن الادعاء صحيح للزمر ذات الرتبة الأقل من (©)074 . إذا كانت © بسيطة 
فالادعاء تافه. لتكن 77 زمرة جزئية طبيعية غير تافهة فى © . من فرض الاستقراء 
الرياضى سيكون ل 77 ۰ 0/77 متسلسلتا تركيب » هما : 
و < ,1 ...ع رت {CH‏ 
H =,‏ اه .. ای ی 3 6۱ > 6,۱ درلل : 
ونحصل منهما علی 
CG CG, C..CG,=G‏ ,رت - لاه C..CH,,‏ رلى {CH‏ 
وهذه متسلسلة تركيب لأن : 


+1 
۹ = 9 6 ,0>2 > 7-1 





Jordan - Holder Theorem نظرية جوردان - هولدر‎ ١15-1١-5 
. إذا كانت © زمرة منتهية » فإن أى متسلسلتى تركيب تكونان متكافئتين‎ 
البرهان : بالاستقراء الرياضى على رتبة 6 . ليكن‎ 
{=4 C4 بك ح رباع ...ع‎ 2 © 
)0( < و8‎ CB, ر,ظ »...ع‎ CB, 06 
متسلسلتی تركيب ل 6 . إذا كان ,8 = ,یه فان الادعاء ينتج مباشرة من فرض‎ 
الاستقراء الرياضى. ليكن 8 ,4 . وليكن‎ 
زعا‎ - 0, CC CC, »...ع‎ 4, NB, 
4, 0 8, متسلسلة تركيب ل‎ 
أيضا من‎ ٠» 4. لدينا من (-۸-۱) ,028 ,4 زمرة جزئية طبيعية عظمى من‎ 
: © ومن ثم فان السلاسل (عطع) الآتية تكون متسلسلات تركيب ل‎ » 8. 
إن‎ :16( - A ©» 4 C...C رك‎ 4.26 
,نا - (16 : وى‎ CC یو‎ NB, CA, C4 =G 
,)ا < (16 : بن‎ CC C...C 4 ,NB,, رظح‎ CB, 0ح‎ 
S,:{e}= B, CB, C...CB,, CB, =G 
من فرض الاستقراء الرياضى ,۸4 ۰ ,8 لهما متسلسلتا تركيب متكافئتان . وإذا حذفنا‎ 
الحدين الأخيرين فى ,5 » وک فان السلسلتين الناتجتين تكونان متسلسلتى تركيب ل ,ك4‎ 
ومن ثم فمن فرض الاستقراء الرياضى تكون السلسلتان متكافئين . ومن تعريف التكافؤ‎ > 
تكون 8 مكافئة ل وک » بالرموز ,5 - ,گر . وبالمثل فان ,5 - یک ونبرهن على أن‎ 


رک - رگ كالآتى : 
A,B, =‏ دا دبك 
B,- 8‏ 5 8 2 دبك 


YY 





هی 


ومن ثم فان رگ - رک . ولان - علاقة تكافؤ فان رگد - رگد . 

نهاية البرهان . 

: أمثلة محلولة‎ ٠١-١-١ 

مثال ۱ : اضرب مثالا لبیان أن متسلسلة الترکیب لزمرة ما ليست بالضرورة وحيدة . 


۰ {e} 16,07 C {e,0 ,@”,0[ الحسل_: فى الزمرة الثمانية : © ح‎ 
)2( c {e,8} c 16,۵۶ , 2,۵۶ 8} 

مكب 1ن كز كينت + 
مثال ۲_: طبق نظرية جوردان - هولدر على الزمر الدائرية المنتهية لتحقق وحدانية 
التحليل لعدد صحيح موجب إلى أعداد أولية موجبة . 
الحسل : ليكن « عددا صحيحا موجبا » © زمرة دائرية منتهية رتبتها « . ولتكن 
(© العنصر المحايد فى 6©) 0ح 0 :26 10 
متسلسلة تركيب ل © . باستخدام نظرية جوردان - هولدر تكون الأعداد الأولية 

Ord(C,1C,),..., p, = 074 ) 20 / ©,(‏ = رم( ن) 0:0 = رم 
حيدة . ولكن 


(Ord(C) = Ord(C,) ا‎ 
= 7 < 

نهاية البرهان . 

تذكر أن الزمرة © يقال إنها زمرة - م إذا كانت رتبة كل عنصر من عناصرها قوة من 

قوی ر . 


٤ 
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۱ 0 «لقسمالأولم نظری‌الزس۲۳6۵۷ و | 
مثال ۲ : آذا كانت © زمرة دائثرية لها متسلسلة ترکیب وحيدة فانها تكون زمرة - م . 
اليرهان : لتکن 

( 0 2 رلا ع ... > روبع CC,...CC,, CC,‏ مح ۱6۱ 
متسلسلة تركيب ل © » وليكن 


(أعداد أولية) i=1,2,...,n-1‏ وربرظ < () !)60۳۵ ورم = Ord(C,)‏ 


ليكن رم =...= رت ء ٠ Pr * P,‏ لأن ر... ,بط = Ord(C,,,)‏ « فان Cr‏ لها C‏ 
زمرة جزئية طبيعية عظمى من الرتبة ,...ر ,مریم . عندئذ فان : 
Ord(C,,,/C) = p;,Ord(C 1C.) = Pu‏ 
ومن ثم فإن : 
SG‏ ده EO‏ اشير لاحب ممع و 
تكون متسلسلة تركيب مختلفة عن متسلسلة التركيب (*) . وهذا تناقض مع فرض وحدانية 
متسلسلات التركيب » ومن ثم فإن ,م =...= رم = ,بر ء وتكون رتبة الزمرة 0 هی 
"م » وتكون رتبة كل عنصر من عناصرها قوة من قوی م . 
مثال ؛ : برهن على أن أى زمرة إبدالية غير منتهية لايكون لها متسلسلة تركيب (,7 
على وجه الخصوص ليس لها متسلسلة تركيب). 
البرهان : نلاحظ أولا أن الزمرة الإبدالية البسيطة غير التافهة تكون دائرية وتتولد من أى 
عنصر فيما عدا العنصر المحايد (انظر (۰۱۰-۱-۶ )۷-١١-١(‏ , (۱۱-۱۱-۱)) . 
ومن ثم فإنه إذا كانت 6 زمرة إبدالية لها متسلسلة التركيب : 
0ح ,6 .۰ {e CG, CG, CG,‏ 


۷ 


فإن عوامل التركيب %4 تکون دائرية ولها الرتب الاولية م » #,...,1 > : وعندئذ فان 
i-1‏ 


,2... ررم = (0) 0۳ ۰ أى أن © ينبغى لها أن تكون منتهية . 


۳۳۵ 


مثال 5 : برهن على أن المتسلسلتين الطبيعيتين ل ,|2 : 
۰ 51]ء {O}‏ 


و2 [3] (0) 
منکافئتان . 
البرهان : (انظر مثال ۱۳ من أمثلة محلولة (۱۳-۱-۳)) 


3 و 0 /3 متشاکلتاه 7 » ديثما 0 [Sy‏ متشاكلتا* 7 
OAT ee, [0] /15[‏ ی 
مثال :_٦‏ برهن على أن 72 ليس لها متسلسلة تركيب (انظر مثال ٤>‏ أعلاه) 

البرهان : لنفترض أن 2 لها المتسلسلة الطبيعية : 


2 رل CH, c..cH,,‏ ,8 < (0) 
عندئذ فاٍن 717 = ,17 حیث N‏ ع :7 . وبالتالی فان 7 Py,‏ وهی زمرة دائرية 
غير منتهيةء بها زمر جزئية طبيعية متعددة » على سبیل المثال 27 . وبالتالی فان .7 
لایکون لها متسلسلة ترکیب. 
مثال ۷ : حدد إذا ما كانت التقاریر الآتية صحيحة أم خاطئة : 
(1) 2 42 287 (0) متسلسلة طبيعية للزمرة .7 (تحت عملية الجمع) 
(ب) ,27 ,97 (0) متسلسلة طبيعية للزمرة ,7 
(ج) و92 ,2 - c ])0,1([ >]2[ 911[  ]1[©]1[‏ [(1)0,3 © ((0,0)) 
( د ) كل زمرة إبدالية لها بالضبط متسلسلة تركيب وحيدة 
(ه) نظرية جوردان - هولدر لها نوع من التشابه مع النظرية الأساسية فى الحساب » 
التى تقرر أن كل عدد صحيح موجب أكبر من 1 يمكن تحليله بطريقة وحيدة إلى حاصل 
ضرب أعداد أولية . 
الحل : التفرير ( د ) خاطئ (انظر مثال .)١‏ باقى التقارير صحيح . 


۳۳۹ 


۲-۲ الزمر القابلة للحل 
١-۲-١‏ تعريف : يقال لزمرة © انها قابلة للحل (801935616) إذا كان لها متسلسلة طبيعية 
6 - .© ...ع CG CG,‏ ,6 - (6) 


بحيث إن 2/0 تكون إبدالية لجمع «... ,1,2 =¡ 

i-1 
: أمثلة‎ ۲-۲-١ 
كل زمرة إبدالية تكون قابلة للحل . فإذا كانت © زمرة إبدالية وكان © عنصرها‎ )١( 
: المحايد فإنه يمكن على الأقل كتابة المتسلسلة الطبيعية "التافهة"‎ 

© ح ,© - (2) 
حيث ے4 إبدالية (تذكر أن © ۰ (م) زمرتان جزئیتان طبيعيتان تافهتان من © ). 
(؟) الزمرة (,7 )رک قابلة للحل لأن 
{e} 15,0 2 3(,)13 2)} c S,‏ 

متسلسلة طبيعية (تذكر أن N‏ : = ((2 3 1) ,(3 2 1) ,ع) هى الزمرة الجزئية الطبيعية 


غير التافهة الوحيدة من و8) » 7 5/2 زمرة إبدالية (انظر مثال ٩‏ من أمثلة متنوعة 
على الباب الأول) » ,7 = 7 أى زمرة إبدالية 

)۳( رک قابلة للحل لا : 

{e} ۰150 23 4}E: N), )6,)1 2(03 4(,)1 3()2 4(,)1 402 3((): N,) ح‎ 4, cS, 
و اضع أنها * مر 2 اندالیة‎ ۷ 7 5 4 N, / RE 
متسلسلة طبيعية » ا » % ر زمر إيدالية ( ر واضح أنها زمرة إيدالية).‎ 
والآن تذكر أن " الزمرة المشتقة " '6 من الزمرة © هى زمرة جزئية طبيعية من الزمرة‎ 
تتولد من الإبداليات 2110 حيث © ©5,© .و "6 لها الخاصة 000 زمرة‎ » © 
إبدالية » وإذا كانت 77 زمرة جزئية طبيعية من © ۰ بحيث إن ی إبدالية فان‎ 


"6 د 77 . تسمى كذلك 60۱ زمرة الإبداليات (commutator group)‏ ل © . 
۳۳۷ 








سنعرف ۰ 0ح 00 . 0 = ل < '(0)ح 032 ...<« (G™P)'‏ = كن 


وبالتالى فان كل تكون زمرة جزئية طبيعية من 0۳٩‏ ۰ وي © تكون زمرة إبدالية. 
۳-۲-۰ نظرية : الزمرة © قابلة للحل إذا وفقط إذا وجد عدد طبيعى ۸ : [0) ١|‏ ج ۸ 
بحيث إن (2) = “6 (© عنصر © المحايد) 

الیرهان : لتكن © زمرة قابلة للحل . عندئذ فإنه توجد متسلسلة طبيعية 


)6( 2 ۸۷ للع‎ C..CN,, ۰1۷ < 0 


. پر" تكون إبدالية ۸ ,... ,2 ,1 -ز‎ e 
i-1 
الا ,۷ إبدالية تقتضى أن '© = ,۸۷ د , ,۷ . كذلك فان 7 إيدالية‎ 
7 0 Nea ۵ k-1 k ا 0 ل‎ N و ن‎ 


تقتضی أن 6۳ = '(6) د 237 د ر . وبالاستمرار على هذه الشاكلة نصل إلى 
{e‏ = 000 ج 0 د {e} = N,‏ 

وبالعكس : ليكن (2) = “6 . لنعتبر السلسلة : 

۰60-60 همون راع 0 0 0 = {ej‏ 
5ة TSE U‏ 0 كلها إبدالية » حیث 0,1,...,2-1 =۸ » 
ومن ثم فان © تكون قابلة للحل . 
4-1-5 ملحوظات : 
(1) أى زمرة جزئية من زمرة قابلة للحل تکون قابلة للحل 
(ب) لتكن © زمرة قابلة للحل » ولتکن ‏ زمرة جزئية طبيعية من © . عندئذ فان پا 
تکون قابلة للحل كذلك 
(ج) إذا كانت 17 زمرة جزئية طبيعية من © بحيث إن 7 ۰ سر قابلتان للحل » فان 
© تكون قابلة للحل 


۳۳۸ 





البرهان : (1) لتكن 7/ زمرة جزئية من زمرة قابلة للحل © . واضح أن : 


حد )ی cC‏ )۲7 جد اح ومح 7702 جح لماح ۲7 ب 6 7 


ولأن © قابلة للحل فإنه لعدد. صحيح موجب / سيحدث أن (2) = “6 وهكذا فان 
ع = ۲7٩‏ . أى أن 7 قابلة للحل . 
(ب) لیکن 67 = .. لكل © ع 5ر,ه : 

(a"b"ab)H = (a H)(b"H)(aH)(bH) = (aH) (bH) "(aH (DH) 
: ومن ثم فان : '(6) ='€ ۰ ای أن : ((6) = "6 . وبالاستقراء الرياضى ينتج أن‎ 

((0) = = ای 
ولأن © قابلة للحل فإنه يوجد عدد صحيح موجب 7 بحيث إن (2) = “6 حيث © 
عنصر © المحايد. ومن هذا ينتج أن (ع) = ”(6) ۰ أى أن © قابلة للحل 
(ج) لتكن 
{e} =H, CH, cC..CH,, CH,=H‏ 


متسلسلة طبيعية ل 11 بحيث إن . ی تكون إيدالية » .... ,1-1 . ولتكن 
i-1‏ 


IEE 2‏ 6 >> ۲0,۱ 0۱7 > 0,۱ > بل 


7 
5 2 
,6 6 
تکون ابدالية » 7# ,... ,1 < ۶ . عندئذ یکون لدینا 


0 ,0ص CG CG C..CG,,‏ متا << لت ,۳ لت {@=H, CH,‏ 
وهی متسلسلة طبيعية » ونظرا لان ر » ی دالیة مرت ر1 ی با سل 


متسلسلة طبيعية ل رم بحيث ان : 


تكون © قابلة للحل . 





5-7-5 نظرية ل 
6 - ,© تح رب »...ع CG,‏ ,0 =€{ 


بحیث إن عوامل الترکیب 7۸ تكون زمرا دائرية لها رتب 0 أعداد أولية 
1-1 

Sg 
6 البرهان : بالاستقراء الرياضى على رتبة (6) . إذا كان 1 = (074)6 أو كانت‎ 
بسيطة يكون الادعاء صحيحا . لنفترض أن الادعاء صحيح لجميع الزمر التى لها رتبة‎ 
6 أقل من (0۳۵)0 ۰ © ليست بسيطة . إذا كانت 7 زمرة جزئية طبيعية غير تافهة من‎ 
م منسلسلتا تركيب مع عوامل تركيب هی‎ »  - فإنه من فرض الاستقراء يكون‎ 
. زمر دائرية رتبها أعداد أولية . ونصل إلى المطلوب مثلما فى (5-؟-5) (ج)‎ 
: أمثلة محلولة‎ 5-9-5 
. برهن على أن 5 < #,(,/, -),ى ليست قابلة للحل‎ : ١ مثال‎ - 
البرهان : لتكن 77 زمرة جزئية طبيعية من ,رک - © ۰ 5 < 7 ولتكن 77 تحتوى على كل‎ 
الدورات ذات الطول 3 فى ,ك . سنبرهن على أن '77 زمرة الابدال ل × (= الزمرة‎ 
: المشتقة من 77) تحتوى على جميع الدورات ذات الطول 3 كالآتى‎ 
: لیکن (2 3 1) = ۰۰ (4 5 3) = 5 عنصرين فى × . عندئذ فان‎ 

2)G 5 4( = )3 1 4) = (1 43)e N'‏ 5()13 4 3()3 2 1( = موه 
ولدينا 7 زمرة جزئية طبيعية من رک 
وهکذا فانه لأى ٩,‏ ع ‏ یکون : 77 (43 0701 
نختار ,5 € 0 بحیث یکون : 1= (0)1 ۰ ذخ - (6)4 ۰ ,1 (03 حیث (ذ یز ) 
دورة اختيارية فى ,رک طولها 3 . وبالتالی یکون بحساب بسیط : 

010 43)00 = 6 i i) 


۳۳۰ 








أى أن )5 ) عنصر فى 06 . والان ضع 6 N‏ عندئذ فان G'‏ تحتوى على كل 


الدورات ذات الطول 3 . ونظرا الأنه لجميع K> N‏ تكون “6 زمرة جزئية طبيعية 
من 6 » فانه بتكرار تطبيق ماسبق تكون “€ محتوية على جميع الدورات ذات الطول 
3 » وبهذا تكون (2) عد “6 . لأى عدد صحيح موجب » أى أن © ليست قابلة للحل.. 
مثال ۲_: برهن على أن الزمرة المتغيرة 5 < 4,,۸ بسيطة . 

البرهان : لتكن 77 زمرة جزئية طبيعية من ,4 . سنبرهن أولا على أنه إذا كانت 
(©) # 17 فان 7 تحتوى على دورة طولها 3 . لتكن 0 تبديلة فى 77 ولا تساوى (6) 
بحيث إنها تترك أكبر عدد من العناصر فى (7 ,... ,2 ,1) ثابتا . إذا لم تكن 0 دورة 
طولها 3 » فإنها ما أن تحتوى على دورة طولها أكبر من أو يساوى 3 » وإما أن » هی 
حاصل ضرب نقلتين (تحويلتين) منفصلتين على الأقل » أى أن © إما : 


و @ (1) 
وإما 


a - )1 2003 4) ۰‏ )2 
فى الحالة الأولى ستحرك " على الأقل رقمين آخرين وليكونا 4 » 5 » لأن © ليست 
واحدة من التبديلات الفردية التى لها الشكل (۸ 3 2 1) . والآن لتكن (4 5 6=)3 ۰ 
ولتکن 0/7 6 <7 . فإذا كانت » كما فى (1) فان ... (... 4 2 1) <7 ؛ آما لذا كانت 
:© كما فى (2) فان ... (5 2()4 1) < 7 . 

علاوة على هذا فانه إذا كان رقم 5 < : ترك ثابتا ب © فانه سيترك ثابتا أيضا ب 7 
وبالتالی يترك ثابتا كذلك ب 7" . واکثر من هذا فان 7)1(=1' إذا كانت بم كما ٠‏ 
هی فى (1) » كذلك 1= (7)1' ۰ 2= (۵/72 لذا كانت © مثلما هی فى (2) . 
وهکذا فان 0/17 تترك عددا ثابتاً من العناصر أكبر من الذی تتركه » ۰ وهذا يناقض 


اختيار 0 . ومن ثم فإن 0 دورة ذات الطول 3 . ویکمل البر هان باستخدام نفس النقاش 


۳۳۱ 





فى مثال ۱ مع مراعاة مثال ۱۸ فى الباب الثانى فيكون ,4 = 7 » ومن ثم فإن ,4 تكون 
زمرة بسيطة . 
حل آخر : للبرهنة على أن 45 بسيطة سنبرهن اولا على التمهيدية الآتية 
لتكن 77 زمرة جزئية طبيعية من زمرة منتهية © . إذا كان 

gcd(Ord(x), 0:0)06/2(( = 1‏ فان xe H‏ 
البر هان :1 = ((0724)06/77 ,260007000 يقتضى أن :1 = .gcd(Ord(xH), 0rd(G/1))‏ 
ولكن 0۲6۴0 يقسم (072)0/77 )1-1١١-١(‏ (۲) . ومن ثم فإن 1= 07260 أى أن 
Ord)» = 7‏ وبالتالى فان 72 ©2 . 
والآن : لتكن و4 تحتوى على زمرة جزئية طبيعية غير تافهة 7 . عندئذ فان 30 أو 
0 ,15 ,12 ,10 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 = )0۲ . ويمكن التأكد من أن 45 تحتوى على 24 
عنصر] من الرتبة 5 ۰ 20 عنصر؟ من الرتبة 3» ولاتحتوى على أية عناصر من الرتبة 
5 . إذا كانت رتبة (2) هی 3 أو 6 أو 12 أو 15 فان 1 = (3 ,(#اولم)0)074مع ومن 
التمهيدية السابقة ستحتوى 7 على كل العناصر العشرین ذوى الرتبة 3 . أما إذا كانت 
رتبة 00 هی 5 أو 10 أو 20 فان 1 = (5 ,(00)074)45/57ج وبهذا ستحتوى 77 على 
جميع العناصر الأربعة وعشرين من الرتبة 5 . أما إذا كانت رتبة 0 هی 30 فان 
gcd(Ord(4s/H), 3) = 1‏ « 
1 = (5 ,(0)0:4)45/77مج » وبهذا تحتوى 7 على كل العناصر من الرتبة 3 » الرتبة 5 . 
وأخيرا إذا كانت رتبة 27) هى 2 أو 4 فان رتبة (45/57) هی 30 أو 15 . توجد زمرة 
وحيدة من الرتبة 15 هی ,7 فيها 1 من الرتبة تبة 15 » كذلك أى زمرة من الرتبة 30 
تحتوی على عنصر من الرتبة 15 . لكن 45 لاتحتوى على عنصر من الرتبة 15 » 
وبالتالى فان 45/587 لاتحتوى على مثل هذا العنصر . 
ومن ثم البرهان . 
مثال ۳: برهن على أن © أى زمرة بسيطة وغير إبدالية تكون غير قابلة للحل . 
البرهان : فى هذه الحالة يكون لدينا المتسلسلة الطبيعية التافهة الآتية فقط : 


۳۳۲ 





لكن 97 ليست ايدالية وبهذا تكون © غير قابلة للحل . 


طريقة أخرى : نعلم أن 0۱ زمرة جزئية طبيعية فى © . ومن حيث إن © بسيطة فهناك 
بالضبط إمكانيتان : 
ab = ba‏ : © ع ,۷۵ > =e‏ ]0:00 ع ,۷۵ > G'= {e}‏ )1 
وهذا تناقض : إبدالية 0 ج 
VneN‏ )0-0۶ ¬ 6-0 2 
الاستقراء الرياضى 
أى أن © ليست قابلة للحل (-۲-۲) 
مثال ؛ : باستخدام مثالى (۲) ۰ (۳) السابقين برهن على أن ,ك ليست قابلة للحل إذا كان 
5 (قارن مع مثال١)‏ 
البرهان : من مثال؟ نعلم أن ,4 بسيطة إذا كان 5 <۸ ۰ ,4 عندما 5 < 7 تكون غير 
ايدالية فمن مثال ۳ تكون م4 غير قابلة للحل» ومن (4-۲-1) تكون بك غير قابلة للحل . 
مثال ه : برهن على أن (,7 =),5 ح ,4 ح (©1 حيث 5 < 7 متسلسلة تركيب ل ,رگ . 
(ء هو العنصر المحايد فى ,ك) 
البرهان : (©)/ ,4 متشاكلة مع ,4 » 4 بسيطة » حيث 5 < 7 (مثال۲ أعلاه) . كذلك 


فإن ,4 / ,© متشاكلة مع رم » أى هی بسيطة . 


۳۳۳ 





تمارين 
(۱) باستخدام (۱4-۱-۲) برهن على الآتى : 
الزمرتان ,ك » ,7 حيث 5< ليستا قابلتين للحل . 
(۲) باستخدام تمارين الباب الثانى برهن على أن 42 » دك » مر » ,1 قابلة للحل 
(۳) مستخدما نظرية لاجرانج برهن على أن ,1 قابلة للحل 
)٤(‏ برهن حسابیا على أن +44 » ,1 قابلتان للحل 
(5) برهن على أنه إذا كانت الزمرة المنتهية © تحتوى على زمرة جزئية دليلها فى 6 
يساوى 2 ۰ فان 6 ليست بسيطة 
(1) برهن أو انف 
(1 ) كل زمرة منتهية لها متسلسلة تركيب . 
(ب) +5 قابلة للحل 
(ج) كل زمرة منتهية » رتبتها عدد أولى تكون قابلة للحل 
(۷) اوجد متسلسلة تركيب ل ,>« رک . هل وك × رک قابلة للحل ؟ 
(۸) اوجد جميع متسلسلات التركيب ل 724 ۰ وبرهن على أنها جميعا متشاكلة . 
)٩(‏ اوجد جمیع منسلسلات الترکیب ل ,2© ,7 ۱ 
(۱۰) اوجد جميع متسلسلات الترکیب ل ,2© ,7 


٤ 








اطفاهيم الأساسيةأ 





١-١‏ الحلقات 
-۱-۱تعریف : يسمى الثلاثى (. ,+ )R,‏ المكون من مجموعة غير خالية ۲ . 
عمليتين + ۰.. حلقة (ع62) إذاكان (وفقط إذا كان) : 


(commutative group) ةıذ زمرة إيدا‎ (R, +) )1( 


(ب) العملية "." تشاركية (أو إدماجية أو تجميعية) (50610176وه) أى أنه لكل عبطي : 
(a.b).c = a(b.c)‏ 

(ج) قانونا التوزيع متحققين أى أنه لكل ۸ »,2,0 : 

a.(b +c) = a.b+ 0.6, 

(a+ (<< a.c+b.c 
©. ملحوظة : سنكتب عادة ۸ بدلا من (. ,+ ,۸) . وسنكتب غالبا 8© بدلا من‎ ۲-۱-۱ 
تسمى الزمرة (+ ,۸) الزمرة الجمعية (م1اممع 20010۷76) للحلقة ۸ . وسنشير إلى‎ . 
(The zero element of the ring) عنصرها المحايد بالرمز "0" ويسمى صفر الحلقة‎ 
أو العنصر الصفرى للحلقة (لاحظ أنه وحيد كما سبق فى نظرية الزمر). وفيما يلى‎ 
. سنعنى ب ۸# دائما حلقة إذا لم ينص على غير ذلك‎ 
هء) إذا كان لكل نج‎ ٣u ؛ه:veع( تعریف :(أ) يقال للحلقة ۸ انها إبدالية‎ ۳-۱-۱ 





ab = ba 
: ۸ ۸ (ب) يقال لعنصر ۸ 16 إنه عنصر الوحدة (رانسں) إذا كان لكل‎ 
16 < a= »1 


(لاحظ أنه وحيد لأنه إذا كان هناك 1,1 وكلاهما عنصر وحده فان : 1= 1=1.1 
(ج) سنعرف قوی عنصر ۸ عه استقرائیا كالاتى : 
“لكوع حكن زوك م 


لجمع N‏ 7 ۰ ۸22 . 
ولذا كان 1€ فاننا نعرف 1<: 0 . 


۳۳۹ 


4-۱-۱ قواعد الحساب : لكل ۸ »0,5 : 
0a + 0a )1(‏ = و(0 + 0) = a0‏ 
0a) + 04 = 0 + 0 = 0‏ + ه0-) = (00 + 0) + 00- = 00 +01- - 0 جد 
وبالمثل 0-0» 
(ب) 0b = (-a + a)b = (-a)b + ab‏ = 0 
((طه-) + )ab‏ + 0(90-) = ((طه)-) + -)ab( = 0+ )-)ab() = )-0(9 + ab‏ جد 
(-a)b +0 = (-a)b‏ = 
وبالمثل (6-)ه = (طه)- 
وينتج مباشرة أن : 5ه = (8-)(4-) 
(ج) بالاستقراء الرياضى يمكن البرهنة بسهولة على أنه لجميع ۸ ۸6 ۰ ولجميع 
77721۱0۲ : 
=a” , (a”)" = a"‏ "و a"‏ 
۵-۱-۱ ملحوظة : ليكن ۸ > 1عنصر الوحدة » ولتكن (0) © ۸ .عندئذ فإن:0 1 والا : 
تناقض (0) = ۸ ج 0 2 00 2 14 - ه ج150 
5-١-١‏ تعريف : (1) يقال لعنصر ٤ه‏ إنه قاسم صفرى_أيمن 20 نطون) 
(«موزبنل (أيسر) (8ع0) ل ۸ إذا وجد /2١10(‏ ۲ بحيث إن 2-0 (0 <) 
(ب) يقال للحلقة ۸ إنها خالية من القواسم الصفرية (01715015 2650 20 35) إذا كانت 
لاتحتوى على قواسم صفرية يمنى أو يسرى . 
۷-۱-۱ تعريف : لتكن ۸ حلقة بها ۸21۶0 . يقال إن ۸ نطاق متکامل 721ع126) 
(منعصمة إذا كانت ۸ إبدالية وخالية من القواسم الصفرية . (رأينا فى )5-1١-١(‏ أن 
R‏ 2-1 0 ح (0) (R=‏ 
۸-١-١‏ تعریف : لتكن ۸ حلقة ولیکن ۸21۶0 . يقال لعنصر ۲ ع انه وحدة 
(1من) إذا وجد عنصران ۸ 2,06 بحیث إن : 
ab = 1 = ca ۱‏ 


۳۳۷ 


سنرمز لمجموعة .R TT‏ 
لاحظ الفرق بين التعريفين : "عنصر الوحدة" » وحدن" . 
1-1-١‏ ملحوظة : لتكن ۸ حلقة » 31۶0 . 
(أ) ۸ لاتحتوى على قواسم صفرية يمنى أو يسرى . 
(ب) لتكن ae RF ۰ ۵,9,6 R‏ ۰ مه - 05-1 .ینتج أن © م 
البرهان : ( أ ) ليكن ۸6/۲ قاسما صفریا أيسر عنداذ فانه یوجد 0,61 ۰ 
0 * 6 بحیث إن 
1 - هم ,0 -5ه . عندئذ فان : 
تتاقض 18-8 =( (مه) = (5ه)ه = 0 
وبالمثل يثبت أنه لايوجد فى ۳ قاسم صفرى أيمن . 
)ب( b= (ca) b= c(ab) = c1 =c‏ 1 - م 
٠١-١-١‏ ملحوظة : لتكن ۸ حلقة » ۸21۶0 
a,beR' )1(‏ © كمه 
(ب) المجموعة ۸ مع العملية المستحدثة RxR +R (The induced operation)‏ « 
0 جا (ط,ه) تكون زمره . 
البرهان : ( أ( 1= ac=1,db = bd‏ = مه : 8 a,be R' >3c,de‏ 
(ab)(dec) = a(bd)c = alc = ac =1,‏ >= 
(dc)(ab) = d(ca)b = 10 = db =1‏ 
3 واضح أن العملية المستحدثة تشاركية 3 > تجميعية) لأن العملية الأصلية 


١ abe R 


"8 26 بحيث إن (5 =)1 = 4ط ولكن هذا أيضا واضح من تعريف "1 


( بدهى أنه إذا كان ۸ عه فإنه يوجد ۲ © بحيث ان 1- 5ه - ه() . 


۳۳۸ 


۱۱-۱۱ تعريف : تسمى الحلقة (. ,+ ,۸) شبه حقل (5611 «عای) إذا حققت : 
(1) ۸ خالية من القواسم الصفرية » أى أن /١40( = ۾,ط٤ /١10(‏ عط أى أن 
الضرب المستحدث من الضرب "." فى ۸ سيكون عملية فى ۳ 

(ب) المجموعة (0) ۸١‏ مع الضرب المستحدث (أى الضرب "." محددا على (0) 1۲۱ 
تكون زمرة . (لاحظ أن هذا يتضمن أن 310 ) إذا تحقق فى شبه الحقل ۸ أنه 
إبدالى أى أنه لكل ۸ ع ط,ه يكون مط = 45 فان شبه الحقل يكون حقلاً (5»10) . 





۱۲-۱۱ ملحوظة: ۸ حلقة » 3170 . ۸ شبه حقل إذا كان وفقط إذا كان 7۳0 1۴ 
۱۳-۱۱ نظرية : كل نطاق متكامل منته (046) يكون حقلا . 
البرهان : ليكن ۸ نطاقا متکاملا منتهيا . المطلوب البرهنة على أن *8 ح (7۳۱0 
(بدهى أن 2١0(‏ ح '2) . لیکن 2١10(‏ عه . الراسم 
l4:R +R,‏ 
ax‏ چا 
راسم أحادى (واحد لواحد) لأن : 
a(x - 7y) =0‏ > بره = Vx,y€ R:0,(x) = 0 ,(y) > ax‏ 
< × ج 0 - بز- بر ج 
a#0,‏ 
۸ خالية من القواسم الصفرية لأنها نطاق متكامل 
ولكن ۸ منته » إذن ,4 راسم غامر (شامل » فوقى) وهذا يقتضى أنه يوجد ۸ ©2 
بحيث إن 1= (4,)2 > 42 أى أن ۸ عه وبالتالى ۸ يكون حقلا . 
(لاحظ أن ۸ ع1 لأن ۸ نطاق متكامل ۰ ۸ 4 معناه أن © له معكوس ضربی » أى 
معكوس بالنسبة لعملية الضرب ".") 
۱-۱-۱ أمثلة للحلقات: 
مثال ١‏ : مجموعة الأعداد الصحيحة 2 مع عملیتی الجمع والضرب العاديتين تكون 
حلقة لها عنصر الوحدة ۰1 وهی حلقة إبدالية ولها وحدتان1 1۰ - . (هى نطاق متكامل). 
۳۳۹ 






مثال ۲_: المجموعة [2]1 : مجموعة كثيرات الحدود ذات المعاملات الصحيحة فى 
المتغير + مع عمليتى الجمع والضرب العاديتين تكون حلقة إبدالية ولها عنصر الوحدة1 . 
(هى نطاق متكامل) 

مثال ١‏ : المجموعة (2) مر : مجموعة المصفوفات المربعة من النوع 2×2 


وعناصر ها (عناصر آی مصفوفة منها) أعداد صحيحة تكون حلقة لها عنصر الوحدة 


۱ ابدالية 
عبر ابد ۰ 
1 0 وهى 7 4 3 


مثال ؛ : المجموعة (...,2,0,2,4-,4-,...) = 27 : مجموعة الأعداد الزوجية مع 
عمليتى الجمع والضرب العاديتين تكون حلقة إبدالية وليس لها عنصر الوحدة . 
مثال 5 : © مجموعة الأعداد النسبية (الكسرية) ۰ 18 مجموعة الأعداد الحقيقية » © 
مجموعة الأعداد المركبة مع عمليتى الجمع والضرب العاديتين تكون حلقات إبدالية ولها 
عنصر الوحدة 1 . (هی كلها حقول). ۱ 
مثال 1 : لتكن × مجموعة غير خالية » ۸ حلقة . لتکن (2۸/۵۵)2,1 هی مجموعة 
جمیع الرواسم من ۲ بلی ٩‏ مع لعملین ۳+" ۰ ۰۳ المعرفتین کالکتی : 

(f + 2()( = )(+ g(x) 
هذه المجموعة مع العملیتین المذکورتین تکون حلقة إبدالية إذا كانت ۸ ايدالية . ولذا كانت‎ 


۸ لها عنصر الوحدة "1" فان الراسم E‏ 


يكون هو عنصر الوحدة فى 
Map(X,R)‏ . 

إلى R۸‏ . ولتكن العمليتان معرفتين كما هما فى مثال " ۰ عندئذ فان C)X,R(‏ مع 
العمليتين تكون حلقة إبدالية ذات عنصر وحدة . 


۳۰ 





الدوال الهولومورفية (التحليلية » القابلة للتفاضل) المعرفة على × . ولتكن العمليتان "+" 
"" معرفتين مثلما فى مثال ٦‏ . عندئذ فان (0)26 مع العمليتين تكون حلقة إبدالية ذات 


عنصر وحدة . 
مثال 9: لتکن(+ ,0) زمرة إبدالية » وليكن 0 هو عنصرها المحايد . سنعرف العملية "." 
على © كالآتى : 


0 5.ه :6 Va,be‏ 
عندئذ فان (. ,+ ,6) تكون حلقة إبدالية . ۱ 
وإذا كانت (0) © تسمی هذه الحلقة الحلقة الصفرية . آما إذا كانت (0) © فواضح 
أن © ليس لها عنصر الوحدة . 
مثال ۱۰ : المجموعة (0,1,...,7-1) = ,2 مع عملیتی الجمع والضرب مقیاس 7 
(7 00۷10) تکون حلقة ابدالية لها عنصر الوحدة 1 . ووحداتها هى المجموعة (7 . 
٠١-١-١‏ أمثلة محلولة : 
مثال ۱ : برهن على أن الراسمین 

2 ب 7:۳ رب 0:8 


xa‏ جار ax‏ جاعر 
أندومورفيزمان للزمرة (+ ,۸) » حيث (. ,+,8) حلقة 
البرهان : 
(مر+ع)ه ع (بر +0 :۷,6 
(), +(), - بره ax+‏ = 
قانون التوزيع 
وبالمثل : 


VxyeR: r(x+y)=(x+y)a = xa+ ya=r,(x)+r,(y) 
قانون التوزيع‎ 


مثال ؟ : لتكن ۲ مجموعة بها على الأقل عنصران . برهن على أن 

(19, )1402 ليست خالية من القواسم الصفرية 

الحل : ليكن × ,۵ ۰ 28 © . سنعرف 8R‏ ج72 : ع ,كر بالكيفية الآتية : 
g(b) = 0,‏ = ()[ 
g(a) =1,‏ = رطا 

J0=g(0) =0 Vxe X\{a,b} 
. عندئذ فان : ع 0 / (0 هو الراسم الصفری) لكن 0ج‎ 
ليست‎ 1, )R( مثال ۲ : برهن على أن لجميع N١عم » ۸<2 تكون الحلقة‎ 


خالية من القواسم الصفرية . 


| 


مثال ؛ : لتكن © ۲ ۵ مجموعة جزئية مفتوحة (0068) . برهن على أن الحلقة 
(6)5 (انظر مثال ۸ ))١5-1-١(‏ تكون خالية من القواسم الصفرية إذا كانت وفقط 





إذا كانت × مترابطة (dع†connec)‏ . 
البرهان : لتكن ۳ ليست مترابطة. عندئذ فإنه توجد مجموعتان مفتوحتان غير خاليئين] » 
ا من × بحيث يكون : × = لآ را زا » =p‏ ۲ . نعرف : 


1, xeU 


0, xeU 
1 0, xer 


r= 


| ()م , 





وهما دالتان تحليليتان (قابلتان للتفاضل) © ج ۲ : ,كر بحيث إن ع ۶0 زر (0 
الدالة الصفرية) بينما 0= ©/ر. إذن ()6 ليست خالية من القواسم الصفرية . 
والآن لنفترض أن (*)0٤ع,f‏ مع #۶0 ۰ 0= #/. ومن ثم فلان 0 ع 


فإنه يوجد × ×٤‏ بحيث 0 ۶ («)ج . ولأن ع متصلة فإنه يوجد جوار مفتوح مءم0) 


7-0 حول × بحيث إن 0 #(07])ع لجميع 21 ولان‎ U neighborhood) 
فإنه ينتج أن 0= | (ر محددة على ل = 0) .ولان ر تحليلية » × مترابطة‎ 
. £ =0 ينتج من نظرية الدوال التحليلية أن‎ 
. مثال 5 : برهن على أن مجموعة الإندومورفيزمات لزمرة إبدالية تكون حلقة‎ 
البرهان : لتکن 6 زمرة إبدالية . سنشير إلى العملية فى © بالرمز "+" ۰ وسنشير إلى‎ 
. 22 مجموعة كل الإندومورفيزمات ل 6 بالرمز‎ 
والان ليكن 6 ج 7:06 إندومورفيزما » فيكون‎ 

Va,be G: f(a+b)= f(a)+ f(b) 
والآن نعرف عمليتين على 2بحیث تكون :2حلقة. سنعرف العملية الأولى"الجمع" کالاتی:‎ 

بغ جد رزكارة: + 
(fg) / +8‏ 


VaeG: (f+g)(a) = f (a)+ g(a) 
) © سنبرهن الآن على أن ع + إندومورفيزم ل 6 (/› ع إندومورفيزمان ل‎ 
: كالآتى‎ 
۷۵, > © : ر)‎ + g)(a +b) = £(a+b)+ د (طجم)ع‎ (a)+ )(+ g(a)+ (ط)ع‎ 
< f(a)+ g(a)+ [)0( + g(b) : )[ + (ه)(ع‎ + (f + (0)(ع‎ 
إبدالية‎ © ۱ 
: والان نعرف العملية الثانية "الترکیب" کالاتی‎ 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


2 جد رت ء«ارة :0 
(fg) fog‏ 





Vae 6: (fog)(a) = f (g(a)) 
۶ ٠٥ع ونبرهن الآن على أن العملية "0" معرفة جيدا : أى أننا نبرهن على أن‎ 
: إندومورفيزم ل © (حيث/ر » چ إندومورفيزمان ل ©) كالآتى‎ 
۷۵, ع‎ G:(fog)(a+b) = f(g(a+b)) ر‎ )8)6( + 8)5(( 
„J (8(2))+ 7 ((6)ع)‎ =: (fog )(a)+ (fog )(P) 
: والآن‎ 
(1) 
۷0 Vf,g,heY : 
(f +g)+h(a) =(f + 900*۵0 0۵+ 20(+۵( = f(a)+(g(a)+(a) 
زمرة‎ © 
= f(a +(g+h)(a = (f +(g+R)(a) > ۷۲,۵, E: (f + g)+h= f +(g+h) 
: نعرف صفر الحلقة ونشير إليه بالرمز "0" كالآتى‎ )۲( 
0:0 ب‎ 6 
جام‎ 0 


حيث "0" :هو العنصر المحايد فى © . سنبرهن على أن 0 معرف جيدا » أى نبرهن 
على أنه إندومورفيزم وأنه لجميع < ع /ر يكون 0+۶ كالآتى : 
+b) = 0= 0+0 =: 0(a) + 0)6(‏ 6:06 ع ,۷۵ 
أى أن 0 إندومورفيزم والآن : 
G:(0+ f)(a) = 0(a) + f (a) = 0+ f (a)‏ ع ۷۰ 22 ۷۲ 
2 +0 ج رم) ر = 


٤ 


(۳) لكل = ٤‏ /ر نعرف معكوس/ بالنسبة للعملية "+" ونشير إليه بالرمز 7- كالآتى : 
ع و رف 
(7)6- جرع 


سنبرهن على أن /- معرف جیدا أى أنه اندومورفیزم ون 7+7-0- کالاتی : 


۷۵, 6 6 :)-[()+ 9( << (طجه)‎ = =—(f(a)+ [ )6(( 
=-f(b)- f(a) = -[)(-[)0( <)(۵(+ (f(D) 
إبدالية‎ © 


أى أن - إندومورفيزم » والآن : 


۷۵6 G:(-f + / ره) [- 2 (ه) ز + (ه)(/-) << ره)(‎ + 7)۵( - 0 - 0(a) 


0= + رسج 
أى أن ر- هو معکوس / (بالنسبة للعملية +) 
)4( 
g)(a) = f(a)+ g(a)‏ + 6:0 ع ۷ ,2 ع و ,۷ 
f‏ +ع - ع + 1: © 6 ۷,۵ < (([+6) :- (0)[ g(a)+‏ = 
© إبدالية 
)°( 


Vf,g,he Z:(fog)oh = fo(goh) 
. هذا صحيح لجميع الرواسم /رء ع › ۸ مادام التركيب "م" معرفة‎ 
1) 
۷,9, he ۷۵6 0 : 
)) + g)oh)(a) = (f + g)(h(a)) = f (h(a)) + g(h(a)) 
ب‎ (foh)(a) + (goh)(a) = (foh+ goh)(a) 3 Vf ,g,he Z:(f + g)oh= foh+ goh, 
(ه)((! +هامر)‎ = f(g + h(a) = f (g(a)+ h(a)) < f (g(a))+ f (h(a)) 


هع" 


=: (0)(و0)‎ + (foh)(a) =:( fog + foh)(a) 
3Vf,g,he =: fo(g +h) = fog + foh 
: هو عنصر الوحدة فى الحلقة = المعرف كالآتى‎ 1 )۷( 
VaeG: 100( 0 
نبرهن على 1 معرف جیدا » أى أنه بالفعل اندومورفیزم » كما أنه‎ 
۷۶ <۶ 10۴-۶, fol=f 
: كالآتى‎ 
Va,be G:1(a +b) ع‎ a+b -:1)©+1)6( 
: أى أن 1 إندومورفيزم . والآن‎ 
اع ما‎ VaeG: (lo0f)(a:=1((a) = f(a) 3> lof =f, 
(fo1(a) = f (1(a)) = f(a) => fo1= f 
جح‎ ۷ 22: 10۴ =f = fol 
أى أن < مع العملیتین اعلاه هی حلقة‎ 
لاحظ أن < لیس بالضرورة أن تكون ايدالية » كما آنها قد تحتوی على قواسم صفرية.‎ 
(cancellation مثال 5 : لتکن ۸ حلقف ۸ ع>5,6,© . يقال أن قانونی الحذف‎ 
متحققان فى ۸ إذا كان‎ 13185( 
a «۶ 0,۵] = قانون الحذف من جهة اليسار : © < 0 جح مه‎ 
قانون الحذف من جهة اليمين : © -5 ج مع ع ۶0,۵ و‎ 
برهن على أن الحلقة ۸ خالية من القواسم الصفرية إذا كان وفقط إذا كان قانونا الحذف‎ 
۸ متحققين فى‎ 
البرهان : لتكن ۸ خالية من القواسم الصفرية ولتكن ۸ عء,ط,» وليكن‎ 


۶۷0 0 ,عه < 8ه 





هذا يقتضى أن ۵۶0 ,0=(ء-()ه . ولأن ۸ خالية من القواسم الصفرية » 


۶0 فان 0--5 وهذا يؤدى إلى ۰ 2 م. وبالمثل يثبت أن ۶0 ۵ ,6۵ < ba‏ 


يقتضى أن © =( . أى أن قانونی الحذف متحققان . 
والآن لنفترض أن قانونى الحذف متحققان فى ۸ والمطلوب إثبات أن ۸ خالية من 
القواسم الصفرية ليكن ۶ 4۶0 ,0 - وه . ينتج أن 4 - 0 ۸ . ولان قانون 
الحذف من جهة اليسار متحقق ينتج أن 0 -5 وهذا تناقض . أى أن ۸ لايمكن أن 
تحتوى على قواسم صفرية . 
مثال ۷_: ليكن ۸ نظاما يحقق کل مسلمات (0056012:65) (أو فروض ءص٥1×ه)‏ الحلقة 
فيما عدا 
Va,be R:a+b=b+a‏ 
إذا وجد عنصر ۸ ٤ء‏ بحيث يكون : 
[8ع- م جدعم دعن [Va,be  :‏ 
برهن على أن ۸ حلقة 
البرهان : 
b(c+c)‏ +0 +ع )م = (a+b)(c+c)‏ 
(ac + bc) + bc (1)‏ دعم = 
ولدينا أيضاً 
(a+ b)(c+c) = (a + b)c + (a + b)c‏ 
)2( ع8 + ac + (bc + ac)‏ = 
من (1) ۰ (2) ينتج أن : 
ac + bce = bce + ac‏ 
(a+ b)c = (b+ a)c‏ جه 
وباستخدام خاصة العنصر © ينتج أن 
a+b= +‏ 


۳:۷ 





وبالتالى فان ۸ تكون حلقة . 

مثال_۸ : لتكن ۸ حلقة ذات عنصر الوحدة ويتحقق لها Vx,y e 10: (xy)? = x»‏ 
برهن على أن ۸ إبدالية . 

البرهان : 


17+ بر) =x‏ را Vx,ye‏ 
(1+بر2 + گر نر ع ”(× + بود) ج 
تير + ر2 + رر = 7× + ر × + × + (رے) ج 
)1( ر = سور ج 
وبالتع‌ویض ب 1+ بدلا من × نحصل على : 
بر )1+ (x+Dy(x+1) = (x‏ 
1y‏ +2 + 22 ) = (1+ عد)(نر + بود) ج 
ر + ر×2 + مو عر = ر + رر + روز + رر ج 
رر = بورج 
أى أن ۸ إبدالية . 
مثال ٩‏ : لتكن ۸ حلقة يتحقق لها 
Vxe R:x =x‏ 
برهن على أن ۸ إبدالية . 
البرهان : 
Vx,ye R:‏ 
)1( ر ×× + رر × ر ر × - مو ر تعر = ( 7ر × - ر د) 
ولکن 


ترس R:x‏ عن جح مراد مر : راج برا 


۳:۸ 


وبالتعويض فى (1) نحصل على 


0 = ر ر × + بو ر × # رر ر × # رز ر × = ( ر × - رز ) 


2( ہر × = رر × ج 0 = ( 7ر × - ر ) = رر × - ر ر ج 
وبالمثل فلدينا : _ 

)3( ر ر × + 7ر ر × - رر "ر - ر ر = 7( 7ر ةير - تيرير) 
أيضا” : 

0= 2( تربور - دیز) > R: x = x”‏ ع عرو 

)4( رز × = رر جح 0 = *( 7ر × - ریز رر × - ر ج 
من (2) ۰ (4) نحصل على : 

)5( ر = ر 


آیضا لدینا : 
× - 2ر3 + × 3- 2(3ر) = تبرت ×3 + 6ر3 - ؟× د بر ”× = (× - 7) 
×= شير = بر 3+ 3%- × = پر 37+ × 37- ”× = 
)6( × - ×3 = 22 ج 3×7 = ×3 ج 0 = 3×7 + ×3 ج 
ا 
)0( سر حور #رسعرة- مرو ردج رو 2= غر+ 2۶ ×= 0-7 
ومن (5) لدینا : 


<( )یز = ر( )د( )ر = بر( - ) 


ر = ر بر ررر = بو نيد - رد 
أى أن الحلقة إبدالية . 
مثال ٠١‏ : إذا كان كل عنصر فى حلقذ ۸ متماثل القوة (حهاهمصمولن » أى أن : 
لكل ۸ ع× : ×= » فبرهن على أن ۸ إبدالية . هل العكس صحيح ؟ 





البرهان : سنبرهن اولا على أن : 


كالآتى : 
=x+ x‏ *(ع +عر) R3‏ ع بر دعر ج |[ عن 
x+x)x=x+x(+x)ل+%x(‏ > ور دور (« +2()2 +2) 2 
قانون التوزيع 
+x 5 (x + (+ (x +x) = x + x‏ ور ح ( +( + ترج ر) جل 
5 قانون التوزیغ 
1 ۷ 22-0 ير جح 0 + (عر + عر) x)=‏ + ع) + (« + 2) >2 
والآن : 
(a+b)” = a+b‏ جح( ع + ج ۲ ع 9,ه 
(a+b)(a+b)=a+b > (a+b)a+(a+b)b= a+b‏ > 
قانون التوزيع 
a +0۵ 00+ 9۶ =a+b => _ a+ba+ab+b=a+b‏ - 
قانون التوزيع 
3ba+ab=03>ba+ab=ba+ba(Vxe R:x+x=0,bae R) > ab = ba‏ 
أى أن ۸ إبدالية . 


عكس المقولة ليس صحيحا بالطبع . مثال مضاد: 128 إبدالية ولكن 2 *2 (تسمى 
هذه الحلقة حلقة بولية (ع2128 همهه8001) نسبة إلى الرياضى جورج بول 060۲86) 
Boole)‏ (۱۸۰-۱۸۱۳)) 
مثال ١١‏ : برهن على أنه إذا كان ۶0ء عنصرا متماثل القوة فى نطاق متکامل ۸ 
فان © يكون عنصر الوحدة فى ۸ . 
البرهان : (حيث 1 هو عنصر الوحدة فى ) (6)6-1 -0-66-86 ده - تع 
6-1ج-1-0-ه حت 
۶0 و ۸ خال من القواسم الصفرية 


۲ 6 + 





مثال ۱۲ : يقال لعنصر © فى حلقة أنه منعدم القوة (04600م011) إذا وجد عدد 
صحيح ” أكبر من الصفر بحيث يكون 0= ”4. برهن على أن 0 هو العنصر الوحيد 
منعدم القوة فى أى نطاق متكامل 1 . 


اليرهان : ليكن ( عه منعدم القوة . عندئذ فإنه يوجد 1 ©م : 0= "© أى أنه 
يوجد N‏ عم: 0= ۸۵۳۲ . ولان ‏ ليس له قواسم صفرية فان 0 = ۾ أو 
0= 2۳۱ . إذا كان 0 = © نكون قد حصلنا على النتيجة . إذا كان 0 = ”© فبالاستقراء 
الرياضى يثبت أن 20 ۵ . 

مثال ۱۳ : لتكن ۸ حلقة إبدالية » وليكن ۸ ©0,5 بحيث إن © وحدة » 52-0 . 
برهن على أن 6+8 وحدة فى ۸ . 


7 / بحيث إن 70-1ه .1 


البرهان : من حيث إن 4۸61 وحدة إذن يوجد 
هو عنصر الوحدة فى ۸ . والآن : 

a? b‏ سوطتن - ۱ جوت = -a?b)(a +b)‏ ام) د رط جع ]زط (61) ستم] 
( ۶ إبدالية ) 1١#‏ - 1-07 +1= 
1< 1-0-0 +1-< 
(۸ إيدالية ) [۳۵()- [a+ b][a"‏ = 

أى أن 5 +© وحدة فى ۸ . 

مثال ١4‏ : حدد إذا ما كانت المجموعات الآتية مع عمليات الجمع والضرب الموضحة 
تعين حلقات : 

(أ) ۸7 مع عمليتى الجمع والضرب المعتادتين 

(ب) *2 (مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة) 

(ج) :292 (الجمع يتم بجمع المركبات » وكذلك الضرب) 

(د) 22©2 الجمع والضرب كما فى (ج) 


٥1 


(ه) (2 ©5,» | 50/2 +م) مع عملیتی الجمع والضرب المعتادتين 
(و) 6,900 | 62+ م) مغ عملیتی الجمع والضرب المعتادتین 
(ز ) مجموعة الأعداد التخيلية الصرفة ۶ حيث ۲1 مع عملیتی الجمع ولضرب 
متا تین ۱ 
الحل : کل ما سبق يكون حلقا فیما عدا : المجموعة المعرفة فى (ب) لأن 7 
لاتحتوی على الصفر وهو العنصر المحاید بالنسبة لعملية الجمع (کما أنه لن يكون هناك 
بالتالى معکوس بالنسبة إلى عملية الجمع) ۰ المجموعة المعرفة فى ( ز ) حیث إن 
حاصل الضرب 7۶ = 7.6 وهذا عدد حقیقی ليس تخیلیاً . 
مثال ٠١‏ : فى المثال السابق مباشرة أى الحلقات الواردة تکون ايدالية ؟ لها عنصر 
الوحدة ؟ حقولا ؟ 
الحل_: 
( أ ) ابدالية » لها عنصر الوحدة إذا كان وفقط إذا كان 1 - 7 ولیست حقلا لأنه 
لایوجد معکوس بالنسبة لعملية الضرب لأى عنصر فیما عدا ۰1 1- (إذا كان 1= ) 
(ج) ايدالية : عنصر الوحدة هو (1 ,1) » ليست حقلا لأنه لایوجد معکوس ضربی آی 
معکوس بالنسبة لعملية الضرب فیما عدا (1 ,1) 
( د ) ايدالية » ليس لها عنصر الوحدة » ليست حقلا 
(ه) إبدالية » عنصر الوحدة هو 1+02 ۰ ليست حقلا لأنه لایوجد معکوس 
ضربی للعنصر 2+72 مثلا 
(و ) إبدالية » عنصر الوحدة هو 1+02 ۰ حقل 
مثال ١5‏ : لتكن (6)ه) تجمع (هه‌ناهءلاهه) کل المجموعات الجزئية من ك (أو 
مجموعة القوة ل ک) . سنعرف العملیتین "+۰۳ .۳ على (0)8) کالاتی :- 

۸4+ 8 - ۸۱۸-۸6۱ < {xe 4 or عع‎ but ۶ ANB} 


۸. - ANB 
YoY 





ا (6)5 ,۸4 
اكتب جدولين ل ”ب“ » "." ل (605 حيث (5 ,م) = 5 . وبرهن على أن 
0 +,(6)5) حلقة بولية. 


TTT‏ اجا 










يترك للقارئ البرهنة على أن (.,+,(5)) حلقة ومن مثال۱۰ السابق نرى آنها بولية . 
مثال ١۷‏ : حدد إذا ما كانت التقريرات الآتية صحيحة أو خاطئة : 

(أ) كل حقل يكون حلقة 

(ب) كل حلقة لها عنصر الوحدة 

(ج) كل حلقة لها عنصر الوحدة يكون بها وحدتان على الأقل 

( د ) كل حلقة لها عنصر الوحدة يكون بها وحدتان على الأكثر 

(ه) من الممكن أن تكون هناك مجموعة جزئية من حقل تكون حلقة » لكنها ليست 
ا 

(و ) عملية الضرب فى الحقل إبدالية 

( ز ) عناصر الحقل غير الصفرية تكون زمرة تحت عملية الضرب فى الحقل 

( ح ) عملية الجمع فى أية حلقة تكون إبدالية 

(ط ) كل عنصر فى أية حلقة له معكوس جمعى 

الحل : (۰)۱ (ه) ۰ (و )۰( )۰(ع)۰(ط) صحيحة 

(ب) ۰ (ج) ‏ (د) خاطئة 





أمثلة مضادة : 
(ج) ,2 بها وحدة وحيدة وهى عنصر الوحدة 1 . 

(د) آلها عنصر الوحدة 1 » كل عناصرها فيما عدا "0" وحدات 

سنرى فيما بعد أن !1 © 2,7,7 حلقة وستكون حقلا إذا كانت 7 عددا أوليا . 

مثال ۱۸ : برهن على أن المعكوس الضربى لأى عنصر فى حلقة ذات عنصر الوحدة 
يكون وحیدا 

البرهان : لتكن ۸ حلقة ذات عنصر الوحدة 1 » وليكن ۸ عه بحيث إن 2825 45 
۱ معکوسان ل م . والان : 

a” .)0۵(< a” .1 = a”‏ = که( (a‏ = @.1= أو 


مثال ۱۹ : اضرب مثالا لعنصرين © › 8 فى حلقة بحيث إن 0 b=‏ بینما ±0 ba‏ 
م : 1 1 0 1- 
الحل : في حلقة المصفوفات (۸/,,)2 ليكن 6-6 ح 6 ۰ و 1 و 


والان : 


1 -1۱-1 0 0 0 
ab = - 

0 0 ۱1 0 0 0 

-1 01١/1 -1 -1 1 0 0 
ba = - ج‎ 

ES 
اضرب مثالا لحلقة غير إبدالية » وليس لها عنصر الوحدة‎ : ٠١ مثال‎ 

الحل : اعتبر [» ,5 ,4 ,10 = :۸ سنعرف الجمع والضرب بالجدولين الآتيين : 





ot 





تسمى هذه الجداول جداول کیلی (0162ها 5*نزع انه 0) 


لاحظ فى هذا المثال أن ۸ لها عنصرا وحدة (ايسران) (أى أنه يوجد 7 بحيث إن 7 
×= لجميع ۸ >ع) هماه ۰ 5 . لكن ليس لها عنصر الوحدة . (الأسهم توضح 
تجاه الضنزب) 
مثال 1۱ : برهن على أن (© © ط,ه | 50/2 +م) =:[2/]@ حقل 
البرهان : البرهان مباشر تماما . نود فقط ملاحظة أنه لكل عنصر 
a+ 2 0۳21‏ معكوسه الضربى سيكون : 

1 0-92 


a+b./2 2-2 








_ 


و ۶0 ۵2-2 وإلا كان 7 ها کک 


(ليس عددا نسبیا) 
مثال ۲۲ : اوجد عددين © › ۶ فى حلقة » بحيث يكون کل منهما قاسما صفريا > لکن 
a+b‏ ليس كذلك 


الحل : فى ,7 : 2 ۰ 3 قاسمان صفريان لأن 20۶3 ۰ 23=0 بينما 5-2+3 
ليس قاسماً صفریا فى 26 : 

55-1 , 54-2 ,5323 , 52-4 , 5125 
مثال ۲۳ : اوجد جميع العناصر فى حلقة ۸ بحيث تكون وحدات ومتماثلة القوة 
الحل : ليكن » وحدة فى ۸ أى يوحد ع۷ بحيث يكون 1 - لاله والآن u‏ 
متماثلة القوة أى أن » = . ينتج أن 1= بن ع هه( أى أن 1 -1» أى 
أن 1 دين ۱ 
مثال ۲ : لتكن ۸ حلقة ذات عنصر الوحدة 1 . إذا كان حاصل ضرب أى عنصرين 
غير صفريين فيها عنصرا غير صفرى (أى لايساوى الصفر) » فبرهن على أن : 

1= 0 ج 1 < اه 


Yoo 





Va,be R\ {0}: 


a(ba-1) = aba-a = 0> ba =1‏ جه = ab - 1 aba‏ 
مثال ۲۵ : لیکن 5 ,م عنصرين فى نطاق متكامل ۸ . برهن على أن : 
(1) ثم<دثم ٠‏ عنم حه a=b‏ 
(ب) ”م ”م ۰ ۳ < ام حيث 4 ۰ م ليس بينهما قواسم مشتركة (سوى 1 
عنصر الوحدة فى ۸) هب و < » 
البرهان : (1) نع ثم حم و ثم . والان : 
(قانون الحذف فى النطاق المتکامل) 4-06 ج رنه = وط = رکه 


a+0+b‏ نو ذو 


۸ إبدالی 


چا 


(الحالة ۸-0 + 9-0 تافهة) 

(ب) 7,7 ليس بينهما قواسم مشتركة (سوى ۸ ع1) وموجبان › هذا یقتضی وجود 
عددين صحیحین» ,7 أحدهما موجب وليكن / والآخر سالب ی بحيث يكون 1 = 57 + 77 
والآن ”مع "ه » 2 "م يستلزم أن : 


ا سب ا دب یز a‏ سم ل ۲ دب b" aq”‏ ب "3 و 7 


إبدالى 


0-7 جه 


rm+sn=] 
برهن على أن الحلقة الإبدالية المنتهية ۸ التى ليس لها قواسم صفرية يكون‎ : ١ مثال‎ 
لها عنصر الوحدة‎ 
44 البرهان : لتكن (,۵,...,,ه,,۵) =: ۰ حيث ۶0 » . نكون الحلقة (,22 ,... ,ر4‎ 
› 44, = 6,۵, هذه الحلقة تساوى ۸ لأن كل عناصرها موجودة فى ۸ › وكذلك إذا كان‎ 
وج 7 فان 20( ,©) ,4ه ولكن ۸ خالية من القواسم الصفرية » ۶0 ,© ۰ وبالتالى‎ 
فان ,4 = © وهذا تناقض . ومن ثم فان ,۵,6 ره لبعض : . نبرهن الآن على أن‎ 


۲۰۹ 


زه هو عنصر الوحدة فى ۸ كالآتى: إذا كان ۸ € ه فإن: ,2,4,0 = ,2,0 » ومن ثم 

فان 0= (,4,»- ,©),©. مرة أخرى الحلقة ليس لها قواسم صفرية ۰ ۶0 ,© 

وبالتالى فان ,© = ,هه . أى أن :ه هو عنصر الوحدة قى ۸ . 

مثال ۲۷ : تعرف رتبة العنصر الجمعية فى الحلقة ۸ برتبته فى الزمرة الجمعية (+ ,۸) 

. لتكن ۸ حلقة إبدالية ليس لها قواسم صفرية . برهن على أن جميع عناصر ۸ غير 

الصفرية لها نفس الرتبة الجمعية . 

البرهان : لتكن (1۱)0 عط,ه . رتبة © هی 7 رتبة 0 هی ۰ وليكن > 71 . 

والآن : 0 ± (2070 = (5ه)+ = 7:0(5) =0 وهذا تناقض . 

(لاحظ أن 0 + © ۰ 7570 و ۸ خالية من القواسم الصفرية» وبالتالى فإن75(20)©) . 

مثال ۲۸ : ليكن ( نطاقا متکاملا » ولتكن م دالة غير ثابتة من 7 إلى N‏ بحيث يكون 

(ز)۵()م = (بود)م . برهن على أنه إذا كانت وحدة فى 2 فان 1- (6)3 . 

البرهان : («)م(0)م = (×.1)م = (2), » وبالتالى فان 1= (1) (قانون الحذف فى 

النطاق المتكامل) . 

والآن : (6)087(0)0 -(' »)مو = (0م-1 وبالتالی فان ۶0( 
× وحدة 


ولان صور" 0 دائما أعداد صحيحة موجبة فان 1= p(x)‏ 


Yo¥ 


و ده سحو هه و جع اه هه وم ميو وه و هه عدج و 3 هک مجم سوم سج و ور سوه مدع اک همم همع و او و و و مج معد سم لیم توووم موود وه امس 


(۱) برهن على أن مجموعة الدوال الحقيقية المتصلة التی يمر رسمها بالنقطة (0 ,1) 
تکون حلقة ابدالية » ليس لها عنصر الوحدة مع العملیتین : 

۷۵ ء‎ R:(f + (ه)(ع‎ = f(a)+ 2)0(,)[ (۵)(ع.‎ = f (a).g (a) 
: لتكن ,۶ ...۰ ,۸ حلقات . سنكون‎ )۲( 

R=R OR, © ... © 1, = ...ريك ,ب4ه))‎ © ( | a, 6 R;} 

ونعرف الجمع والضرب كالآتى : 

(s€, و... و‎ 4 ( + (D,,D,,...,0,) = (a, + Dd, + ي4و...وو‎ + D,), 
(@,, d2, ).(D,,D,,...,0,) = (QD, , dD, رثأي ...و‎ ( 
برهن على أن هذا التكوين مع هاتين العمليتين يمثل حلقة (تسمى حاصل الضرب المباشم‎ 
. للحلقات ۸ » ر۸ » ... » ,۸ » سندرسها فيما بعد)‎ 
فى التمرين السابق مباشرة لتكن ,۸ ۰ 2 » ... » ,۸ تحتوى على عناصر غير‎ )۲( 
صفرية . برهن على أن ۸ لها عنصر وحدة إذا كان وفقط إذا كان كل ;۸ تحتوى على‎ 
۱ . عنصر وحدة‎ 
اعط مثالا لحلقة غير منتهية » غير إبدالية » ليس لها عنصر وحدة‎ )4( 
برهن على أن (962,ه | 9/2 +4)-:[2/2 حلقة مع عملیتی الجمع‎ )5( 
. والضرب المعتادتین للأعداد الحقيقية‎ 
برهن على أن الحلقة التی تکون دائرية تحت عملية الجمع تکون إبدالية‎ )7( 
)۸ هی مجموعة کل الوحدات فى‎ ])8(( U)R]X[( ۰)2][( عين‎ )۷( 
فى ,2 برهن على أن 4۱2 ؛ فى ,37:2 ؛ وفی م,9۱12:2‎ )۸( 
اوجد عددا صحيحا 7 يظهر أن الحلقة ,7 لاتحقق بالضرورة الخصائص الآتية‎ )٩( 
: 2 للحلقة‎ 
»-1 ه يستلزم أن 0<ه أو‎ =» )۱( 
(ب) 28-0 يستلزم أن 4-0 أو 0=ط‎ 
مه"‎ 


و ات 0 ولقسم‌الثانی) نظريةّالحلقات 13600 Ring‏ | 


ل ا ا ا 





هل 7 التى حصلت عليها عدد أولى ؟ 
(۱۰) برهن على أن أى وحدة فى حلقة تقسم كل عنصر فى الحلقة 
(۱۱) فى مثال ۲۰ السابق برهن على أنه يوجد عنصرا وحدة أيسران » (أى أنه يوجد 
٣‏ بحیث يكون ×= × لجميع × فى الحلقة) بينما لايوجد عنصر وحدة أيمن 
(۱۲) المجموعة (0,2,4) تحت عمليتى الجمع والضرب مقياس 6 تكون حلقة إبدالية 
ذات عنصر وحدة . برهن على ذلك 
(۱۳( فى حلقة ما يتحقق ×= ”ر لجميع × . برهن على أن 0<ر هم يستلزم 0= 4ط 
(۱۶) برهن على أن أية وحدة فى حلقة ذات عنصر وحدة یکون معکوسها الضربی وحیدا 
)٠١(‏ اعتبر (.,+,5) » حیث ؟ مجموعة › "۳.۰۳۷ عملیتان على 5 بحیث إن : 
(1) («ک) زمره 
(ب) ( ,6) زمرة حيث ”8 نتکون من جميع عناصر ك ماعدا عنصرها المحاید 
بالنسبة إلى "الجمع" أى الصفر 
(ج) ع »+8 < ن +0200 

6 4 مح ( + عم) 
لجمیع 5 ©©,0,8 
برهن على أن (.,+,5) شبه حقل . 
(إرشاد : استخدم قوانين التوزيع على (8+ )(1 + 1) لكى تبرهن على أن عملية 
"الجمع' إبدالية). 
)١15(‏ لتكن ۸ حلقة » ۸ ع5,6,ه برهن على أن : 

a(b—c) = ۵0 - ac,(b - وك‎ = ba~ ca 
(عنصر الوحدة) فان‎ 1٤ ۸ وإذا كان‎ 
)-1( ۵2-4 , )-1( )-1( 21 
(na)(nb) = )77()05( : إذا کان ,1 7,76 ۰ ۸ حلقة ۸۰ عط,ه فبرهن على أن‎ )۱۷( 
0۹ 


(۱۸) إذا كان 2 76 ۰ ۸ حلقة » ۸ عه فبرهن على أن : (4 )-<(0 )7 
)١9(‏ لتكن ۸ حلقة ۵,06۰ ۰۸,۰ فبرهن على أن: (5”) (m a) b = a‏ = (ط (a‏ 71 
(۲۰) لتكن ۸ حلقة . برهن على أن ۸ إبدالية إذا كان وفقط إذا كان : 
a —b” = (a+ 5()4-8(‏ :۷۵,۰1۲ 

(۲۱) لتكن ۸ حلقة ويوجد عدد زوجى موجب 7 لكل ۸ عه بحيث یکون = *ه 
۾ . برهن على أنه لكل ۸ ©© يكون : 4 <-. 
(۲۱) ما وجه (أو أوجه) الخطأ فى البرهان الاتی على أن 248 =( -)(© -) : 

)-0()-( = (-1)a(-1)b = (-1)(-1)ab = lab = ab 
Z7 اوجد حلول المعادلة 0 <ع3- 2 - × فى‎ ۳ 
حل المعادلة 3-2 فى ,2 » بر7‎ ۶6 


( 
( 
5) حل المعادلة 2=0+×2+ × فى 26 
( 
( 


۷ حدد إذا ما كانت التقريرات الآتية صحيحة أم خاطئة : 


۳ 


) 

) 

) 

(15) حل المعادلة 2+4<0+ × فى 26 

) 

(( 7 لها قواسم صفرية إذا كانت 7 ليست عددا أوليا . 

(ب) كل حقل يكون نطاقا متكاملة . 

(ج) أى قاسم صفرى فى حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة لايكون له معكوس ضربى 
(د) (1/,,)۲ حيث ۲ هو © أو 18 أو € » ليس لها قواسم صفرية لأى 7 
(ه) كل عنصر غير صفرى من (22) مر يكون وحدة 

(و) الحلقة ,2 (حلقة الأعداد الصحيحة مقياس #) نطاق متكامل 

( ز ) الحلقة (1/,,)2 (حلقة المصفوفات المربعة من النوع 22 ومداخلها 
(عناصرها) أعداد صحيحة) نطاق متكامل 

) 


ح) ,2 > ۵,9 | bi‏ +0) =[2,]1 حقل مكون من تسعة عناصر 


۳۹۰ 





) 
Zi] = {a+ bi| a,b e Z} (4 2 )1( 
) 


Z[N2]:={a+b./2|a,be Z} ج) []7 )د5(‎ 

(ه) ,2 (حلقة الأعداد الصحيحة مقياس العدد الأولى م) 

(۲۹) برهن على أن أية حلقة إبدالية يتحقق لها قانونا الحذف (انظر مثال " فى (۱-۱- 
)) تكون خالية من القواسم الصفرية 

(۳۰)اضرب مثالا لحلقة إبدالية تكون خالية من القواسم الصفرية ۰ لكنها ليست نطاقا 
متكاملا 

(۳۱) ليكن © عنصراً فى حلقة ۸ لها عنصر الوحدة 1 » وليكن 0 ”م » حيث ۸ عدد 
صحيح موجب (يسمى © عنصرا منعدم القوة » كما ورد فى مثال ۱۲ من (۱5-۱-۱)) 
برهن على أن 1-2 له معکوس ضربی . ۱ 

(ارشاد : اعتبر ( "۵ +... + ”۾ + +0(-1) 

(۳۲) برهن على أن 1۰0 هما العنصران الوحیدان متماثلا القوة فى أى نطاق متکامل 
(انظر مثال۱۰ فى (۱5-۱-۱)) 

(۳۳) برهن على أن حاصل ضرب عنصرین متماثلی القوة فى حلقة ما هو عنصر 
متماثل القوة فى الحلقة 

(۳۶) لیکن 4 عددا صحیحا موجباً ليس مربعا . برهن على أن : 


حقل (© ۱۵,۵ 0 {a+‏ :031 
(۳۰) ليكن (0,2,4,6,8)< تحت عمليتى الجمع والضرب مقياس 10 . برهن 


على أن ۸ حقل 

(5”) كيف تعرف النطاق المتكامل الجزئی ؟ 

لیکن نطاقا متكاملا له عنصر الوحدة1 . برهن على أن (2 2 ۸ |۸1) -: 2 يكون نطاقا 
متکاملا جزئيا من 7 . برهن كذلك على أن يكون محتوى فى كل نطاق متكامل جزئى 
من 2 . 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية الل ا و ا 
(إرشاد : النطاق المتكامل الجزئى 'ى دق Da SO A‏ 
بحيث إن عملیتی الجمع والضرب على 7 محددتين على ؟ تجعلان 5 نطاقا متكاملة . 
للبرهنة على أن ۴ نطاق جزئی من 2 نبرهن على أنه لكل ۲ ع5,ه : ۲ ع ۰-0 
لم 4 قاع د كل مطاف مواق A EE EBED‏ 
7 » وبهذا يحتوى على 7 ). 

(۳۷) برهن على أنه لايوجد نطاق متكامل يتكون من ستة عناصر . ماذا عما إذا كان 
يتكون من أربعة عناصر » خمسة عشر عنصرا ؟ 

((رشاد : تذكر أن كل نطاق متكامل منته يكون حقلا !) 

(۳۸) عين كل عناصر النطاق المتكامل التى تكون هی معكوسات نفسها 

(۳۹) عين حقلا منتهبا يكون فيه عنصران غير صفريين ۰2 ۶ بحيث إن 0 -5م + ”۾ 
(40) أنشئ جدول الضرب ل Z,) ۰ 2,]i[‏ »عطيه {a+ bi|‏ = [2,]1) 

هل هذه الحلقة حقل ؟ هل هی نطاق متكامل ؟ 

)٤١(‏ لتكن ۸ حلقة إبدالية » ۸ © 2,5 بحيث إن 25 قاسم صفری فى ۸ . برهن 
على أن ے قاسم صفرى فى ۸ أو 8 قاسم صفرى فى ۸ . 

(4۲) حل المعادلة 2-0 +م- 2د فى [],7 

(۶۳) اعتبر المعادلة 6-0+ر2-5ر 

( 1 ) کم عدد حلول المعادلة فى ,2 ؟ 

(ب) اوجد جمیع الحلول فى ».7 

(ج) اوجد جميع الحلول فى ور 

( د ) اوجد جميع الحلول فى ,رك 

(44) ليكن م حقلا منتهيا » ذا # من العناصر . برهن على أن 1 - اد لجميع 
العناصر غير الصفرية فى ٣‏ . 

(40) وضح لماذا لايمكن لحلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة لكنها ليست نطاقا متكاملا أن 
تكون محتواة فى حقل 

)٤١(‏ اضرب مثالا لحلقة ليس لها عنصر الوحدة تكون محتواة فى حق 

۳۹ 





۲-۱ هومومورفيزم الحلق . الحلقة الجزئية والمثالى 

Ring homomorphisms, Subrings and 5‏ 
۱-۲-۱ تعريف : لتكن (. ,+ ) » ('.,'+,'۸) حلقتين . يسمى الراسم '۸ ب :ص 
هومومورفيزم حلق (صونطمهصمصمط ومنم إذا تحقق : لكل ۸ ع 5,© : 
p(a +b) = p(a)+'p(b) (1)‏ 
)ب( o(ab) = (a).'p(b)‏ 
بعض المراجع يضع شرطا ثالث وهو : 
(ج) إذا كان ۸ ع1 ۰ '۸ 172 عنصری الوحدة فان '1= (1)م 
المفاهيم: مونو مور فيز م( ء1طم:0 "0,0 ¬)» إبیمو ر فيزم( ءنطم0د«iمە)‏ › أيزومورفيزم 
«(isomorphism)‏ اندومورفیزم (endomorphism)‏ « آوتومور jıd۾)automorphism(‏ . 
تعرف مناظرة لنفسها فى نظرية الزمر . وللسهولة فى الكتابة لن نضع غالبا "." » "." 
وسنكتب "+" ولیس " + ". 
ليكن “/ج2/: هومومورفيزم حلقيا . نعرف المجموعة [0-(0) | {ge‏ = 2 
('0 صفر الحلقة '۸) بانها نواة (ص) ((ص) عصم) 
۲-۲-۱ ملحوظات : لیکن '۸ - ۸ :ص هومومورفيزم حلق 
(أ) © راسم أحادى <> (0) = ()607/ (0 هو صفر الحلقة ۸) 
(ب) © أيزومورفيزم حلقى ج "ص أيزومورفيزم حلقى 
(ج) 7۳ '۸ :۷ هومومورفيزم حلق + "1 - ۸ : 1/00 هومومور فيزم حلق 
اليرهان : مشابه لما جاء فى نظرية الزمر 
۳-۲-۱ تعريف : لتكن 6 5 م حيث ۸ حلقة . تسمى 5 حلقة جزئية (عہ1إطuء)‏ 
من ۸ إذا تحقق : 
a,be 5 > [a+be S, abe 5[ (Î)‏ :۷۵,6 








(ب با دب العمليتين المستحدثتين +۲۵ (ط,ه) ,كج ككاى » وج (0,2), كج SxS‏ 
تكون حلقة 

-4-1 ملحوظة : لتكن ۸ حلقة كك . التقریرات الآتية متكافئة . 
(1) 5 حلقة جزئية من ۸ 
(ب) ك زمرة جزئية من الزمرة الجمعية ل ۸ » 5 ره ج 5 ع 5,© 
(ج) 5 abe S>a-beS , abe‏ 
البزهان : مباشر وراجع )١-4-1(‏ ۰ (۲-4-۱) فى نظرية الزمر . 
٩-۲-۱‏ تعريف : ليكن حلقة ۸ ح 4 ع ۵ . 4 مثالى (0621) إذا تحقق 
(أ) 4 زمرة جزئية من الزمرة الجمعية ل ۸ 
A,abe 4 0‏ ع ۵ < 1 75 4 ۷۰ 

-؟-5 ملحوظة : ۸ حلقة » 1 4 م . التقريران الآتيان متكافئان 
(1) 4 مثالى فى ۸ 
)ب( ,4 A4: a-be‏ ۷۵,۵6 

VreR Vae A4:rae A,are A 
: أمثلة‎ ۷-۲-۱ 
كل حلقة ۸ تحتوی على حلقتین جزئيتين تافهتين هما (0) ۰ ۸ (حیث 0 هو العنصر‎ )۱( 
الصفری فى ۸ أى صفر الحلقة ۸) . هما كذلك المثالیان التافهان لأى حلقة ۸ . أى مثالی‎ 
غير تافه يقال له مثالی فعلی (10621 :6م0:0) » وأی حلقة جزئية غير تافهة يقال انها‎ 
(proper subring) حلقة جزئية فعلية‎ 
لتكن ۸ حلقة ايدالية . عندئذ فانه لأى ۸ عه تکون المجموعة‎ )۲( 

Ra = 1۲۵۸۱۳۲ R} 

مثاليا فى ۸ 
البرهان : ۵ 0 لأن : )1( Ra‏ © 0۵ 0 


٤ 





كذلك : (۲) لجميع 4 ع 70,50 : 


۲۵ - ء و( - ۲) = وو‎ Ra 
: SER «< rae Ra و (۳) لجمیع‎ 
5)۲۵( = (sr)a€ Ra, 
(ra)s =  s(ra) = (sr)ae Ra 
إبدالية‎ ۸ 
. ينتج الادعاء مباشرة‎ )۳( ۰ )۲( » )١( من‎ 
37 > 1١! : 4 - 72, >< 2 بح 4 عع م . 4 مثالى فى‎ )۳( 
البرهان : من مثال ۳ فى (4-4-۱) من نظرية الزمر » ومن (1-۲-۱) أعلاه يكفى أن‎ 
: نبرهن على أن‎ 
Vne 2 ۷۵ ع‎ ۸:7۵ > A,ane 4 (*) 
. © - 712 بحيث إن‎ 2٤ 2 والان فانه لكل 4 عه يوجد‎ 
۷ ع‎ 2 ۷72 A4: n(mz) = m(nz)e mZ = A, 
(mz)n = m(zn)e mZ = A. 
. وبدهى أنه إذا لم يتحقق (*) فان 4 لن يكون مثاليا‎ 
)2, := )0,1,...,5( ( حلقة جزئية من‎ )0,2,4( )4( 
. © عط ره | +=[ حلقة جزئية من الحلقة (الحقل) ') لكنها ليست مثالیا فى‎ 23 )۰( 
كل مثالى هو حلقة جزئية » لكن ليست كل حلقة جزئية مثاليا (مثال مضاد : مثال‎ )( 
السابق مباشرة)‎ )( 
: أمثلة متنوعة‎ ۸-۲-۱ 
لتكن ۸ حلقة » وليكن ۸ ©© . برهن على أن (0 -2ه |۸ ) ح: 'ى حلقة‎ : ١ مثال‎ 
۸ جزئية من‎ 


البرهان : ۸ ۰06 0= 20 یقتضی أن ؟ 0٤‏ » ای أن ۵ ۶ 5 . 


“o 





و عبر -ع« ج 0 - 20-0 برهم - ۵ < (بر - )0 


كذلك فإن : 
0= 0 = بز(ه) = a)xy(‏ 
أى أن 5 عر . ومن ثم البرهان . 
مثال_؟ : لتكن ۸ حلقة . يعرف مركز_(۸ 0۶ اجه 1۳06) ۸ بأنه المجموعة 
ax = xa ۷۵ 6 RF}‏ | ><) = 5 .برهن على أن مركز ۸ حلقة جزئية من ۸ . 


البرهان : من مثال 4٩‏ من أمثلة متنوعة على نظرية الزمر » ومن (۲-۱-؛) أعلاه 


يكفى أن نبرهن على أن 
3 ع نود جح و 6 ومد :نز 
VaeR )1( ,‏ مح د دعم ج لاك برد 
ay= ya VaeR (2)‏ 
والآن : 


Vae R: a(xy) = (ax)y =(xa)y = x(ay) > x(ya) = (xy)a 
Vx,ye S:xye S : أن‎ 7 
. مثال ۳ : لتكن ۸ ع1 حلقة (أى لها عنصر الوحدة) » ۸ عم بحيث إن 1= ه‎ 
برهن على أن !7 ©” | ©1047 = 5 حلقة جزئية من ۸ . هل 5 ع1 ؟‎ 
. 5 ۶ 0 أى أن‎ » 1= a” = مه‎ = alae 5 : البرهان‎ 
ara,asa € 5 > ara - asa = 9) - (0 € رگ‎ 
araasa = 6و مه‎ = ar lsa = arsa ع‎ 3 


ومن ثم فان 5 حلقة جزئية من ۸ وتحتوى على عنصر الوحدة 1 . 


۳۹۹ 


القسم الثانی) نظري الحلقات ۲۳60۲۷ Ring‏ ۱ 


6 
مثال_ 4 : لتکن سس 1 احم . برهن أو انف : ۸ حلقة جزئية 


5 وس 
من () مر ۸۷ 
الحل : 
1 1 
3 1 أى أن ۵ ع عل 

bedez o c c-d © a-—-b ۸ الآن ليكن‎ 

ل لیدر ع 2 حیت ع c,d‏ ۱ 
ات 8 عن 7 5 


0 71 : c- 1 3 a-c کک‎ 
ER 
a—~b b c-d a-c—-(b—-d) 85-04 


7 
a a- c-d _]20- ad -]+ bd 66-0 
a—b 
۸ مر‎ (2Z) أى أن ۸ حلقة جزئية من‎ 


۶ 
مثال 5 : برهن على أن 2210132 ليست حلقة جزئية من 2 
البرهان : 22 ©2 ٠‏ 3637 »لکن 2250/37 3-2-12 
مثال 5 : لتكن 61 81 ۲:1 كما فى (۲) من التمارين على )١-١(‏ › 
S = {(a,b,c)e R|a+b=c}‏ 
برهن أو انف : 6 حلقة جزئية من ۸ . ( تحقق من أن ۸ حلقة !) 
الحل : 5 ع (0,1,1(,)2,2,2) بينما 3 © (2,1,1) = (0,1,1) -(2,2,2) 
وبالتالى فان 5 ليس حلقة جزئية من ۸ . 


مثال ٠‏ : اوجد أصغر حلقة جزئية من © د تحتوى على 2 
الحل : نبرهن على أن (الع«رة عم اجن - 5 هى الحلقة الجزئية المطلوبة 


واضح أن 5 حلقة جزئية من @ 





لأن 0-25 أى أن ك غير خالية 

















m 1 
1 2 
سر * 2 سه‎ eS 
7, m 
ا‎ „Mm, © Z,n, © N . 
2 2 2 


Mm, mM Mmm, 
= € 
2" 2” 2" 











والآن أية حلقة جزئية من © تحتوى على لابد أن تحتوى على |1 ) حيث 1 © 2 
وكذلك تحتوى على كه[ ره وبالتالى فهى تحتوى على كل العناصر 0 
حيث 2 7 ۰ N‏ عم . ومن ثم البرهان . 
مثال ۸ : لتكن ۸ حلقة . برهن على أنه لجميع 7 ظ,۵ يكون (5+ه)(2-م)- نن- 
إذا كانت وفقط إذا كانت ۸ حلقة إبدالية . 
البرهان : 0-07 - قن + Va,be R:(a—b)(a+ b) = a‏ 
إذا كانت ۸ إبدالية فان مط = 5ه وبالتالی فان : 
"و - (a—b)(a + b) = a‏ 

وبالعكس إذا كان ط- ”ى = (ظ + 4)(ط-ه) فان 0= 4ط - 5ه ويكون 24 = طه أى أن 
۸ إبدالية . (انظر (۲۰) فى تمارين )-١(‏ ()) . 
مثال ٩‏ : لیکن 5 ج ۸ :ص هومومورفيزم حلق . برهن على أن : 

VreR VneN: 20 = np(r) 

P(r") = p(r)" 


البرهان : بالاستقراء الرياضى : عند 1 = 7 واضح أن التقريرين صحيحان : 


۳۹۸ 





p((m + Dr) = p(mr + r) = p(mr) + (r) 


= (+ (r) = (m+ (r), 
فرض الاستقراء‎ 


وم "0)م()م ‏ د (“و(مم = (rr)‏ د ))9 
فرض الاستقراء 


مثال ٠١‏ : ليكن 5 ج ۸ :ص هومومورفيزم حلق . وليكن 1 عنصر الوحدة فى ۸ » 
(0) # 5 . وكان © راسما غامر! (شاملا ۰ فوقيا) » عندئذ فان (6)1© يكون عنصر 
الوحدة فى $ . 
البرهان : © غامر يقتضى أنه لكل 5 ء بز يوجد ۸ ©« بحيث إن بر( . والآن : 
ول[ = Dy = p(Dp(x) = (lx) = p(x)‏ 
رز = yp(1) = p(x)p(1) = (x1) = p(x)‏ 
وينتج المطلوب مباشرة . 
مثال ١١‏ : لیکن 5 ج ۸ :ص هومومورفيزم حلق . وليكن ۸ 4C‏ مثاليا » ۸ © 8 
حلقة جزئية » کی '4 مثاليا » کت ۶۲ حلقة جزئية . 
برهن على أن : 
(أ) م غامر (شامل) = 5 > (0)4 مثالى 
(ب) 8 60049 مثالى 
(ج) کت (6)8 حلقة جزئية 
(د) 1 8)'ص حلقة جزئية 
البرهان : (1) من ملحوظة (۱--۲ (1)) فى نظرية الزمر » ومن (۲-۱-) اعلاه 
یکفی أن نبرهن على أنه : 
()0 € ۵(,2)۵(۰)م Vse S:sp(a)e‏ (4)م > رمم ۷ 


۳۹۹ 


و ود و ود و وی ی یه ی و2 و اجه 2 و و ول اک و 0 


ومن حيث إن © غامر فانه لكل 5 ع ی یوجد ۸ 7 بحیث یکون 5 - (20۳ ولدینا : 


sa) = 00()0( = (ra) € (A), (a)s = Kar) = (ar) € (4) 
اح 4 مثالى 8ح 4 مثالى‎ 


(ب) من ملحوظة "-4-١(‏ (ب)) فى نظرية الزمر ومن (۲-۱-*) أعلاه يكفى أن 
نبرهن على أنه : 
۱4 ,4 ) نم Vae ۵7 ) 4 Vre R:rae‏ 
والآن : 
"لم »ع p(ra) = p(r)p(a)‏ ج '4 ae م١) 4( > p(a)e‏ 
5 ح'4 مثالى 
)7م rae‏ جه 
وبالمثل (4) 0١‏ ع r‏ 
(ج) من ملحوظة (۳-4-۱ ( أ )) فى نظرية الزمر ومن (4-۲-۱) أعلاه يكفى أن 
نبرهن على أنه : 
)B(ڳ Vx',y'e p(B): x'y'e‏ 
والآن : 
(xy )‏ > ( :)© =' زر( :نان :x'=‏ ع Ix ,y‏ ج ( 8)م x'y'e‏ 
p(x)p(y) = x'y' . ۱‏ = 
ومن حيث إن 8 حلقة جزئية فى ۸ فان 8 ع ر× وبالتالی فان (2)8 > (بود)م أى أن 
x'y'e p(B)‏ 
( د ) من ملحوظة 5-5-١(‏ (ب)) فى نظرية الزمر » ومن (4-۲-۱) أعلاه يكفى أن 
نبرهن على أن: 
Vx,ye p'(B):xye p(B”‏ 


والآن : 


۳۷۰ 





B'‏ € 0000م - B' > p(y)‏ > (بز)م (8B) > p(x),‏ "م ع ,ع 
'8 حلقة جزئية فى 5 


008 ع ود > 
مثال ۱۲ : ليكن ک + ۸ :ص هومومورفيزم حلق . برهن على أنه إذا كانت ۸ حلقة 
إبدالية فان (۸) تكون حلقة جزئية إبدالية فى 5 . 
البرهان : من حيث إن ۸ حلقة جزئية من نفسها فإنه من مثال١١‏ (ج) السابق مباشرة 
تكون (۸)م حلقة جزئية من 5 . والآن 

۷2,۱6 0)1( 3x,ye R:x'= p(x), ح نز‎ 0)0(۰ 


x'y'= p(x) - P(xy) = ع (سر)م‎ P(Y)P(X) = 'ذ'بز‎ 
إبدالية‎ ۸ 


وينتج المطلوب مباشرة . 
مثال ١١‏ : برهن أو انف : ( أ ) الحلقة 27 تتشاكل (أيزومورفية) مع الحلقة 37 
(ب) الحلقة ,22 تتشاكل مع الحلقة 42 
الحل : ليكن م أيزومورفيزم حلق . 
×3 ج21 
والآن : 
(0)2(0)2 = 3.3 - 9 + 6 = 3.2 = (0)2.2 
التقرير خاطئ . (لاحظ أن 2 مولد ل 22 ۰ 3 مولد ل ,37) 
(ب) بالمثل وأكمل ... 
مثال ۱4 : برهن أو انف : الحقلان 16 ۰ € متشاكلان () = 18) 
الحسل : التقرير خاطئ . المعادلة 1- = 2د لها حلان فى € هما : - رة بينما ليس لها 
حل فى الحقل +1[ 
مناقشة أخرى : إذا كان R‏ ۰ € متشاكلين فان (1۱)0 ۰ )01١10(‏ يكونان متشاكلين 
كذلك . لكن كل عنصر فى (1۴۱)0 يولد زمرة دائرية غير منتهية فيما عدا العنصرين 
۲۷1 


ا ا ا ا ت م متك ب م اس مده > سس سد م سدم بو صا 


1 1- فإنهما يولدان زمرتين دائريتين لهما الرتبة 1 ۰ 2 على الترتيب . أما فى ١40(‏ © 
فان العنصر 1 يولد الزمرة الدائرية (4,1-,1-,2) ذات الرتبة 4 . (العملية فى الحالتين 
هى الضرب المعتاد) 


0 : ج () رركا‎ ZL 
مثال ۱۵ : لیکن ۰« 0 برهن أو انف : © هومومورفيزم حلق‎ 
2 d 


الحل : 
0 1 1 1 0 2 0 1۱/1 1 
1,1 [ ۶« 2< - 
اه له م2۳ زه لله له )ا 
أى أن © ليس هومومورفیزم حلق . 
a 6‏ ۱ 
مثال ۱١‏ : لتکن سس م . برهن أو انف : 
c‏ 
رب :© 
5 
d‏ جم 
c‏ 0 
هومومورفيزم حلق . 
الحل : 


)2 هه ل ان اسل 
ا م( ل ف ما 


أى أن © هومومورفيزم حلق . 
۳۷۳۲ 





(يترك للقاری التحقق من ۸ حلقة » وهی حلقة جزئية من (2)م4) . 


مثال 1۷ : لتكن (2 4,5 | ۵/2 + م) -: [2]0/2 . (تحقق من أن [2]/2 حلقة) . 


لتكن 
H = ۳ 3 | 0, > 2‏ 
b a‏ 


تحقق كذلك من أن 77 حلقة جزئية من (۸4,)2 . برهن على أن [20/2 ۰ 27 
متشاكلتان 


سره : 7ن 0 أى أن 77 غير خالية . والآن ليكن e‏ 0 3 
6 


a 29۱ |c 2d a-c 2(b-d) 
5 2 eH 
b a| ۱ cl |]5-4 a-c 
a 2616© 2d +عن‎ 250 2(ad +bc) 2 
5 e 
م‎ alld c| |ad+be  ac+2bd 
ينتج من (4-۲-۱) أن 7 حلقة جزئية من (2) م1 . والآن نعرف‎ 


۵:72 [ + H 
a2 


b a 
. واضح أن © راسم غامر (شامل » فوقى) » وكذلك راسم واحد لواحد‎ 
جه , 2 +ع‎ 4/2 e 1721+ 


+ 20+ ( 
+ 4+ 


p((a + (2أحط‎ + (c+ 41/2(( = p(a + c+ (b+ dN 2) - 


ةلهج ودر ةلهدمم- | وا = 


7 7 
p((a + +ع)(2أحط‎ 4/2(( = p(ac + 200 + (ad + (2/(ءظ‎ 


YY 


ac + 60 2(ad + bc) 
(ad + bc) ac + 2bd 


1 


- ۲ ۳ 3 = +ع)م( 2 +م)م‎ d<2) 


4 a ll 4 c 

أى أن © هومومورفيزم حلق وبالتالى أيزومورفيزم حلق . 
مثال ۱۸ : ليكن ؟ ج ۸ :ص هومومورفيزم حلق . برهن على أن نواة (6) 
((©) ع) مثالى فى ۸ . 
البرهان : '0 = )a(صp Ker(p) = {ae R|‏ 

(0{) "م = 
لكن (0) مثالى فى الحلقة 5 » ومن مثال ۱۱ (ب) يكون (ص) 627 مثالى فى الحلقة ۸ . 
مثال ١5‏ : هل يمكن أن تكون نواة هومومورفيزم حلق من 18 إلى حلقة ‏ هی 2 ؟ 
الحل : لايمكن أن يحدث هذاء لأنه من مثال ۱۸ السابق مباشرة تكون نواة الهومومورفيزم 


مثاليا فى 2:12 ليست مثاليا فى 8 » فمثلة 7 eR‏ لكن 2ع 1-11 . 
مثال ۲۰ : برهن أو انف : 

8 ب ۸ :ص هومومورفيزم حلق » ۸ ح 4 مثالى + 5 ح (6)4 مثالى . 
الحل : التقرير خاطئ مثال مضاد : 0 راسم التضمين (inclusion mapping)‏ 
وهو هومومورفيزم. 2 - 7 مثالى » (© 7 حلقة جزئية » لكنها ليست مثالیا فى @ › 
7 - (,1)1 
لاحظ أن 1 ليس راسما غامر! . انظر مثال١١‏ ( أ ) السابق 
مثال ١؟‏ : اضرب مثالا لحلقة ليس لها عنصر الوحدة وهی محتواه فى حقل . 
الحل : الحلقة 27 داخل © أو 128 أو © 
مثال ۲۲ : هل يمكن أن توجد حلقة إبدالية لها عنصر الوحدة المختلف عن الصفر . لكنها 
ليست نطاقا متکاملا وتكون محتواة فى حقل ؟ 
۳۷ 


القسم الثانى) نظريت الحلقات ۲۳60۲ و 





الحل : لايمكن أن توجد مثل هذه الحلقة ٠‏ لأنها ستكون ليست خالية من القواسم الصفرية 
والا كانت نطاقا متکاملا » أى أنه يوجد بها ۾ » 5 بحيث إن : ۶۲ 0۶0 45-0 . 
لكن ۾ ۰ م بنتمیان إلى حقلء وبالتالى فإنه يوجد 07 (معكوس ه الضربی) » ومن ثم فإن: 

0 - ۸70 < تله‎ )00( = (a 'a)b =1b =b 
وهذا تناقض‎ 
هومومورفيزم حلقى من ۸ إلى‎ / ٠ 1 مثال ۲۳ : إذا كانت ۸ حلقة لها عنصر الوحدة‎ 
نطاق متكامل ۳ ۰ وإذا كانت نواة 0 لاتساوى ۸ ۰ فبرهن على أن (1)/ سيكون‎ 

عنصر للوحدة فی "1 
البرهان : نلاحظ أولا أن '0 2  )1(‏ والا فانه لجمیم ‏ © یکون : 
Ker(f)=R ۰‏ ج ۵-0 0- ۵( - 0-0 ز f(0=‏ 

وهذا تناقض مع الفرض أن نواة (/) لاتساوی ۸ . كذلك فان : 

£(D (1)‏ - (0۰1 > (1) [(1) [ = [(1)/] 
والآن لیکن '۸ 7۲۲ عندئذ فان : 


[r'fO-rIfD=r{fDF =r'f()=0' = r' f(D 2 


"مر 
۲ نطاق منکامل 


ومن حيث إن '۸ حلقة إبدالية فإنه ينتج كذلك أن 

Vr'e R': f(1)r'=r' 
. ۱ ينتج أن (61رهو عنصر الوحدة‎ 
مثال 14 : لیکن 4 ۰ 8 مثاليين فى حلقة  . إذا كان (0) = ۸6۱ ۰ فبرهن على أن‎ 
be 8 «< 4 ۸ 5ه عندما يكون‎ > 0 
البرهان : 4 عه › 8 عط يقتضى أن 4 > 08 لان 4 مثالى » 8 ٤ط يعنى أن‎ 
۸4ع يعنى أن / عم أى أن‎ ٠2 كذلك 2 عم لأن 8 مثالى‎ . ۲ 
. ع طه . وينتج المطلوب‎ ۸۱ = )0( 


۳۷۵ 


مثال ١5‏ : برهن على أن أى حقل لايمكن أن يحتوى مثاليا فعليا (10621 (proper‏ 
اليرهان : لیکن 7۳ حقلا » اح 7 مثاليا . سنبرهن على أن (0) =[ أو -[ . 
ليكن (0) + 7 » عندئذ فإنه يوجد 7 ۰ ۸0 . ولأن 7۳ حقل فانه يوجد ۴ع ۰0 
والان [] > 1-2076 .والان لجميع :beF‏ م © 17م 

قال فان 
أى أن 1 ۶ » ومن التعريف / ح 7 » ومن ثم فان ۴=[ . 
مثال 5" : برهن على أن أية حلقة غير صفرية لها عنصر الوحدة » إبدالية » لاتحتوى 
على مثاليات فعلية تكون حقلة . 
البرهان : لتكن کر حلقة غير صفرية . إبدالية » لها عنصر الوحدة ولا تحتوى على 
مثاليات فعلية . من حيث إن > غير صفرية فإنه يوجد > ع مغ 0 . والآن من مثال ۲ 
فى (۷-۲-۱) ينتج أن 

ak = ۵2| 6 K} 

مثالى . ومن حيث أن ۸70 ۰ × لاتحتوى على مثاليات فعلية فان 1 = ه . ومن 
حيث أن £ 1 فإنه يوجد × عط بحيث أن 1 > 45 . ومن حيث أن ك2 إبدالية فان 
»5 = 1 = 05 » أى أنه يوجد معكوس ضربى ل × € » تكون × حقلا . 
مثال ۲۷ : فى التعريف )5-75-١(‏ فى الجزء (ب) إذا تحقق فقط 
۸4 ع 56 : 8 ۷ 4 ۷ يقال أن 4 مثالی أيسر › وإذا تحقق فقط 
۸ ع ۵9: ۷۵6۲ ۸ ۷ يقال إن 4 مثالى أيمن . 
ليكن م حقلاً برهن على أن مجموعة المصفوفات التى على الشكل اه 


0 0 
۴ >5,ه تكون مثالیاً أيمن » لكنها ليست مثاليا أيسر من حلقة المصفوفات من النوع 
2 التى عناصرها (مداخلها دع‌تتاجه) من ۶ . 


البر هان : اعتبر الحلقة ؟ : 
a 06‏ 
ahe 7‏ | 
0 6 


۳۷۳۹ 





سس وا 


i.‏ 5 بط )2 كا ی 
واضح أن ۵ + / . والان ليكن [ ع . ينتج أن : 


0 0 
b b - b, 2‏ 
ANTE O 5‏ ب أ 9 
0 0 0 0 0 0 
أى أن 7 زمرة جزئية (بالنسبة للجمع) من 5 . 
TTT‏ :1 | مهتا 
م ات ی 
بود 0 0 ی 
1 1 1 1۱/1 1 
I‏ # = : 
1 1 0 1۱0 1 
أى أن 7 ليس مثاليا أيسر فى 5 . 
هم 
ن لیکن 7 € ٠‏ ع . ينتج أن : 
SEE 0 0 0‏ 
x ylla 6 ax+cy bx+ dy‏ 
€ = 
0 0 2 016 0 
(لاحظ أن (ax + cy,bx + dy e F‏ 
این ان ین کی کر 


مثال ۲۸ : لنکن ۸ حلقة إبدالية » ۸ ۸6 . برهن على أن المجموعة 
{xe R| ax =0}‏ ع 5 


0 0 


مثالى فی ۸ . 


۳۷۳۷ 





البرهان : ذا كان 0 = ۾ فان ۸ - 5 » لأن كل عنصر ۲ 6 يحقق 0 - ۶ ۰0 
وبالتالى تكون ؟ المثالى التافه ۸ . والآن ليكن 0 * ه . لاحظ أن 0= 0 ۾ أى أن 
5 0€ » وتكون 5 غير خالية . 
لیکن 5 6 ر,× . ينتج أنه 0 = جه ۰ 0 = ره ومن ثم فان 20 ره - ده ع (بز - )7 
وينتج أن ؟ ع - ۲ ۰ وتكون £ زمرة جزئية (بالنسبة للجمع) من ۸ (1) . 
والآن لیکن ۸ ۰۳ 'ى © . ينتج أن 0 = × . وبالتالى : 
a(xr) = (ax)r = Or =0,‏ 
a(rx) = a(xr) > 0‏ 

۸ إبدالية 


من (1) » (2) ينتج المطلوب مباشرة . (قارن مع مثال ١‏ فى (۸-۲-۱)) 

مثال 1٩‏ : برهن على أنه يوجد أيزومورفيزم بين حلقة الأعداد المركبة » وحلقة جزئية 
من حلقة المصفوفات من النوع 2>2 » التى مداخلها (عناصرها) أعداد حقيقية 

البرهان : نعتبر مجموعة المصفوفات : 


اه =« 


1 0 ۳ 9 ٤ = ce دم‎ 
9 8 eM: eM, 
م‎ (۱-0 c لم‎ a ~d c (4-ش6)-‎ a-c 
9 0 1 06-۳ 0 
ا‎ 0 eM 
Db aj\-d c) \(4Aad+bc) ac-bd 


أى أن 34 حلقة جزئية من الحلقة (74,.,)18 . نعرف : 


(< S,rxe S (2) 


الل ج 2 : كل 


a+ 2 
~b a 


۳۷۸ 





سنبرهن على أن رتشاكل (أيزومورفيزم) : 
Va,b,c,d e R:‏ 
a+c‏ 


faxih+e+id)= (+0+10 +4)=| ري‎ 3 


0 1۳ f(a+ib)+ f (e+id), 


ac—bd ad + 


f ((a+ib)(c+id)) = f (ac—bd +i(ad + be)) = +bc) ac-bd 


b d 
2 ° “° | (۵ز+م) رط بی)م‎ 
-b alld ع‎ 
. )2( أى أن | هومومورفیزم حلق (1). واضح أن / راسم غامر (شامل » فوقى)‎ 
: كذلك “رراسم واحد لواحد » لان‎ 
a 6 © 0 
[ (a+ib)= f (c+id) => 0 ان وج‎ - 4 
- a - 6 
> a+ib=c+id جح‎ 


/ أيزومورفيزم 7 راسم واحد لواحد 


ملحوظة : لأن (.,+,00) حقل فان 14 حقل كذلك . 
مثال ۲۰ : لتكن (2 4,5 | 2/.ط +») = 1 . عرف : 
ب ۸۷ : ۶ 
۵-2 جرم 2و دم 
برهن على أن/ وتومورفیزم حلقی . 
البرهان : يترك للقاری التحقق من أن 14 حلقة . والان 


۳۷۹ 


eM :‏ 4/2 د , 2/دط + و 
dN2)= f (a+c+ (b+ d)N2) = a+ c- (b+ (2‏ +ع + 2و +م) 
f (a+bN2)+ f(c+d <2),‏ = 0-2 + 5/2 -ع = 
f ((a+N2(ce+dN2)) = f (ac+ 20 +N 2(ad +be)) = ac+2bd =. 2(ad +20‏ 
£ (1) هومومورفیزم ج (4/12 +ع) £ )2+ 4) £ = (2/*-6)( 9/2 -ه) = 
(2) غامر (شامل) ‏ >= ۵+2 M 30-2 e M:f (a-b)N2)‏ 0/2 +۷۵ 
ا 
f(a+N2)= f (e+dN2)>a-N2=c-d 2 > a-c=(b-dN2,a,b,c,de Z‏ 
b2 = c+ 02‏ + ج ل = طبن = ج4 - فز - 0 دع -ن جه 
ر أوتومومورفيزم 3 كر واحد لواحد ج 
مثال ۳۱ : برهن على أن الهومومورفيزمات الوحيدة من © إلى © هی راسم الوحدة 
(#تتممةه1 identity‏ 116) » الراسم الصفرى (يرسم كل العناصر فى 0) 
البرهان : ليكن © ج- 0) : 7 هومومورفيزم حلق . 
VxeQ:f()= 7 )1:( 2 7)(۵( 20 (x)‏ < 0 - (1) [ 
# الراسم الصفرى ج-0 - 
والآن ليكن 0 # (1)/ : من مثال ۲۳ نرى أن (1/ هو عنصر الوحدة فى © » أى أن 
1= (61. والآن ليكن ۸ عددا صحيحا موجبا : 
)1( مد =nf(D‏ جلو .و د اج بابلز = fM‏ 


# من الحدود هومومورفیزم من الوحدات 
إذا كان 0 ۰7۱ فإن 0 = (۰/)0 وإلا لیس هومومورفيزم حلق . 
إذا كان ۸ عددا صحیحا سالباً » ضع 7 - = ۸ » حيث 7 عدد صحيح موجب : 


f (m) =—f (m)=— m 


YA: 


یتبقی إذا كان ۸ عددا كسريا . ليكن دس ٠حيث‏ 00 » بك © 0,م : 


7) م‎ 
7)9( q 


لاحظ أن  :‏ (0 ۶و ع< (و) < ۶0 و) 


f)p(= ETS‏ ج ۶ يدم 


ومن ثم فإن : 
Vxe )۵ : )( < x‏ 
أى أن / هو راسم الوحدة على © . ۱ 
مثال ۳۲ : لتكن × مجموعة » “رراسم واحد لواحد » غامر (شامل » فوقی) من × على 
حلقة ۸ . سنعرف العمليتين "+۰۳ "." على × كالآتى : 
y= (+ f(9),‏ عد : X‏ > رولا 
x.y = f" (f(*).f())‏ 
برهن على أن (. ,+ 6) حلقة متشاكلة (أيزومورفية) مع ۸ . 
البرهان : لأن ۸ €( 00,7 1 فان × € (() كر () كر “تر ,((مز) f‏ +۳00 . 
“رواحد لواحد » غامر (شامل » فوقى) يقتضى أن (۱0/0۵/0 ۶ ((ن +00 )ار 
يعرفان بطريقة وحيدة (066260 تزأءناونصت) لكل × © برد . 
لاحظ أن تعريفى "+" » "." يستلزمان أن : 
f(x)+ f(y), f (x.y) < ۶). (Y)‏ ح (x+y)‏ :۸ > مر رعلا 
والان : 
y)+ ۶ )2( 2 (f(%)+ 7 (+ f(2)‏ + < (2 + (بر + ))/ : ۸ > 2ربز ,۷ 
f(x+(y+2))‏ (2 )+00 - (2) +00 +(00 = 
۸ حلقة 
(f(x+ +2) = x+ (+2)‏ / - (2 + زمر +) )“دع + نر + > 
/ تناظر أحادى 
۲۸1 





وبطريقة مشابهة يمكن البرهنة على أن : 
و(36.)[0.2 = 2.(مزع) رمد + برع بز + : کر 6 2 وب Vx‏ 


X.(y +z) = x.y + ج.(نز + )و22‎ = X.2 + 2 
: هو صفر "الحلقة" × لأن‎ £ ")0( 
Vxe X:x+  )0( = f(f(x+ f(0) = f (F(2) + 0 (0) = ۲00۵ +0( 
= ff (x)= x 

معكوس × هو ((×)  )‏ لأن : 

f (f+ Ff (N= f (F()= f (%0) = f (0.‏ = (() )۲ + 
ومن ثم فان (. ,+ 6) حلقة . 
ومن حيث إن /بالضرورة هومومورفيزم » تناظر أحادى فان ۸  <‏ . 
مثال ۳۳ : لیکن ۸ج 6:1 هومومورفيزم حلقى » حیث ‏ شبه حقل » ۸ حلقة . برهن 
على أن © إما أن يكون راسما أحاديا (واحدا لواحد) أو أن يكون هو الراسم الصفرى . 
البرهان : من مثال ۱۸ نعلم أن نواة (©) هی مثالى فى × ۰ ومن مثال ۲۰ نعلم أن 
الحقول (وكذلك بالطبع أشباه الحقول) لاتحتوى من المثاليات إلا التافهة وبهذا يكون : 
Ker) = )0(‏ أو > ()0۳ . إذا كان (0؟ = Ker)p(‏ فمعنی هذا أن © راسم 
واحد لواحد (أحادى) . أما إذا كان × = ()0۳ فمعنى هذا أن © الراسم الصفرى . 
مثال ۳4 : لیکن '۸ ج ۸ :ص إبيمورفيزم حلق (صعنطم‌مصنمه عمةت) » 7 مجموعة 
المثاليات 2 4 بحيث إن 4 ع ()۵۳ ۰ '7 مجموعة جميع المثاليات فى ۳ . 
برهن على أن الراسمين : 

۱ب [: 7[ 1[ 6 
9 جرم )4( Ap‏ 
تناظران آحادیان » وکلا منهما معکوس الاخر . 
البرهان : المطلوب هو اثبات أن )1,.(1= FoG‏ أى أن 0 هو راسم الوحدة على ' ]۰ 
(2) ,1= 00۳ » أى أن 60۳ هو راسم الوحدة على 7 . ۱ 


YAY 





17ج '[: ۲00 
(pop (4۲‏ جا' 4 
ومن حيث إن © راسم فوقى (غامر » شامل) فان ۸ 000(۸) أى أن ,2060-1 . 
أما 
[ج GoF :I‏ 
H+ )2۳0()۸(‏ 4 
فنحن نعلم أن 4د(00)4'م) . إذن يتبقى فقط أن نبرهن على أن 4ه(0@)4م) . 
ليكن ((6')6)4 <(00(۸) > × . هذا يستلزم أن (0)4 »(×)م . وهذا يقتضى 
أنه يوجد 4 ٤ر‏ بحيث يكون : (۵)۸ ©( = ( وهذا يستلزم أنه يوجد 4 6 ز 
بحيث يكون : 0(<0- 0 (-2 أى أن 4 ۸۲)90 عر-× . ومن حيث 
إن 4 عر » 4 مثالى فان 4 2 » أى أن 4 - (606()4) . نهاية البرهان . 
مثال ۳۵ : لتکن‌۸ , '۸ ۰ 5 'ى حلقات (حلقا) » ولیکن کج:م کج /:'م 
هومومورفيزمين حلقيين . إذا كان م غامراً (شاملا) فإنه لكل هومومورفيزم حلق 
R'‏ + :0 بحيث إن ('0م)12©7 ح ((0)1667)0 يوجد بالضبط '؟ ج 5 : 7 وحيد 
بحيث يكون الشكل الآتى إبدالياً (©02)15امتصامء) : 


ın 
هبح‎ ۲ 


/ 
م م 


326 
© وا ي ا 3 


YAY 








| الباب الأول : المفاهيم اسا 3 
البرهان : التعريف الآتى ل 7 سيجعل الشكل إبداليا : 
y = p(x)‏ ,(ع)(مه'م) - (م)6 
7 معرف جیدا (0عمتعل [[7۵) : لیکن داء ود بحيث إن (,x)م‏ = (0)3 . هذا 
يقتضى أن ,20( -()م - (ينا- )م » أى أن : (م)Ker‏ € x,‏ ¬ ×. 
ومن حيث إن Ke۲)٥'(‏ ح (1627۵)م ينتج أن 6۳6۵۷ ٤‏ (ر×- 603 وبالتالى فان 
م0 > (ر ۱-2 20۵()۲) أى أن (ر)(مه'م) = ()(م0'0) . 
7 وحيد (©ناونصن) : ليكن 'ى ج 5 : 7,۷ بحيث يتحقق المطلوب . 
p=‏ > 2۷۷۵۵ مهم 
م غامر (شامل) 
7 هومومورفيزم : لأن م راسم غامر (شامل) فإنه لكل ؟ > ربز,نز يوجد ۸ € 3,3 
بحيث إن (,32)م = رل,( )م = یز . والآن : 
زر + ,6۲( +x ,)) = (P0‏ , :0م)© - ))2 p(x‏ + (,)م)6 - (ر + PV,‏ 
))2 66 )'م +( 0)م = (( P(x‏ + (, )م = (( ۲ 00)م ع (,ءد+ (09م)< 
P(0(x 2))‏ + ((,:0م)6 = (,)(م 60) + ( )(م 20) = (ر)(0ه'0) +( )(09م) = 
(ر)۵ + ( )0 = 





ER 

P(Y,.Y2) = P(Y,).P(Y2) 
مثال 5" :لتکن(/ حلقة إبدالية لها على الأقل عنصران ولاتحتوى من المثاليات إلا التافهین.‎ 
: برهن على أن ۸ اما أن تكون حقلا وإما أنه يوجد عدد أولى م بحيث يكون‎ 
7 (أ) الزمرة الجمعية فى ۸ (أى (+ ,۸)) تكون متشاكلة (أيزومورفية) مع الزمرة‎ 
ab=0 : a,be RF )ب( لكل‎ 
)۸, +( البرهان : أولا ليكن 0 = مه لجميع ۸ عط,ه . ينتج أن كل زمرة جزئية من‎ 
تكون مثاليا فى ۸ . فينتج من الفرض أن ۸ تحتوى فقط على زمرتين جزئيتين تافهتين‎ 
)۲-۱۰-۱( (أى لاتحتوى على زمر جزئية فعلية). وبالتالى فإنه ينتج من نظرية لاجرانج‎ 


فى نظرية الزمر أن رتبة الزمرة (+ ,۸) عدد أولى م وتکون 7 (R=‏ . 


۳۸ 


ثانيا : لیکن ۸ ع ,۵ بحيث إن 0 ع (,ه و ل iS EA‏ 
(۷-۲-۱)) بحيث إن 20 ره . وهذا يقتضى أن (0) # 76 ء فينتج من الفرض أن 
R= R‏ . وهذا يستلزم أنه يوجد ۸ 1۳" بحيث إن = 15 . هذا ال ”1“ هو 
عنصر الوحدة فى ۸ لأن : 

11 < ع : كلع برك 6 ۷ جح )ع‎ =yb,lx =lyb رز < (15) برع‎ =x. 
. 1۶0 ومن حيث إن ۸ تحتوى عنصرين على الأقل فان‎ 
. 1۷ > 1 فإنه يوجد ۸ € « بحيث إن‎ 2> /2١140( يتبقى فقط ان نبرهن على أنه لكل‎ 
۸ باح )۰ ۸۷ مثالى فى‎ e Au» (لأن‎ ۸u + )0( ج22 يكون‎ /2١10( والآن لكل‎ 
فينتج من الفرض أن‎ 
. (لأن ۸ 1 ۰ ۸ إبدالية) . نهاية البرهان‎ «۷ - 1 = uv : ۷6 1 أى أنه يوجد‎ » Ru =R 
مثال ۳۷ : برهن على أنه إذا كانت ۸ حلقة ذات عنصر الوحدة 1 » (6)1 '0 (صفر‎ 
الحلقة '/) حيث '۸ ج۸ :مص هومومورفيزم حلق فان '1= (6)1 » حيث '1 هو عنصر‎ 
الوحدة فى ()م‎ 
۸' البرهان : لأن ۸ حلقة جزتية (تافهة) من نفسها » فان (6)7© حلقة جزئية من‎ 
فى (۸-۲-۱)). والآن‎ ۱١ (مثال‎ 

p(Dp(r) = (0)م = (7)م‎ = p(r1) = p(r)p(1) 

(قارن مع مثال )٠١‏ . 
مثال ۳۸ : لیکن '۸ ج ۸ :ص إبيمورفيزم حلق » حيث ۸ حلقة لها عنصر الوحدة 1 
ولتكن » وحدة فى ۸ . برهن على أن (12)© وحدة فى '۸ إذا كانت وفقط إذا كانت ,1 
ليست عنصرا فى نواة (0) 
البرهان : ۱ ج ۸ :ص هومومورفیزم حلق » وهو راسم شامل (غامر) فمن مثال ۲۷ 
السابق مباشرة یکون '1-(0)1) حیث ۰1 "1 عنصرا الوحدة فى ۰ '۸ على الترتیب. 
والان ۸ » یقتضی أنه یوجد ‏ ۷€ بحیث يكون 1 = ۰۲ . ومن ثم فان 

[()۵ وحدة فى 1۳ ج 0 + (۵6] ج (0)1(000 = («u)م‏ = (1)ې - ۱ 
أى أن (6)0 وحدة فی '۸ إذا كانت وفقط إذا كانت (6۳)0 1¢ . 


۳۸۵ 


«= 


4 و و دا و و و و و و و سب دس دس سس ۳ ده ی اس ۳۳ سس سا سا ی )و سا ی ام ۳ ۳ 
1 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


ت مود و دم و مم در همم وم مه وس اف نوس 


مثال ۳۹ : برهن على أن کل حلقة لها عنصر وحدة تکون ايزومورفية مع حلقة 
اندومورفیزمات لزمرة إبدالية . 
البرهان : لتكن 8 حلقة » لها عنصر الوحدة "1". سناخذ (+ ,7) زمرتنا الابدالية . لكل 
8 ع» نعرف : 
1 ج 1: , 
ax‏ جر 
ار اندومورفیزم للزمرة " الجمعية " الإبدالية (+ ,8) لأن : 
(ز) ,۲ a(x + y) = ax + ay = f,(x)+‏ ح (بز + :)ل Vx,ye R:‏ 
والآن نعرف المجموعة : [۸ عه | /) -: £ وهی حلقة والعمليتان موضحتان فى (1) » 
(2) . 
سنثبت ولا أن لجميع ۸ ع ۵,9 : 
)1( ولگ و وول 
)2( و لدو ل 
لإثبات (1) الذى يعنى أن العملية فى (1) معرفة جيدا : 
Vxe R: f(x) = (a+ b)x = ax + bx = f,(x)+ f,(x) = (f, + f, Jx)‏ 
ول + رل = يبور > 
لإثبات (2) الذى يعنى ان العملية فى (2) معرفة جيدا : 
ور ارج (( J g(x) = (ab )x =a(bx )=f (f, (x )) = (fof,‏ 
سنثبت الآن أن £ حلقة . 
f= Sere = Jens‏ + مولح 1 +( + یل :5 يلوو 9 
=f. + 1+ 1+1‏ 


بر جب ور :0 


5 واضح أن 0 إندومور فيزم ۳ 
0 بر بر 


نعرف العنصر الصفری 0 فى 7 کالاتی 
كذلك فانه لكل ل ع 7 ولکل ۸ © یکون 


۳۸۳۹ 


۱ ا ھک کب aR‏ نظریجالحتقات [Ring Theory‏ 


)0+ تدر‎ - 0) + ۶ )( - 0+ )( - f(x) 3> 0+ f = f 
: نعرف معكوس پر فى £ كالآتى‎ 
Vxe R:(-f, (x)= - بكر‎ )2 
: والان‎ 
Vxye عت ) ,رح (بز +۲)(,[-) : كل‎ + y)= {f (<) + [(بز) ل‎ 
< ل -(ز),-‎ )( < -, )( - f(y) = (f(x) + )- /,()30( 
: أى أن كر- اندومورفیزم . ونثبت أن ( كر-) هو معکوس ,/ کالاتی‎ 
۷ > 8 : ))-[,(+ )نر‎ = (f, (00 + ,)( == 0 + )يل‎ = 0-002 
ج‎ ) (+, =0 
: ع ,رگ‎ ٤ ولای‎ 
ی او‎ SN 
IEE ولای‎ 
0 0[ مه که ل من هک مه کح لهج لهذ‎ ONS 


° )2( ° )2( 


+f =f 0[ +f 0f‏ - یی =f‏ مدن =f‏ مده أ لت( [+ ولا 


(2) 
وبالمثل‎ 
(fa +f, of. =f of. +f و‎ 

ب :م 

aاج‎ f, 
: هومومورفيزم لأن‎ © 

Va,b e R :p(a+b)=f r e +f, = p(a) + P(D), 
P(ab) =f, >f .0f و‎ = 0)6(0000( 

واضح أن © راسم شامل (غامر » فوقى) . 
YAY‏ 





كذلك © راسم أحادى (واحد لواحد) » لأن : 

۷۵,۷ بكر ج (۵)0 = (0)4 : 1ع‎ < f, << ۷۰ :,)( ح‎ f(y) 
: ولكن ۸ لها عنصر الوحدة ”1“ » ومن ثم فان‎ 
7, )1( واحد لواحد ج 6< 201-01 ه ج (1) ,رت‎ © 
. وبالتالی فان © آیزومومرفیزم . نهاية البرهان‎ 
ناد مره کات تدر فا إلا اضر قح فى کات ر وی ایو‎ 
یعنی إدخال الحلقة فى الحلقة ذات عنصر الوحدة بواسطة مونومورفیزم)‎ )606600128( 
: الحل : لتكن ۸ حلقة بلا عنصر وحدة . سنکون الآن حلقة ذات عنصر وحدة‎ 
: اعتبر ۸ ×72 = 5 . نعرف العملیتین "+۰۳ ." کالاتی‎ 

V(n,r),(m,s)Je S: (n,r)+ (m,s) = (n+m,r +s) 
(n,r).(m,sS) = (nm,ns + mr + FS), 


...دی = :ی » بالمثل 7۳ 
سس سس 


7۱| من المر ات 

ويترك للقاری التحقق من أن (. ,+,5) حلقة . و (0 ,1) هو عنصر الوحدة فیها لأن : 

V(n,r)e S: (1,0).(n,r) = (1n,1lr + n0 + Or) = (n,r), 
(n,F).(1,0) = (n1,nO0 + 1r + r0) = (n,r) 
۱ [ : ۲ ىج‎ 1 
: والان نعرف رن . 7 هومومورفیزم لان‎ 
V(rss)JeR: f )۳+۵( < (0,r +s) = )0,#( + (5ى) 7+( < (کر0)‎ 
J (rs) = )0,5( = رح (ى,0,7(.)0)‎ (r) (م)‎ 

واضح أن / راسم أحادى (واحد لواحد) » 
R'= )00,7(۱۳ 6 RP} cS‏ ۰ 

. 7 )10( << 


TAA 





٩-۲-۱‏ : جبر المثالیات 
يمكن ببساطة شديدة البرهنة على أن تقاطع عائلة غير خالية من المثاليات (أو المثاليات 
الیسری أو المثالیات اليمنى ) هو مثالى (أو مثالى أيسر أو مثالى أيمن على الترتيب). 
وبدهى أن هذا التقاطع هو أكبر مثالى (أو مثالى أيسر أو مثالى أيمن على. الترئیب) 
موجود فى كل هذه المثاليات (أو المثاليات اليسرى أو المثاليات اليمنى على الترتيب) . 
وعلى الجانب الآخر فإن تقاطع عائلة غير خالية من المثاليات (أو اليسرى أو اليمنى) التى 
تحتوى على مجموعة جزئية 4 من الحلقة هى أصغر مثالى (أو أيسر أو أيمن على 
الترتيب) يحتوى على المجموعة الجزئية 4 . ويقال فى هذه الحالة إن هذا المثالى (أو 
الأيسر أو الأيمن على الترتيب) متولد من 4 » ويرمز له بالرمز [4] . 
نظرية : المثالى الأيسر المتولد من اتحاد المثاليين الأيسرين ,۰7 و فى الحلقة ۸ هو 
مجموعة لام يلك يله 1 دواع +I F1‏ 
البرهان : 
سنبرهن أولا على أن ,+7 مثالى أيسر . واضح أن ۶۵ ,+ . ليكن ,1+ ]€+ › 
حيث 61 ۰ ,لع يه » ,1+ 1[ ع ,8+ 5 حيث ,7 € 5 » ,7 € ,۵ . من حيث إن 
1 » ومثالیان أيسران ينتج أن ,1 € ,8- ,© » ,7 € رط- ره » وينتج أن : 

و + 6 9 - ره ۵-٩‏ = (ر9 +) - به + A,‏ . 
أى أن ,7+ 7 . زمرة جزئية من الزمرة الجمعية (+ ۸) . 
والان ليكن ,7+ ,1 € ره +۵ حيث I‏ € ,4 » راع يه ۰ ۲ 6 . 
(لأن 7 ۰ مثاليان أيسران فى ra, +70, € +,  )‏ = (يه +,۳)۵ 
فينتج أن ,+ ,7 مثالى أيسر فى ۸ . 
من حيث إنه لكل ,7 ع ,© يمكن أن نكتب ,1+ ,7 ©0+ ,4 = ے يكون ,1+1 1. 
وکذلك ,+2 و فيكون ,3+ 1ن 7 ویکون المثالی الایسر المتولد من رد 7 » 


والذی نشیر إليه بالرمز [رآدا/] محتوی فى ,+1 › أى أن (1) c+,‏ [ردا1] 


۳۸۹ 


لكن 0 مثالى ل يتولد من رادا[ لابد أن يحتوى على جميع العناصر ره + ,© حيث 
ع » ]عي وبالتالى يحتوى على المثالى الأيسر ,+۰ أى أن: (2) 2+1[ 
من (1) ۰ (2) ينتج أن : [,1د,1]-,1+,1 
ملحوظة )١(‏ : بوضوح تام يمكن استبدال كلمة "آیمن" بكلمة "أيسر" » أو بحذف أيسر من 
كل ما سبق فى النظرية . 
ملحوظة (۲) : ليكن R‏ عه حلقة » عندئذ فان المجموعة 
R,ne Z}‏ ع 7 |70 + {ra‏ 
تمثل المثالى الأيسر المتولد من العنصر © ٠»‏ ونشير إليها بالرمز [4] . وإذا كانت ۸ 
تحتوى على عنصر الوحدة 1 فيكون لدينا : 
و4 6-1 
na =ra + nla = (r + n1)a = sa,s € R‏ + ۲۵ 
ويكون المثالى الأيسر المتولد من العنصر م فى هذه الحالة هو 
۱ ع5[ [a]= {sa‏ 
ملحوظة (۳) : لتكن ۸4 مجموعة جزئية من حلقة ۸ . عندئذ فان مجموعة جمیع العناصر 
التى على الشکل 


Ha + ...+Fa, + nb, +...+n,D, و‎ 


d;,D,s...,D, € A <“ My... ED © وی‎ 6 R 
. ]4[ تكون المثالى الأيسر المتولد من 4 أى‎ 
وإذا كانت ۸ تحتوى على عنصر الوحدة ۸ فإن المثالى [4] يتكون من العناصر التى‎ 
: على الشكل‎ 


و1۰ 


۶2 + ...+ FQ, 


۳۹۰ 





ملحوظة (4) : المثالى الأيمن المتولد من العنصر ۾ فى الحلقة ۸ هو 
Z}‏ ع 1,7 ع | ۲۵+ {ar‏ 
آما المثالی المتولد من العنصر ۾ فى الحلقة ‏ فهو 
Z}‏ ع ۲,7 ع ۳,5 | هم + {sar‏ 
تعریف : یعرف حاصل ضرب المثالیین 4 ۰ 8 فى الحلقة ۸ بأنه : 
AB =([{ab|ae ۸4,۷  ([‏ 
B}‏ ع ۸4,۷ a, e‏ | ,مره 2 


finite 
. ۸ ويمكن البرهنة بسهولة على أن 48 مثالى فى‎ 
مثال ۱ : يقال لمثاليين 4 ۰ 8 فى حلقة ۸ إنها متعاظمان معا ([00222:1212) إذا كان‎ 


:8-1 +4 . 
برهن على أنه إذا كان 4 ۰ ۶ مثاليين متعاظمين معا فى حلقة إبدالية ۸ ذات عنصر 
الوحدة 1 فإن 
ANB.‏ - ۸ 
الیر هان : 
apb,,a, € 4,b, > 8‏ << ج ۸48 :۷ " 
[<ز 
(لأن ۰۸4۸ 8 منالیان) ۱ 8 € ,4,۵ € apb,,a,b,‏ << بر ج 
i=1‏ 
ANB=> ABC ANB (1)‏ ۶6 ج< 4۸0۱۲ apb,,ab,e‏ جر دع جد 
i=!‏ 
(عنصر الوحدة فى ۸) "5":4+B=R31]->3ae ۸ 3be B:a+b=1‏ 
. 8ع<,ك ع << ۸۳۱ ع 2 
(لأن ۸ حلقة إبدالية) e AB‏ “كير +b“‏ “عر x =lx =(a+b)x =a“‏ 
AB (2)‏ ۸ >3 


۳۹۱ 








۱۰۲-۱ تعريف : 
يقال لمثالی 4 فى حلقة ۸ انه مثالی أساسی (11631 اهزم‌منیم) إذا وجد ۸ عه بحیث 
یکون [4<]0 (انظر ))1-5-١(‏ . ویقال انه منتهی التولد (0عامعهصوع بامتتهت) إذا 


وجد R‏ € ,6 ...و و6 بحیث یکون : [ ,© وهی ۱۵| ۸ 5 


ويقال لحلقة ۸ إنها نطاق مثاليات أساسية (منعصمه 10621 لمم‌زم‌دنیم) إذا كانت ۸ نطاقا 
متکاملا » وكان كل مثالى فيها مثاليا أساسيا . 

ويقال لحلقة إنها حلقة نويترية (1:28 هةت:ءعط]ء710) إذا كان كل مثالى فيها منتهى التولد . 
ويقال لحلقة انها حلقة_ ارتبینیة(وم: مدنمتسم) إذا كانت كل سلسلة متنازلة 
...د 4 د 4د 4 من المثاليات فى ۸ متوقفة » أى أنه يوجد N‏ 7 بحيث يكون 
A, ۲۷ RN‏ 
١١-۲-١‏ نظرية : لتكن ۸ حلقة . التقريرات الآتية متكافئة : 
)١(‏ ۸ نويترية 


(۲) كل سلسلة متصاعدة ... ح رك ح ,4 ح ,4 من المثاليات فى ۸ تكون متوقفة » أى 


A4 


أنه يوجد !1 ع 7 بحيث يكون : Vk 6 N‏ ,4 = بك 
(۳) كل مجموعة غير خالية 7 من المثاليات فى ۸ تحتوى على عنصر أعظم » ای أنه 
يوجد 7 © ]بحیث إنه لايوجد 7 كل : 42 8 
اليرهان : )١('‏ حه (۲)" : لأى سلسلة متصاعدة ...> يك ح ,4 ح ,4 من المثاليات 


فى ۸ المجموعة ,4 ل) -4 تكون مثاليا فى ۸ (لاحظ أنه إذا كان 4 » 42 مثاليين فى 


keN 
۸ حلقة ۸ فان : 4 ح ی أو ,4 ح ۸4 ج مثالى ۸ے ,4 ب 4 ) . والآن لأن‎ 
ومن تعريف‎ ۳ A4 = | ...و و4 و6 بحيث إن : ای‎ 1, © R نويترية فإنه يوجد‎ 


4 فإنه لكل (1,2,...,4) 7 يوجد N‏ > ,7 بحيث إن ,4 » ,© . وإذا كان ۸ هو أكبر 


۳۹ 


هذه الأعداد الطبيعية ۸ » دم » ... » ,7 فانه لكل (و..., )1,2‏ ۶: ,4 > ,4 . وبالتالى 
فان بك > [,2,..., ,]=4 ولكن 4 ح ,4 فيكون لدينا : ,4 ح 4 ,4 لكل 
N‏ > . ومن ثم فان ,4 = ,4 لكل لا ke‏ . 

(۲) -ه (۳)": إذا لم يوجد عنصر أعظم فى مجموعة غير خالية من المثاليات فى ۸ » 
فإننا نستطيع أن ننشئ سلسلة متصاعدة من المثاليات ACACA C...‏ من عناصر 7 ۰ 
وهی غير متوقفة 

:”)١( > )۲(‏ لیکن 72 4 مثاليا » ولتكن 7 هی مجموعة جميع المثاليات منتهية 
التولد والتى تكون محتواة فى 4 . لاحظ أن 7 » (0) » أى أن 7 غير خالية . 

(۳) تستلزم وجود عنصر أعظم » وليكن هو > . ولأن 727 فانه يوجد 
R‏ © ,6....ور6رن بحيث إن: [,©,...ورهو©] - 2 . سيكون المثالى 4 منتهى التولد إذا 
برهنا على أن 4=7. لاحظ ولا أن 4ج لأن 7 >2 . وثانيا فليكن 4 © © 
عنصر؟ اختیاریا . المثالى [6,,...,»,,۵]-:7 منتهى التولد ويكون أيضا محتوى فى 4 
> أى أنه عنصر فى 7 . ولكن 2 هو عنصر أعظم فى ۰7 "7 7 وبالتالى فان 
۲-7۲ ء ومن ثم فان ۲ عه أى أن 4=7 . 

. نتيجة : لیکن '۸ ج ۸ :ص إبيمورفيزم حلق‎ ١15-17-١ 

۸ حلقة نويترية + ۳ حلقة نوترية . 

البرهان : لتكن ...> 4 يكح 4 سلسلة متصاعدة من المثاليات فى ۳۳ . لكل 11ج 
نعرف (4)' 0= 4 (مثالى من مثال۱۱ فى ))6-5-١(‏ مثالى فی ۸ ۰ ويكون 
C4 Cc...‏ يلاح 4 . والآن ۸ حلقة نويترية يستلزم أن السلسلة ...> پ4 ح يك ح 4 
تكون متوقفة . ولكن © إبيمومورفيزم يستلزم أن ... ح 4 ح إ4 ح 4 تكون سلسلة 
من المثليات حيث ۸۶ (,4)م = ((/7)4©)م = (/4)('ممم) لكل 31 ج: التى 


۳۹۳ 


(7,)۱ نطاق مثاليات أساسية. ,7 نطاق متكامل » كل مثالى فى 72 هو مثالى أساسى فيها: 
N: ۸ < 7‏ ع 37 ج 2 ح ۸ مثالى 
وبالتالى فان 2 تكون حلقة نويترية . 
(۲) أى شبه حقل يكون حلقة نويترية وأرتينية » لأنه لايوجد فى شبه الحقل مثاليات إلا 
المثاليان التافهان : شبه الحقل نفسه » (0) 
(۳) 2 ليست حلقة أرتينية : السلسلة 
.5212522525 

۱-۲-۱ ملحوظة : 
رأينا فى الامثلة السابقة مباشرة حلقة نويترية لکنها ليست أرتينية . فى الحلقات (ذات 
عنصر الوحدة !) العکس ليس موجودا ۰ أى أنه لایوجد فیها حلقة آرتينية لکنها ليست 
نويترية . 

: أمثلة محلولة‎ ١15-17-١ 
اضرب مثالا لبیان أن الحلقات الجزئية من الحلقات النويترية ليست بالضرورة‎ : ١ مثال‎ 
نویتریه‎ 
€ الحل : المجموعة (©)1 : مجموعة کل الدوال الميرومورفية(ء1طم:72601201) على‎ 
. تكون حقلة » وبالتالی فهی حلقة نويترية‎ 
لکن المجموعة ())77 مجموعة الدوال الهولومورفية (نطمدمصمامط) (التحليلية‎ 
(منمولمصه) ۰ القابلة للتفاضل (01666588601)) ليست نويترية . ولبیان ذلك : لكل‎ 

: نعرف‎ ne N 

4, ={fe H(O| f(n+k)=0 VkeN} 


۹٤ 














(0) 7 ,4 مثالى لأن: الدالة الصفرية 0 تحقق بالطبع 0= (1 +00 ۳ 
N‏ > / وهی دالة هولومورفية . 
كذلك فانه لجمیع ۶ ۸ دالتین هولومورفیتین » ,4 © ,7 : 
-he 4,‏ زج (n+k)-h(n+k)=0 VkeN‏ ( م)(- (f‏ 
ولجميع ,4 ۶ ۰ (0) 17 > ع يتحقق : 
gf € 4,‏ ج 0 - 0( +20 = 0 +00 +20 (ef(n+E)‏ 
وبالمثل ,4 > جر والان لدينا 


.لح بيك © 4ك AC‏ 
وينتج من نظرية فايرشتراس لحاصل الضرب (Weierstrass product theorem)‏ أنه 
لكل N‏ > يوجد (00) 8 f e‏ بحيث إن 1-(00/ ۰ ۷۲۱0 0-+0)/ 


وهكذا نحصل على 
C 4, >...‏ يك > A‏ 
وهى غير متوقفة . 
مثال ۲ : برهن على أن الحلقة (0)18) (حلقة كل الدوال المتصلة من 18 إلى 18 ليست 
نويترية . 


البرهان : لكل (۱)0 N‏ ۸€ نعرف 


0- 6۱ ع رحد ,4 


,4 مثالی فى (18)© لأن الدالة الصفرية 0 تحقق الشرط 0 - 0,۳ 0 ۰ وهی دالة 


متصلة بالطبع كذلك فانه لجمیع ,4 © ع f,‏ یکون ,۸ ع م - 7 . کذلك فانه لجمیم 


()g (x).‏ ا 
g(x) ()=(gf (x) VxeR‏ 


۳۲۹۰ 


,4 © ۰( عع يكون ,4 € ers‏ 


أن السلسلة 





C...‏ وت یهت بك 
غير متوقفة (واضح أن ne N‏ ,بت ,4 ) 
مثال ۳ : فى النظرية (۱۱-۲-۱) برهن على أن التقریر (۲) یستلزم التقریر (۱) مباشرة 
أى دون المرور على (۲) 
البرهان : ليكن التقریر (۲) متحققا . وليكن هناك مثاليا 7 لیس منتهی التولد. ولیکن 
7 هم . نظرا لأن 7 غير منتهی التولد » فان [,©] مجموعة جزئية فعلية من 7 » 
فنسطيع أن نختار 67 ره بحیث یکون [,ه] ۶ ره. وکما سبق فان [,©,,©] یکون 
مجموعة جزئية فعلية من 7 ۰ ونختار 7 € ,© بحيث یکون [ره,,»] © وه . وبالاستمرار 
نستطیع أن نکون السلسلة غير المتوقفة 


...]24 و و و ,© ]ب [ و4 و,4 ]ب [ ,4 ] 


تمارين 
(۱) برهن على أن تقاطع حلقات جزئية فى حلقة ۸ يكون حلقة جزئية فى ۸ 
(۲) برهن أو انف : اتحاد حلقتين جزئيتين من حلقة ۸ يكون حلقة جزئية فى ۸ 
(۳) برهن على أن تقاطع مثاليات فى حلقة ۸ يكون مثاليا فى ۸ 
)٤(‏ برهن أو انف : اتحاد مثاليين فى حلقة ۸ يكون مثاليا فى ۸ 
(۰) اوجد جميع الهومومورفيزمات 7 جب بك : 6 
(إرشاد : يتعين الهومومورفيزم من صورة المولد فى الزمرة (+,2) » أى يتعين من 
(0 . ضع 7- (1)م . واضح أن 0 - (۵)1 ۰ 1-(6)1 يعطيان هومومورفيزمين 
هل توجد ۸ أخرى ؟) 
)١(‏ ليكن N‏ ع 7۸,7 ۰ ليكن ۸ هو المضاعف المشترك الأصغر ل 7# » ۸ . برهن على 
أن 722672-62 (تذكر أن 77 حلقة جزئية من ⁄) 


۳۹۹ 





0 لتكن(14,,)2. حلقة جميع المصفوفات من النوع 2×2 على الأعداد الصحيحة » ولتكن 


۱ ad 
R= . || ۵, 6 7 
a+b b 


برهن أو انف : ۸ حلقة جزئية من (2) م۸1 
(۸) لتكن (2) ,1 مثلما هی فى تمرين (۷) السابق مباشرة . ولتكن 


1: ۳ ||| 


برهن أو انف : ۸ حلقة جزئية من () ور ۸ 


)٩(‏ لتكن ۸ حلقة ذات عنصر الوحدة © . برهن على أن 


S = {ne|ne (‏ 
حلقة جزئية من ۸ 
27 ج ,1 : 
(۱۰) هل الراسم 4 
+21 جر 


هومومورفیزم زمر من (+,2) إلى (+,22) ؟ هل هو هومومورفیزم حلق من 
(.,+,2) إلى (.,+,22) ؟ 
(۱۱) فى الحلقة 7 اوجد عدداً صحیحاً موجبا © بحيث يكون : 

(Î)‏ [3]+21]- [ه] 

[a4] = ]3[ + ]6[ (ب)‎ 

(ج) [م] + [7] = [a]‏ 
[15)اليكن هن مالین فى حلقة ۸ . برهن علن أن تحاصل وی زر سرت 
کالآتی: ۱ 
( عدد صحيح موجب 7 ,2 ع رارك ع به | AB := {a,b, + a,b, +...+ a,b,‏ 


يكون مثالیا فى ۸ 





(۱۳) اوجد عددا صحيحا موجبا ۾ بحيث يكون 

[a] = [3] [4] )1( 

(ب) [8] [6] = [ه] 

(ج) [”] [7] = [ه] 
)٠١(‏ لتكن ۸ حلقة لها عنصر الوحدة 1 . وليكن 4 مثاليا فى ۸ يحتوى على ”1“ . 
برهن على أن ۸ = 4 
)٠١(‏ برهن على أن العناصر منعدمة القوة (انظر مثال ۱۲ فى ))٠١-١-١(‏ فى حلقة 
إبدالية ۸ تكون حلقة جزئية من ۸ 
)١5(‏ لیکن ۸ نطاقا متکاملا » ۸ ۵,۵ ۰ ۶0( »> ۾ ليس وحدة . برهن على أن 
[ab]c[0]‏ . 


(۱۷) هل ,2 حلقة جزئية من ر2 ؟ 
(۱۸) لتكن ۸ حلقة » م عددا أوليا ثابتا . برهن على أن 

الرتبة الجمعية ل 7 هی قوة من قوى بر عم << 1 
ا ۸ عدد صحيح موجب) 1 
برهن على أن ,7 مثالى فى / 


۱ : لتکن ۸ حلقة إبدالية » ۸ عط,ه . برهن على أن‎ )۱٩( 
{xe R|axe bR} 





مثالی فی ۸ 
لتكن (19) ور كار حلقة جميع المصفوفات من النوع 2212 وعناصرها أعداد حقيقة 5 
(۲۰) لیکن (8)ہ ۸1 ج ٤:ص‏ معرفا كالآتى : 


1 ۳ - (ط: +۵ 


حیث 8 ع 0,5 . برهن على أن © آیزومورفیزم 
۲۹۸ 





0 , ۱ 
(۲۱) برهن على أن الراسم ,. : أيزومورفيزم 
6ن > a+ib‏ 


(۲۲) برهن على أن 22 تتشاكل مع 72 كزمرتين » ولكنهما لاتتشاكلان كحلقتين . 

+ ج [ ]12 :م 
(0 ج+[ر]ط 
ذات المعاملات الحقيقية) ابیمورفیزم . ما نواته ؟ 
(۲۶) برهن على أنه إذا كان 7,7 عددین صحیحین موجبین مختلفین » فان الحلقتین 
7 » 77 لایمکن أن تکونا متشاکلتین . 
(۲۰) لیکن ک ج ۸ : 7 هومومورفیزم حلق . برهن على أن : 
(أ)/مونومورفيزم ج( هومومورفیزمین ۲ ج ۸:1,ع۷ حلقة 5 

=h‏ و ج ۳[ = و[ 


(۲۳) برهن على أن الر اسم R]×[(‏ هی حلقة کثیرات الحدود 


(ب) ‏ اییمورفیزم ج ١‏ هومومورفیزمین 7 ج 5: ,۷۵ حلقة ۷7 
< و8 ج gf =hf‏ 


۲-۱ الحلقات العاطة Factor rings‏ 
من حيث إن الزمرة الجمعية (+,۸) فى الحلقة ۸ إبدالية » فان كل مثالى فى الحلقة A‏ 
يكون زمرة جزئية طبيعية . وبالتالى فإننا نستطيع أن نكون الزمرة العاملة 


MM ={x+ ۰ Rإ,‎ ۸4 مثالى‎ 


y+ 4‏ +عر ع (م R:(x+ ۸( + (y+‏ ء رت ۱۷ 
(انظر الزمر العاملة (۷-۱) فى نظرية الزمر) 
۱-۳-۱ نظرية : 


۳ 1 جب : ۱ 
لتكن ۸ حلقة » 4 مثالى فى ۸ › + " إبيمورفيزم الزمر الطبیعی 
م + x‏ 


group epimorphism)‏ اcanonica)‏ . عندئذ فإنه توجد بالضبط عملية وحيدة "." على 
,/ بحيث تكون (.,+,,397) حلقة » ويكون م إبيمورفيزم حلق . 
البرهان : إذا كانت (:دم/7) حلقة ۰ م هومومورفيزم حلق » فإنه لجميع عرب يتحقق: 
y+ 4‏ - روم ()م .مم =4 +۸ (x+‏ 
م هومومورفيزم 
أى أنه توجد على الأكثر عملية واحدة فى 14 تحقق الخصائص المنشودة . 
وسنثبت الآن أنه توجد بالفعل هذه العملية . 
ولإثبات وجود هذه العملية فى /5 : 
A‏ + بود = Vx,ye R:(x+ A).(y + A4)‏ 
يجب أن نبرهن على أن هذه العملية معرفة جيدا" (dعہاگەل-e11س)‏ کالاتی : 





ليكن ۸ +عر 4 جر .ء. 4 +ير- 4م لامر . المطلوب هو البرهنة على أن 
4 + یور 4 +'مر'ع (يقال إن العملية لاتعتمد على الممثلين) 
(The operation does not depend on the representatives)‏ 
والآن : 
(لأن 4 ع0) 3r,se A4:x'=x+ryy'=y+s‏ جح 4 + رز 4 +ایز رگ جر 4 +ابز 
4 + نور = ك4 + ون سل ررم + ویر د روز 4ر جر )(" + ع) =4 x "y+‏ جد 
(۸ مثالى) 
أى أن العملية معرفة جيدا . ونثبت قانون المشاركة (التجميع) فى عملية الضرب کالاتی : 
4).(y + A4)).(z + 4) = (xy + A).(z + 4) = (xy)z + 4‏ +ع )) : ل 6 2 ور بر ۷ 
))4 + ع).(ل + بز)).(۸4 + «) - (۸ + A).(yz‏ +ع ) - 4م + (جز)< ‏ = 
۸ حلقة 
ولإثبات قانونى التوزيع : 
A).(y+ 2 + 4)‏ +عر) =])4 R:(x+ ۸(.])+ 4)+ (z+‏ ء 2 ,۷۲ 
xz+ 4=‏ +4 + بور - إر + م2 + بور = 4 ++ (ج +بر) - 
۸ حلقة 
(x+ A).(y+ A4) +) + 4(.)2 + 4)‏ = 
وبالمثل يثبت أن : 
A4)+ (y+ A)].(z+ 4) = (x + ۸(.)2 + 4)+ (y+ 4).(z + 4)‏ +ع )] 
والآن إذا كانت ۸ إبدالية فان ,47 تكون إبدالية لأن : 
yx+A4=(y+ A4).(x+ 4)‏ = .۰ 4 + بود - Vx,ye R:(x+A4.(y+ A4‏ 
۸ إبدالية 
ولذا كانت ۸ لها عنصر الوحدة ”1“ ۰ فان 2 لها عنصر الوحدة 1+4 لش : 
A,‏ + < 4 + 1 ع Vxe 1 : )1+ ۸(.) + A4)‏ 
4 + یر < ۸4 +1 = (x+ 4(.)1 + A4)‏ 
نهاية البرهان . 


| ی ید و یس م دوم ی میم سيب یس مس میورب وم | 


تسمى الحلقة ,+( الحلقة العاملة من ۸ بالنسبة إلى ۸4 
factor ring of R 18... 4)‏ عط1) أو حلقة فصول البواقی ل ۸ مقياس ۸4 
(The residue class ring of R modulo A4)‏ 
۲-۳-۱ ملحوظة : هومومورفيزم حلق '۸ ج ۸ 3p:‏ حلقة '3۸] جب مثالی 4 د۸ 
بحيث يكون 4 = (127)0] 
البرهان : "ج-" : ليكن ۸ 4 مثاليا . نعرف الحلقة R=‏ ۱ :0 
xk x+ 4‏ 

"سم" : نعلم أن نواة (6) (52)40) زمرة جزئية طبيعية فى (+,۸) (انظر (4-5-1) 
فى نظرية الزمر) . وسنبرهن الآن على أنها مثالى فى ۸ : 

Vre R Vxe Ker(p) : p(rx) = p(r)p(x) = 0)7(0 = 0 > rxe Ker(p). 
))۸-۲-۱( (انظر مثالى ۱۸۰۱۱ فی‎ . ×٣ 07)0( وبالمثل‎ 


The homomorphism theorem : نظرية الهومومورفيزم‎ ۳-۳-١ 
هومومورفيزم حلق ۳ ج ۸ :ص‎ < (2 7 
: البر هان‎ 
RB 
۷:7) 2 9(F) اعتبر‎ 
+ Ker(p) ج۲‎ (x) 


نلاحظ أن ()16۳ مثالی فى ۸ وبالتالى وحسب ماسبق تکون اس حلقة كما أن 
- ۸ حلقة جزئية » وتکون (0/) حسب مثال ۱۱ فى (۸-۲-۱) أيضا حلقة . 


والآن نبرهن على أن س آیزومورفیزم حلق کالاتی : 


Vx,ye R:x+ Ker(p) = y+ Ker(p) : معرف جيدا‎ ۷ 
> بر‎ - ye Ker(p) (Oe Ker(p) (لأن‎ 


( )م = (80)م ج (ر)م - ()م = ( - )م =0 < 








TE مس‎ PE E IS PEE سر دمم‎ ermenan وس‎ 


LS SD 


أى أن "الصور " (ئeعھ‏ ہا( لاتعتمد على "الممثلين" (representatives)‏ 
۷ هومومورفيزم حلق : 
Ker(p)‏ جد برعاي - Vx,ye R: w((x+Ker(p)+ (y+ Ker(p)‏ 
(۱-۷-۱) نظرية الزمر 
Ker(p)).‏ + نز )بلا + (x + y) = P(x) + p(y) = W(x + Ker(p))‏ = 


Ker(p)).(y + Ker(p)) = (ay + Ker(p)) = Oy) = p(x)p(y)‏ + )را 
2 


= (x + Ker(p))v(y + Ker(p)) 

! غامر (شامل ¢ فوقى) : واضح‎ V 
: واحد لواحد (أحادى)‎ ۷ 

Vx,ye R:w(x+ Ker(p)) = W(y + Ker(p)) (مم ج‎ = p(y) => 
92) - y)= (x) p(y) = 0 جح‎ x— ye Ker(p) ج‎ x + Ker(p) = y+ ۵۲). 
)0)۸( العنصر الصفرى فى‎ 0'( 
The first isomorphism theorem النظرية الأولى للأيزومورفيزم‎ ٠-١-١ 
: لیکن ۸ ح 4 مثاليا فى الحلقة ۸ ۰ ۸ 8 حلقة جزئية داخلها . ينتج أن‎ 


روا 
البرهان : نبرهن أولا على أن ۸ ح 8 +4 حلقة جزئية كالآتى : 
{a+b|ae ۸,0 B} )0 0+06 ۸+ 8(‏ - 8 +۸4 عق 
والان لجمیع 4 € یه,۵ ۰ ظ bh, b€‏ : 
(4 مثالی » 8 حلقة جزئية فى +b,)= a ~a, +b, -b, € 4+ 8  )1‏ يه) - a +b,‏ 
+B‏ 4 € رطرط+ (a +b,)J(a, +b, ) = aa, + ab, +b,a,‏ 
(لأن ٠ bb,€ B8‏ 4 > يكرطريط»,بهره) 








كذلك لأن 4 مثالى فى ۸ » ل 4+8 ۸4 » 8+ 4 حلقة جزئية من ۸ فان 4 يكون 
مثالیاً فى 8 + 4 


وبالتالى فان التكوين ۶# *4) يعرف حلقة (۱-۳-۱) 


و ۱ 
وان عرف 4 000 
م + م جام 
© معرف جيدأ : واضح 
م غامر (شامل) : واضح أيضا » لأن أى عنصر فى لظ +4 سيكون على الشكل 
a + 5 + 4‏ حيث 4 عه › 8 ع8 ء وهذا العنصر يكون هو نفسه 4 + ظ . ومن ثم 
فانه يوجد 4 ٤ط‏ بحيث إن 4 +5 = (0)5 


: هومومورفيزم حلق‎ © 
Vb,b, € B: Q(b, +b,) 5ع‎ +b, + ,م +4 + ,ع 4م‎ + 4 
= (b,) + 0)2,(. 
(b,b,) ی).(4 + 6( = 4 + رطع‎ + 4) = p(b,).p(b,) 


۱-۲-۱ 
والان نحسب نواة (6) : 
Ker(p) = {be B| p(b) = b+ A= A}‏ 
(4 هو العنصر الصفرى فى ,/8 +4 حسب (۱-۳-۱) أو )۷-١(‏ فى نظرية الزمر) 
ANB‏ =}4 5 |8 ) - 
والآن بتطبيق نظرية الهومومورفيزم (۲-۳-۱) نحصل على 
Pker(gp) ۶ 028 = e‏ توم لق 


م غامر 
نهاية البرهان . 





The second isomorphism theorem النظرية الثانية للأيز فيز‎ ۵-۳-۱ 


لیکن 1 ۸,8 مثاليين فى الحلقة ۰ 8 ۸ . عندئذ فان : 


7 50 N ESA 
1 اا ا ي ی‎ 





فلكى يكون ممكنا يجب أن يكون پ/7 مثاليا فى پر( » وسنثبت هذا كجزء فى البرهان . 


مد :0 


+ 4 جم‎ x+B 
۱۷,2]: ۸4 < یز < +ع ج قلح 4 ع  - بر ج ۸4 + بر‎ + 8 


(4م + بز)م = (4 +2)م ج 4 + < ۸4 + 
0 هومومور فيزم حلق ۱ 
8 + مز + ور ح A4)‏ + بر + )م ع A4)‏ + بر) +( Vx,ye R:p((x+‏ 
p(x + A4)‏ + زم +ع )م = و + بر + ق دعر - 
Ay + A4)‏ +00 ع ( + بر)(8 B= (x+‏ + مور = A)‏ + وم = ))4 + .۸ +( 
م شامل (غامر › فوقى) : وا 
والان نحسب نواة (6) : 
(8 < 8 + ع (ل + )2۸۱۵ Ker(p) = {x+‏ 
A|xe B}=B/,‏ دج = 


ومن ثم فإن ,8 مثالى فى 7 









وبتطبيق 


نظرية الهومومورفيزم (۳-۳-۱) نحصل على : 





م غامر 
نهاية البرهان . 
۰-۳-۱ أمثلة محلولة : 
كال ۱ : اکت عن 27 
مكل 1 :اک لاصو 8 
الحل_: 


27 
}62 +674 + 67,2 + 0) = 7 
احظ أن ,67 = ,6+67 24+62 -62 +8 وهکذا ... 
كما أن ,62 مثالی فى 22 . 
كما أن  2/,‏ ر22. ولاحظ أن ,/2 تتشاكل مع ,7 التى وردت فى مثال ۱۰ 
فى .)١4-1-1(‏ 


dı 0 =‏ 
مثال ۲ : لتكن +2 » ,© | R=‏ 
Q,‏ بك 
أعداد زوجية. يترك للقاری البرهنة على أن 7 مثالى فى ۸ . 
المطلوب حساب عدد عناصر الحلقة 


6, 2 يه‎ 
= e 2 


dQ; = 1 + )۵:- 1( و‎ di فردى‎ 


الحل : سنكتب 


0 + di di زوجی‎ 





وبالتالى يكون أى عنصر فى // على الشکل : 
2y‏ 22 | | 080 1 0۲0 1 يه 2 6 
Z‏ 2,171 ون[ +X,‏ + =+ 
Q, 1 0۲0 10۲0 | 22 2w‏ بك 


1020 0 
= +I 


2 2 
e] لان‎ 
2z 2w 


ومن ثم بكرن عدد عناصر الحلقة 7 هو 

مثال۳ : فى النظرية (۱-۳-۱) رأينا أن الشرط ۸ ح ۸ منالی كاف حتی يمكن تکوین 

الحلقة . برهن على أنه ضروری كذلك . 

البرهان : ليكن 4 ليس مثاليا فى ۸ (ليكن حلقة جزئية فى ۸) . إذن يوجد 7 ع 7 ۰ 

4 عه بحيث يكون 4 7۸۶ أو 4 © 7ه . ليكن 4 © ©”/ مثلاً . والآن : 

(لأن A‏ عه) ‏ 24+ه-ك4 -4 +0 

ولكن 

(r+ ۸()۵+ ۸( 27۵+ ۸ ع‎ 4 (ra# 4 jiJ) 

بينما ۰ 4 < ۸4 +70 ع (۸4 + 4()0 (r+‏ 

إذن عملية الضرب فى "الحلقة" م/ ليست معرفة وبالتالى فان ر ليست حلقة . 

(قارن مع ملحوظة (۲-۲-۱)) 

مثال 4 :برهن على أن الحلقة 7 حيث 77 مثالى فى۸ تكون إبدالية إذا كان وفقط إذا كان: 
R:(rs—sr)e N‏ ع و ,۷ 

البر هان : 

2 جه ابدالية‎ Vrs e R: ى) = (۷ +6( + م)‎ + N)(F +N) 


۳۰۷ 


Ers—sre N‏ ۷ ل مرى < ۷ + ۲:9 6 ۷۳,5 ب 
مثاله_: برهن على أنه إذا كانت ۸ حلقة بها عنصر الوحدة » وکان × مثالیاً فى ۸ » 
بحیث إن ج ۷ فان بل حلقة لها عنصر الوحدة ۶ الصفر . 
البرهان : نعلم أن پر حلقة » وکذلك إذا كان 1€ هو عنصر الوحدة » فان ۷ + 1 هو 


عنصر الوحدة فى مال . صفر الحلقة بال هو ۸ . المطلوب إثبات أن ۷ عع ۷ +1 . 
ولکن ۸۷ = 7۷ +1 یعنی أن × 1٤‏ ولذا كان 7۷ 16 فان 8 = 7۷ (انظر مثال ۲۵ فى 
(۸-۲-۱)) ء وهذا تناقض . أى أن ۸۷ عد 7۷ +1 

مثال5 : برهن على أن الحلقة العاملة لحقل اما أن تکون الحلقة التافهة ذات العنصر 
الواحد أو أن تکون متشاكلة مع الحقل نفسه . 

البرهان : لیکن 7 حقلا ولیکن 4 مثالیا فى الحقل ۳ . نعلم من مثال۲5 (۸-۲-۱) أن 4 
اما أن یساوی الحقل نفسه » أى أن ۶ = 4 أو أن (0) = ۸ . وبهذا تکون الحلقة العاملة 
اما بر وتکون فى هذه الحالة 


Fr عع | +) د‎ F} = {F) 
أى حلقة ذات عنصر واحد هو”/ أو‎ 
o = +ع‎ ۱0۱۳۰2۲ 
x + )0( عد ب‎ 
مثال ۷ : برهن على مجموعة العناصر منعدمة القوة (014628م011) فى حلقة ابدالية تکون‎ 
))۱5-۱-۱( مثالیا (انظر مثال ۱۲ فى‎ 
البرهان : بدهی أن 0 عنصر منعدم القوة فى الحلقة » إذن مجموعة العناصر منعدمة القوة‎ 
. ليست خالية‎ 
ليكن 4 » 5 عنصرین منعدمی القوة » أى أنه يوجد 7 # عددین صحیحین موجبین‎ 


بحيث إن 0= ۰۳ 0= ۳ . والآن نعرف 7 +7 <:] 


۳۰۸ 





+ + 
(a-b)" = "و = ۳۳( -م)‎ 16 0 (+ 16 2 E 
r 


+A 
+ 117 ۳ Bb)" +) 5 
7 + 1 -1 


الحد العام فى المفكوك هو ليا وهو یساوی الصفر » لأنه إذا كان 7 > ۳ 


r 


فان 0= "۳۳ ۰ وإذا کان ۸ < 7 فان 0= (0-) 


وبالتالی فإنه يوجد عدد صحيح موجب ۸ + "= ۸ بحيث إن 0= “(ط-ه)» أى أن ط -ه 


عنصر منعدم القوة . 

کذلكت ا گان م كما سبق ضرا منعدم القوة ا ى آنه یوجد # عدد صحبح موجب بحیث 
إن 0 = ۵۳ . فانه لأى ۸ ٣٤‏ یکون ۳۳۵۳-۳0-0 = 60۳ . أى أن 7 عنصر 
منعدم القوة . والآن 8 إبدالية 


۸ إبدالية يستلزم أن 7 عنصر منعدم القوة كذلك . ومن ثم البرهان . 
تسمى مجموعة العناصر منعدمة القوة فى حلقة إبدالية ^ جذر (The radical of A) "A‏ . 


71 
مثال۸ : اوجد جمیع المثالیات ۷ فى الحلقة ر /7 بق کی کل بر 127/۸ ۱ 


الحل : المثاليات فى ر7 هی : المثالى التافه ارلا بر( ویکون 


٠ 0 70‏ ثانيا : ے2 ۰ ويكون رر = 3 7 


= Z7 

۳-۸ ۲ + {0} ب‎ x 

ثالث : ویکوز ات 77 رابعا : 47 
ثالث : ر“ ٠‏ ديكون رور on‏ 122 


۵-۳-۱ 


ویکون بر 4 و709 »خاسا : ووو |67 ويكون 7 = 77 


۳۹ 





وسادسا: المثالى التافه oz‏ » ويكون == ly‏ (0 هو صفر الحلقة 


47 أى هو ,ر7( 
2۳ 


مثال ٩‏ : بالاشارة إلى مثال ۷ السابق اوجد جذر الحلقة Zr‏ » الحلقة ,7 


الحل : ,2+127 يقع فى جذر ر7 لذا وجد عدد صحیح موجب 7 بحیث يكون 
(127 هو صفر الحلقة ررر)7) ۰ 2127 (2+127) 
[.. ,36+ ,324 ,0,12) = ,2127 "2 ج ,2127 ,127+ "2 ج 
...6,12 ر0) ze‏ 2 
ویکون جذر ر7 هو (0+127,6+127) ی هو (0,6) . 
لظ إن .هذا الجر هن الما و67 كذلك لاحظ أن 12+1227-122+ 2 
6+7 2 127+ 6- . 
2 يقع فى جذر 2 إذا وجد عدد صحیح موجب + بحیث یکون 0 = "2 وهذا یحدث إذا 
كان وفقط إذا كان 0 = أى أن جذر 2 هو (0) . 
03 2 
۰ : يترك للقارئ التحقق من أن (0,3) = ۸۷ مثالى فى و2 . اوجد ,6 
الحل : 
37- 0 
رم = N = )0+ 67,3 + 6Z}‏ 


1 
a, - ZA = {0,1,2} 
6Z 


-۳-۱ 


وبالتالی فان : 


1 ° 





مثال ١١‏ : إذا كانت × هی جذر حلقة إبدالية ۸ فبرهن على أن المثالى التافه !127 هو 


جذر ,1 


البر هان : سنشیر إلى جذر ‏ بأنه (۵)8 . والان : 


Rad(%) = +ع‎ ۸۷ | + NY" =N,xe€ R, „€ N لبعض‎ ( 
= {x+N|x"+N=N,xeR, 7 > N لبعض‎ ( 
={x+N|x"eN,xeR, 7 N لبعض‎ ( 


} لبعض N‏ 7,7۸6 ,/ ع ,0 ع =(x")"‏ ۳ | ۷ + = 
N = Rad(R)‏ 
={x+N|xe Rad(R)=N} = {N}‏ 
متا : لنکن جر حاقة ایدالية » ۸۷ مكالن فی ۲ برهن علی آن المجموعة ۷ 
[لبعض ۸6 6۸۷ ۵6۱۵ -: VN‏ 
مثالی فى ۸ . تسمی هذه المجموعة جذر ×" ((/82400) 
البرهان : واضح أن ۷۷ ای ان NN‏ لین مجموحة خالية . والان : 


۷۵۰ لت‎ ۷ 2 << ۲ ۷,۳ e R> (ra) = ۳۵ e N 
إبدالية‎ ۸ 


لت ۵۲ > لت مج 
۸ إبدالية 
ج N 3> 2, > ۱! :۳ 6 ۸۷,۳ e N‏ 06,5 


m+n 


۱ ۳ 0 ۱ 
a™""(—b)+...+ ان‎ (—b)' +... 
1 r 


+ ”ي = ۳( -0) 


+ ۳ 0 a(-b)™™"" + (۳۳ 
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mt 


الحد العام هو : ۳ 7 . كما فى مثال ٦‏ إذا كان 7۶۱ فان 2۷ "0۳۳ 
۱ 0 ۱ 


ویکون 6۰/۷ 7 (۸ مثالی) . ولذا كان > 7 یکون 27 ,7 (۸ مثالى) . ومن ثم 
فان ۷ € 9(۳۳-ه) ویکون 6۰/2۷ 0-9 . 
تایه فان ۱ 
مثال ۱۳ : هل تعریفا "الجذر " آلواردان فى مثالی ۷ < ۲ متسقان consistent‏ ؟ 
الحل : من مثال ۱۲ يتضح أن : 0 007" 
لت 8 ج لت هم ج لبعض N‏ ع 71 دع هی 
لکن ۸ ٣/۸ c‏ ومن ثم فان ۸ = 3 /+ (جذر ۸) 
أما فى مثال ۷ فان RIG SYR‏ 
إذن التعريفان غير متسقين (inconsistent)‏ . 


مثال ۱4 : ما العلاقة بین المثالی ۷/2 فی مثال ۱۲ ۰ والجذر (/07نمة. فی ما .۷ 0 ١‏ 
الحل : سنبرهن على أن )14 ۱ 
ج لبعض 711 (العنصر الصفری فى ;)×= ۳ج (e F4),‏ +× ¥ 


+4()=N, ne N #رجه لبعض‎ e × ,7© N برجم لبعض‎ > N eze, 
)4:8( 8 ليكن 4 » 8 مثاليين فى الحلقة الإبدالية ۸ . تعرف القسمة 4م على‎ : ١ مثاله‎ 
۱ (The quotient of 4 by B) 
A:B:={re R|rbe 4 VbeB} بأنها‎ 
. 7 برهن على أن 8 : 4 مثالى فى الحلقة‎ 
4: 8 ± ۵ البرهان : واضح أن 4:8 ع0 » أى أن‎ 
۲,5 ع ۷6 ج 4 ع 7۵,59 8 ع ۷ ج 8 :۸4 ع‎ ۶ (r-s)b=rb-sb € 4 
مثالى‎ 4 


1۲ 


سج ممم و و سدسم ی و وم ی معطو هی جوم ی و و ودع سمه ع عه جد دم ع مص ام مه سمه ته له هم ما ما مس مص عمسم مده ما م ومع معدن مهد ی مسد ممه 


8 »ع 5-م جه 
B:(Arb= Arb) € 4‏ 0ج( ۸,۸ 75 re ۸:,۸, R3 Vbe B‏ 


4 مثالى 
البرهان جد 4:8 Are‏ > 
۷-۳-۱ تعريف : لتكن ۸ حلقة . يقال لمثالى ۸ ے ۳ إنه مثالى أولى (لمع؛ مصنم) 
إذا كان : 
#رعدم (1) 
beP‏ أو عم جح 0 R:abe‏ ,۷۵ (2) 
بعبارة أخرى تكافىء العبارة (2) : ش 
R\P‏ ع << ۶۲۱۳ و ۲۱۳ عه 
۸-۳-۱ أمثلة : 
N )۱(‏ 7 (7:70) یقتضی أن ,72 مثالی أولى فى ,7 إذا كان وفقط إذا كان 7 
عددا أوليا. (راجع (۷-۲-۱ (۳)) 
البرهان : "ج" : ليكن 7 عددا آولیا ولیکن 2+7" ۸)٤‏ . هذا يستلزم أنه یوجد 
7 6 7 بحیث یکون 56-772 . أى أن 7 قاسم ل 27 . ولان 7 عدد أولى إذن 71 
یقسم ۸ أو یقسم 6. آی أنه یوجد ,7 ٤‏ ر,× بحیث یکون 7۰ × - 6 أو 7 ۸ وهذا 
یقتضی أن ,72 >۸ أو ,7 ع 4 . 
"-ه" : اذا كان ” ليس عددا أوليا » فانه یوجد عددان 4,۸ بحیث یکون ۸1۰ =" › 
> > ولکن kl = me mZ‏ بینما mZ‏ © 1,۵ 
)۲( المثالی 7 ح (0) أولى 
٩-۲-۱‏ نظرية : 
لتکن ۸ حلقة ايدالية » لها عنصر الوحدة ”1“ ۰ ولیکن ‏ مثالبا فى ۸ . التقریرات الآتية 
متكافئة : 
٨ )۱(‏ مثالی أولى 
1۳ 


5 ۱ ب ا 
(۳) يوجد نطاق متکامل ۰70 ویوجد هومومورفیزم حلق 7 بحیث یکون 12-۳ 
اليرهان : (۱)-* (۲) : لان ۸ حلقة إبدالية لها عنصر الوحدة 1 ۰ فان م يكون حلقة 
إبدالية لها عنصر الوحدة + 1 . ۴ ۶ +1 حیث ‏ هو صفر الحلقة و ۰ والا فان 


۳ 1€ وبالتالی يكون 7-7 وهذا تناقض مع کون مثاليا اولیا . يتبقى أن نشت أن 29 
خالية من القواسم الصفرية أى أنه إذا کان۳(0+۳(<۴+) فإنص ع + أوط P=‏ + 0. 
مع (ط + 5) ( + م) يعنى أن م = م + وه أى أن ۳ 22 . ومن حيث أن ۶ مثالى 
أولى فان ۶ عم أو ۶ عط وبالتالی يكون مرح ص + م أو مرح صر+ م . 

(۲)-*(۳): نعرف 1۲ 3 PRN,‏ الإبيمورفيزم الطبیعی» ويكون 7/-(12)0 
(۳) > (۱) : م ='۸ نطاق متکامل یستلزم أن عد +1 أى أن 2 »1 وبالتالی 
فان R۸‏ عد ° 

لیکن ۸ 0,8 بحيث إن )e)@(‏ =۶ عطه . هذا یقتضی أن 0= (0)4 = (0)0(9۵ . 
من حيث أن ۳ نطاق متكامل ينتج أن 0-<(0)م أو 0-(6)6 وبالتالى فان 
ae Ker(p) = P‏ و be Ker(p)= P‏ . 

نهاية البرهان . 

: تعريف‎ ٠۰-۳-۱ 

لتكن ۸ حلقة . يقال لمثالى 7 ح 4 إنه مثالی أعظم (10681 تمصن‌هص) إذا كان : 

M +R )۱( 

(۲) لایوجد مثالی ۸ C‏ 4 بحیث یکون 4 ۸ 


(هذا لایعنی أنه لجميع المثالیات 4C۸‏ یکون : 4۸1 ) 


1€ 





لتكن ۸ حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة "1" . وليكن ACR‏ مثالى . 

1 > R 

حقل ,29# ج مثالى اعظم ۸ 
البرهان : "=" : ,ل حقل يستلزم أن 4 +41 أى أن 4 1 وبالتالى فان ۸ +4 
والآن لیکن ۸ ح 8 مثاليا يحتوى على 4 فعلیا » أى أن 48 . إذن يوجد 5 بحيث 


إن 4 ۰0۶ 8 ٤ط.‏ عندئذ فان 4 + 5 يكون عنصرا غير صفری (أى ليس مساویا 
للصفر) فى ,لآ (صفر پر هو 4 كما نعلم) » وبالتالى فإنه يوجد 4 + » بحيث يكون 
4 +1- (4 +۸()0 +0) (۸ + 1 هو عنصر الوحدة فى ,ل كما سبق) . أى أن : 

4 +ع[ = (b+ A)(c+ A)‏ - 4 +1 
وهذا يقتضى أن 8 ۸ 1-86 . ولكن 8 ٤ط‏ يستلزم أن 8 56 ومن ثم فان : 

(لأن 8 مثالى) 8 1=1-bc+bce‏ 
وهذا يستلزم أن = 2 . أى أن 4 مثالى أعظم . 
"<" : 4۸ مثالى أعظم يستلزم أن ۸ ع1 أى أن 4 + 4 +1 (أى أن صفر 14 
لا يساوى عنصر الوحدة 4 + 1 فيه) ۰ حلقة إبدالية يستلزم أن ر حلقة إبدالية . 
والآن لیکن ۸ ٤ط‏ › 4 © . يتبقى أن نثبت أن 4+ 5 لها معكوس ضربى . 
نعرف : 
R,ae A4}‏ ع ۸۱7۲ + B= {br‏ 

يسهل التحقق من أن 8 مثالى يحتوى على 4 فعليا (بأخذ 0 -م) . 
ولان 4 مثالى أعظم فان ۸ = 8 . وبالتالی فان 8 >1 وبهذا فإنه يوجد ۸ c€‏ › 
4 ع" بحيث يكون ۲ +1<6 . والان : 

1+ A4=bc+a+4 ۰ < bc+A4=(b+ A4)(c+ 4) 

مثالى ۸4 ۲ 

أى أن 4 + 5 له معکوس ضربی . نهاية البرهان . 


۳۵ 


۱۲۳-۱ أمثلة : 

(۱) فى الحقل × یکون المثالی (0) مثالبا اعظم لأنه لایوجد فى أى حقل سوی مثالیین 
الحقل نفسه أو المثالی (0) . (مثال ۲۰ فى (۸-۲-۱)). المثالی × لیس مثالیا أعظم 
بالتعریف . 

(۲) فى الحلقة 2 جميع المثالیات الاولية فیما عدا (0) مثالیات عظمی . 

من (۷-۲-۱) نعلم أن جمیع المثالیات فى 72 تكون على الصورة ,72 حيث ب ©71 
ومن(۸-۳-۱) نعلم أن 742 مثالى أولى إذا كان وفقط إذا كان م عددا أوليا أو 0 - 77 . 
ای أن ۶ مثالى أولى فى 7 إذا كان وفقط إذا كان م عددا أوليا بحيث يكون 2م -/ 
أو (0) =۶ . والآن من )٩-۳-۱(‏ 7 مثالى أولى إذا كان وفقط إذا كان 7 نطاقا 
كام از 7/0 نطافا متکاملا . ولکن و2 نطاق متكامل منته » ومن (۱۳-۱-۱) 
کو ور حقلا » ومن (۱۱-۳-۱) يكون م مثاليا اعظم فى 2 . 

(۳) کل مثالى ۸ فى 2 ۰ 4۶7 يكون محتوی فى مثالى أعظم فى 2 . 

مرة أخرى نعلم أن 4 مثالى فى 2 إذا كان ”=4 حيث 7 عدد طبيعى (أو 0 -:7). 
فى حالة 0 = 7 واضح أن 4 يكون محتوى فى مثالى أعظم (لان أى مثالى فى 72 
يحتوى على العنصر 0). إذا كان 2 < 7 (الحالة 1 = 7# مستبعدة لأن 2 7 4 ) فإنه 
يوجد قاسم ل 7 هو م حيث م عدد أولى ونحصل على 2م ,712 4-7 . ومن 
مثال؟ السابق مباشرة 72 هو مثالى أعظم . 

۱۳-۳-۱ تعريف : 

لتکن ۸۸ مجموعة . ولتکن ۲« 77 . يقال إن 77 ترتیب جزئی 05062 [2۲/12) 
فى 16 إذا تحقق : 7 

(a,a)e H : عه‎ M (أ) لكل‎ 

(ب) 87 € (5,ه) ۰ 8 » (5,4) يستلزم أن 5 = ۾ 


۲۱٦ 





غالبا ما نكتب 0>ه للتعبير عن 4,5(517) ۰ وئستخدم">" للتعبير عن الترتيب الجزئی . 
١-9-١‏ تعریف : 

(1 ) لتكن 14 مجموعة ٠‏ وليكن ">" ترتيبا جزئيا فى 14 . يقال أن ">" ترتيب کلی 
فى 1 order)‏ 0131)) إذا كان لكل عنصرين 4[ ع٤‏ ط,ه يكون > © أو © > م 

(ب) إذا كان ">" ترتيبا جزئيا فى مجموعة ۸۸ . تسمى المجموعة الجزئية غير الخالية 
۲ من 14 سلسلة (مندطاه) فى ۸۸ (بالنسبة إلى ">") إذا كان لكل عنصرين × ع 2,۵ 
يكون : > ه أو > . 

: أمثلة‎ ١5-*-١ 

(۱) العلاقة المعتادة "أقل من أو يساوى" على ۸ هی ترتيب كلى فى 18 . 

(۲) إذا كانت 34 مجموعة فيكون 8 4 ج: 8 > 4 ترتيبا جزئيا لمجموعة القوة 
M JPM)‏ 

وإذا كان (ظ,م) -: 14 ۰ ۵۶8 فان الترتيب الجزئى ليس ترئیا كليا » لأنه لايحدث 
(5) > [4) ولايحدث (م) > (0) . 

: تعريف‎ ١151-9-١ 

لتكن 14 زمرة » ">" ترتیبا جزئيا » ۸ مجموعة جزئية من 14 . 

(أ) يقال لعنصر 14 6 إنه حد أعلى (0صتاوط (upper‏ أو حد_أدنى (lower bound)‏ 
فى 4 إذا كان 5 > © أو © > ى على الترتيب لجميع 4 4€ . 

(ب) يقال لعنصر 4 عه إنه عنصر أخير (اععصع1 اعد إذا كان ۾ حدا أعلى فى 4 . 
ويقال إنه عنصر أول element)‏ غ5155) إذا كان © حدا أدنى فى A4‏ . 

(ج) يقال لعنصر 7/4 إنه عنصر_أعظم(160600» 722:15131) فى 4 أو عنصر أصغر 
element)‏ اminima)‏ فى 4 إذا كان لكل ۾ عنصر فى 4 : © > 7 أو ”كه على 


الترتيب ينتج أن © - :7 . 


۳۷ 





۱۷-۳۱ ظة : 

ن مجو عة وين ۳۳ وا جرا 4 مجبوهه حزفية بق 4: 

( أ ) 4 لها على الأكثر عنصر أخير واحد وعلى الأكثر عنصر أول واحد . 

(ب) إذا كان ل 4 عنصر أخير © (أو عنصر أول 4©) فان ل 4 عنصر أعظم واحد 

بالضبط هو © (أو عنصر أصغر واحد بالضبط) هو © . 

(ج) ليكن 7 فراغا خطیاً (90260 60015,) ذا بعد (1 <7 صنلك) > 1 ولتكن 4 مجموعة 

جميع الفراغات الخطية الجزئية U‏ (50502065 ۷۲6۵/۵۲) فى 7 ۰ حيث بعد )> 1 

(1< لا صفل) . عندئذ فإنه من خلال التعريف 77 ل جج: 77> ل يوضح ترتيب 

جزئى ">" فى 4 . ولان 1< 01527 لايكون هناك عنصر ول ل 4 . بينما كل 

فراغ جزئى من 7 ذى بعد 1 سيكون عنصرا أصغر فى 4 . 

: تعریف‎ ۱۸-۳-۱١ 

لتکن 14 مجموعة غير خالية . ولیکن ">" ترتيبا جزئیا فى ۸۶ . يقال إن ۸2 مرتبة 

استقرائيا (۳06760 )nductive1y‏ ل " >" إذا كانت کل سلسلة فى ۸2 لها حد أعلى . 

كل مجموعة مرتبة إستقرائيا لها على الأقل عنصر أعظم 

من المعلوم أن بدهية زورن تكافئ بدهية الاختيار (61:0106 0۶ 4:4053) التى تنص على 

أن "حاصل الضرب الكارتيزى لعائلة غير خالية من المجموعات غير الخالية ليس خاليا" 
“The Cartesian product of a non-empty family of non-empty sets is non-empty”‏ 

وفى حلقة نويترية (سنعرفها فيما بعد) ۸ لاتساوى (0) لكل مثالى 4 يوجد مثالى أعظم 

بحيث إن 14 4 . ومجموعة كل المثاليات فى ۸ والتى لاتساوى ‏ والتی تحتوى 

على 4 لها مثالى أعظم . وهذا المثالى الأعظم مثالى أعظم فى ۸ . وباستخدام بدهية 

زورن سنبرهن على أن هناك موقفا مشابها لكل حلقة إبدالية لها عنصر وحدة يختلف عن 


صفرها . 


۳۸ 





۲۰۲-۱ نظرية : 
لتكن ۸ حلقة إبدالية » لها عنصر الوحدة غير مساو لصفرها . عندئذ فانه لكل مثالى 
4 يوجد مثالى أعظم 74 فى ۸ بحيث إن 1۷ ۸ . 

3 


البرهان : لتکن 7 مجموعة کل المتالیات 8 فى ۸ بحیث ان 28 4 . سنعرف 
ترتيبا جزئیا > " فى 1 کالاتی : 00 -8ج:8>)00 . وبهذا تکون 7 مرتبة استقرائيا من 
خلال ">" لأن : 7 4€ يجعل 7 غير خالية › وإذا كانت × سلسلة فى 7 فان 2 لا 


Bek 


يكون عنصرا فى 7 لأن : 2 ل[] مثالى فى ۸ › لأن ۵ج × يستلزم أن 27۵ || . 
BeK‏ 


Bek 


وكذلك قر b,ce ÛJ‏ يقتضى أنه یوجد ع 0,8 بحيث إن 0 ۰96 c€D‏ . 


Bek 


ولان > سلسلة فان > € أو © 77 » وبالتالی يكون b-ceC‏ أو b-ce D‏ 
أى أن 8 ل] 5-6 . وایضا 8 ل| عم يقتضى أن 2 rbe lJ‏ لجميع r€ R‏ 


Bek BeK‏ ۰ زج 


والآن BCR‏ لا > 4 ۰ لأنه إذا كان ۸ =8 ل] فان عنصر الوحدة 1 فى ۸ يجب 


BEK BEK 
أن ينتمى إلى © - مثلا - أحد عناصر  . وبهذا يكون ۸ - © . وهذا تناقض . والآن‎ 
- من بدهية زورن يجب أن تحتوى 7 على عنصر أعظم /3 » الذى هو - كما هو واضح‎ 
. 4 مثالى أعظم فى ۸ بحيث إن 14 ح‎ 

١  : أمثلة محلولة‎ ۲٠-۳-١ 

مثال ١‏ : لیکن 7 ج ۸ :ص هومومورفيزم حلق بحيث إن '1-(1)© (1,1 عنصرا 
الوحدة فى ۰۶ '۸ على التريب) . وليكن 4 مثاليا أوليا فى '۸ . 

برهن على أن )"© مثالى أولى فى ۸ . 

البرهان : نعلم أن )"© مثالى من مثال ۱۱ فى (۸-۲-۱). يتبقى أن نثبت أنه أولى . 
٠» ©”) ۶R‏ لأنه إذا كان 4(=۸)'ص فان (4)"© 1٤‏ وبالتالی فان 


۸ © (6)1 -'1 وهذا يقتضى 7 = '4 : تناقض لأن '4 مثالى أولى فى 7 . 


۳1۹ 


| الباب الأول : المفاهيم اس ا E‏ 
لیکن )م > بود . هذا يستلزم أن '4 ع (ود)م = ()م(۵0 . لأن '4 مثالى 
أولى فان '4 >(2)© أو '4 > (بز)م وبالتالى فان )"© ۲۶ أو (47) "م عر . 


مثال ۲: أوجد جميع المثاليات الأولية والعظمى فى Ar,‏ 


الحل : انظر مثال ۸ في حت المثالی رس( ف کے لکنه لیس مثالیا اعظم. 
(۱-۳-۱). المثالى بر مثالى أولى عظم 


11 
قي ی 27 2 حلقة نه قة ب /2 من (۳-۱- 
اعتبر المثالى برع ر حلقة تشاکل الحلقة رو من (١-م-ه)‏ 
12Z‏ 
وهذه نطاق متكامل من (۸-۳-۱) , )٩-۳-۱(‏ . ومن (۱۳-۱-۱) هی حقل . و 


(۱۱-۳-۱) يكون ر274 مثاليا أعظم وبالتالى فهو أولى (لماذا) ؟ كذلك اعتبر المثالى 


7 
م37 . الحلقة a‏ تشاکل الحلقة 2 وال اند اب لما 


في كو 3 مثاليا اعظم ومثاليا أوليا فى 8 . لماذا لاتوجد مفالیات أولية 
أو عظمى أخرى ؟ 
مثال ۲ : لیکن × حقلاً . وليكن £ + ۸:ص هومومورفيزم حلق . برهن على أن م 
اما أن يكون الراسم الصفرى (أى أن (0) = (0)16) أو أن © أيزومورفيزم . 
البرهان : فى مثال ۲۳ من (۸-۲-۱) رأينا أن }0{ = Ker(p)‏ أو .Ker(p)= K‏ 
ومن (۲-۳-۱) ينتج أن : 

o, = 000‏ ج }0{ = Ker(p)‏ 
أى أن (K)م‏ = × أى أن © أيزومورفيزم 


= K 
لاحظ أن 20 1 تس‎ ( 


}0{ +ع ب x‏ 


PT. 


(القسم الثانى) نظريت الحلقات Ring Theory‏ ¦ 0 


(0016 = عا ج Ker(p) = K‏ 
ای أن (0) = ()م ٠‏ أى أن © هو الراسم الصفرى . 
(وبالطبع ينتج مباشرة من × = (127)6 أن © هو الراسم الصفرى) 
مثال ؛ : ليكن ( عدد زوجى 2,2 ©>8:1|0,5+ 16 =: $£ . برهن على أن 5 حلقة 
جزئية من [72]1 » لکن ک ليست مثاليا فى [2]2 . 
البرهان : 5 0+0 . أى أن ۶۵ 5 . 
c+ 2di € 5‏ ,20 +0 حيث 2 € 0,4 ,0,5 ينتج أن : 
و9 آ(4 -2)6 + - و = (203 +ع ) -281 a+‏ 
+b > 5‏ مه)2 + 40 - عه = (241+)(/0+26) . وینتج أن 5 حلقة جزئية من [:]7. 
ليكن 5 ع 27 +1 › [:]7 ع 1-7 : 
5 ليست مثالیا فى [:]72 ج- 5 1 + 3 - (22 +1-7()1) 
مثال 5 : برهن على أن المثالى [1+-27] (أى المثالى المتولد من العنصر 1+ 17 ) 
فى [ ]18 (حلقة كثيرات الحدود ذات المعاملات الحقيقية) مثالى أعظم 
البرهان : نعتبر الراسم : 
ل) ج [ ]۵:1 
()/ جار 
(أى أن () £ -(6)7) . هذا الراسم شامل (غامر » فوقى) وهذا واضح . وكذلك هو 
هومومورفيزم حلقى لأن : 
,)8( +( )02 < ()ع +( < ()(و + ر) - (ع + R(X1:9(f‏ € ۷,۵ 
(0)10.6)8 = ()8.()/ = (7.8(60) - (8. )0 
ونبرهن على أن نواة (0) هی : 
Ker(p) = [X2 +1]‏ 


۳۳۱ 


واضح E‏ (لأن ۶+1=0) . والان نبرهن على أن [1+1]ح )2 : 
لیکن )9 عر . هذا يستلزم أنه يوجد [۳[/6,و بحيث إن 7+(1+ )و  <‏ › 
م من الدرجة الأولى (سندرس هذا بالتفصيل فيما بعد) . أى أنه يوجد 6 ,۵ بحيث 
أن م +۲ هو <م . والان : 


0 > 0,5 عه ج ]+ نه - () ل 


0 
أى أن  < )2* +1)e ]X”+1[‏ أى أن ]1+ Ker(p) c [X?‏ > ومن ثم فان 
Ker(p) = [X7 +1]‏ 
والآن نطبق النظرية (۲-۳-۱) (نظرية الهومومورفيزم) فنحصل على : 
RIX] _ R[X] ۳ =‏ 
م غامر 
ومن حيث إن R]×[‏ حلقة إبدالية » لها عنصر الوحدة » € حقل فإنه ينتج من النظرية 
)١1-7-١(‏ أن [22+1] مثالى أعظم فى R]×[‏ 
مثال ٩‏ : برهن على أن : المثالی [1 +*1] ليس مثالیا أوليا فى الحلقة [2]يرو/2 
(حلقة كثيرات الحدود التى معاملاتها 0 ۰ 1) 
البرهان : 
[](رم) 11+ ]1 + ۲۸ - 1 + 2۲+ ۳ = (1 + (X‏ 
لکن 1 + × لیس عنصرافی [1 + *2] 
مثال ۷ : لتكن ۸ حلقة جميع الدوال (الرواسم) المتصلة من 18 إلى 18 000 
{f e 8| ۶ )0( = 0(‏ حد ۸ مثالى أعظم فى ۸ . 
البرهان : نبرهن ولا على أن 4 مثالى فى ۸ . 
4 >0 (الراسم الصفرى) لأن 0)0(=0 أى أن ۵ +4 


Y۲ 





القسم الثانی) نظرية الحلقات Ring Theory‏ | 


۸ ع ع,ر > 0 - (0)ع - (0) ع (0)(ع - “(f‏ 4 عع - [ 
ادع تر ۸ 8 المع کی 4 ع gf‏ 
=f (0)g )0( 202 )0( 20‏ (0( 08 + €4 هل 
أى أن 4 مثالی فى ۸ . والآن نعرف الراسم 
p:R+R‏ 
(7)0 جا 
© هومومورفيزم» © شامل (غامر › فوقى)ء 26-۸ ثم طبق النظرية (۲-۳-۱) . 
۱ ومن حيث إن 16 حقل » ۸ إبدالية » ذات عنصر وحدة » ينتج المطلوب من النظرية -١(‏ 
۰۱۱-۳ كما سبق فى مثاله السابق . 


مثال۸ : اعتبر Zeal]‏ (حلقة کثیرات الحدود فى × التى معاملاتها 0 ۰1۰ ... .)4٠‏ 


أوجد المعكوس الضربى ل [+3+ 2 حيث [6+2+]-1 فى الحلقة اي 
الحل : ليكن المعكوس الضربى للعنصر 3+7+ 21 هو 8+7+ كه حيث 
(0,....4) ۵,۵ . والآن لدينا 
+1( +ط + 2X +3+ (aX‏ 
أى أن 
1- 35+ (20 + هة) + 2 2aX‏ 
X +2)‏ + 822 )2 - 3-1 + ع[ (28 + ن3) + 20162 جح ` 


(D,‏ - و2 ج 
,)2( 20-2 +30 
() . 30-1-22 


من (1) ۰ (2) ينتج أن 20-2۸ +54 أى أن (4) 2 - 25. ومن (3) ۰ (4) ينتج أن 
3-1-2 ای أن 5-1 . ومن (4) ينتج أن 4=1. ومن (1) ينتج أن 3-©. أى 
أن المعكوس هو 7 +1+ ×3 


۳۳۳ 





1 ۲ ۲ 3 

مثال_٩‏ : اوجد جميع عناصر 00 

الحل : لاحظ أن 10= (7+ 7)3 -3). وبالتالی فان [ +3]+0-<[3+7] +10 (لأن 
[3+1] ع (3-1)(:+3)) وکذلك فان [3+1]+7<[+3]+ 3- - [+3]+ 


ومن ثم فان ([+3] +9....,[: +3] +1[,1+ 3] + 0) دو اناه 


TT‏ ار 

مثال ٠١‏ : برهن على أن ]1+ ¥ + در لیس نطاقا متكاملة . 
([](س/2) حلقة كثيرات الحدود ذات المعاملات © ۰ 1 ۰ 2) 

اليرهان : [1++12]ج 17- ¥ X°-2X+1=‏ د 1 +X‏ 


ولکن 1+ £ ۲2] ۲-12 وبالئالی فان 41 3:24]” لیس مثالیا آولیا فى 
AAI ۳‏ نم بت 
41*1( » وبالتالی فان و 2 ليس نطاقا متکاملا )٩-۳-۱(‏ . 
مثال 1۱ : برهن على أن [1+ × + 7] مثالى أعظم فى الحلقة 61 ](بر2) 
۱ لخالوو) . د 
البرهان : سنبرهن على أن a‏ 4 حقل » وبالتالی ينتج المطلوب 
مباشرة (۱۱-۳-۱) . 
[۲](ر) حلقة إبدالية لها عنصر الوحدة 1 يختلف عن © (صفرها) وبالتالى فإن 
apy ۱‏ ی 5 3 2 1 
[ +عر + هر حلقة إبدالية عنصر الوحدة فیها هو [1+ +X‏ ]+1 


وعنصرها الصفری هو [1+ × + *6] . وهی تتکون بالضبط من اربعة عناصر: 


عنصر رها الصفری » عنصر الوحدة ء 


۳۲ 





اه ره يز 13-32 : اقظ أن 


لع ESI XTX EXELL‏ ی دنر 
EG + 2 + 1[,‏ + --[1+ ۲ + ين انعط إن ون ۳2]+ ۶ +1 
SEID + ۲ +1[- 1+] + ۲ + 1[‏ ۳۶ + 
,1 را ]1 نب IEXEX EX‏ 
و المعکوس الوب .11 رد رن هی I‏ رنب ]+ ره[ أن 
[1+ ۲ + ۳2 ]+ ۳2 + ورت ([1+ ۲ + ۲2ر] + ۲ +0 ([1 + + SE‏ 


عنصر الوحدة فى الحلقة [1+ × + 2 لر] +1 - 


72 5000 
أى أن [7 + ¥ + ۳۶] حقل . نهاية البرهان . 


مثال ۱۷ : لتكن ۸ حلقة جميع الدوال المتصلة من 18 إلى 18 . ولتكن 
e 1 | /)0( = 2,7 72(‏ ثر =:4. برهن على أن 4 حلقة جزئية من › لكنه ليس 
مثاليا فى ۸ . 
البرهان : 4 >0 (الراسم الصفرى) » أى أن م 4 . (الراسم الصفرى دالة متصلة) 
لیکن 4 ع ع ,7 ينتج أن : 20 (n,ke‏ 2۸-26 (0)ع -(0)/ - (9()0-/) 

7 ع( -2)0 < 
(بدهی أن ع -/ دالة متصلة) ۱ 
f (0)g(0) = 21.216 - 2 e Z‏ = (0)(ج/) 
أى أن 4 حلقة جزئية من ۸ . (#ردالة متصلة) 
والآن لتكن 2 = ۶ ۰ 3لصع دالتين متصلتين ۰ ۸4 ء ۸٤ع‏ . لكن 
ام 2 23 = (2()0/) . أى أن 4 ليس مثاليا فی ۸ . 


Yo 


مثال 1 ل ال ۳ ق 
NceNN )۱(‏ 
(ب) IN =NN‏ 
(ج) إذا كان ۷ مثالیا أوليا فان × = 77/ه 
البرهان : (أ) لبعض 71 © ا 2۸ ج- xeN‏ 
۷ مثالی 

xe N > NceNN‏ جح 

(ب) من (1) لدينا : 2۰/27 ل . والآن : 
N:x™ (۳ ۷‏ جر جح ازع "د : ل[ > 2 ج xe NN‏ 
الل xe N 2 NN‏ 2 


NN - ۷‏ ج 
(ج) من (۱) لدينا : × > ۸۷ . والآن : 
۷ أو N‏ ۲۰ ع 27 > ۷ ع ۳ : آ > 23 ح لد 
,۷ ۲ج لقح ۷ج ۷ بر چد ... چ 


R= لتكن‎ : ١4 مثال‎ 


(۱) 01 (ب) 31 (ج) [۷]9 


الحل : من مثال ۱۱ : ( لبعض ۸6۲ , 67۷ ه| 8 ={ae‏ ۷۷ 
( لبعض N‏ €^ , [10> 2۳یرس {7e‏ =]01[( 
[لبعض ]1م , [0]+27Z‏ < ۱2 ,رم 2) - 
( لبعض ۲۲ 7 , 2 | رس 7€{ = 


۳۳۹ 











- )2 سم‎ | a - 0,23, + 6,29, ....+24,227,...١ )0=27( 
277 


[3] < 
(لاحظ أن [4]-[2]) 
(ب) (لبعض اعم , 31+272[ "74,13 (7e‏ = 31( 


= {7€ | -376 27Z , „€7 ولبعض‎ »© N لبعض‎ ( 


(...,6+,23 ,0 - و | و7 {ae‏ - 
۱ [3] = 
(ج) (لبعض nN‏ , 277+[219 ۱7یرس {7e‏ = 9 
( لبعض N‏ €„ ولبعض €7„ 27Z,‏ 0-97 بر /2 7€{ = 
.0,36 4 | رس 3) = 
[3] = 
مثال 15 : لتكن ۸ حلقة إبدالية . برهن على أن [0]/+/1/ ليس بها عناصر منعدمة 
. القوة (04624م1نت) غير الصفر . (انظر مثال ۱۲ فى ))٠١-١-١(‏ 
البر هان : ليكن ]0[ +0 = *([0]/. + (x‏ لبعض N"‏ 7 » أى أن x + [O]‏ منعدم 
القوة (وهو عنصر فى ]0[ (R/‏ . هذا يقتضى أن [0]/ +0 = [0]/ + "× وهذا 
يستلزم أن [0]/ © ”×. وبالتالى فانه يوجد ۷[ 7:2 بحيث إن [0] € ۳("د) أى أنه 
يوجد ۷ (٤‏ =)۸ بحيث إن [0] © “× وبالتالى فان [0] © ای أن العنصر 
الوحيد منعدم القوة فى [۰/]0/ هو [0]]ي. +0 . 


۳۳۷ 





مثال > 7 (حلقة الدوال المتصلة على 18) : 
C(R)| f(x)=0‏ ء )<< ,7 . ۷۲۰16 


مثالی أعظم . 
البرهان :0 الدالة الثابتة المعرفة كالآتى ٠ RE‏ متصلة متصلة وتحقق الشرط 0= ()0 ۰ 
ابر 
فهی عنصر فى ,7 ء أى أن ۶4۵ ,”. ولذا كان ,7 > و, فواضح أن ,7عع-7. 
كذلك إذا كان ,7 ع 7 ۰ (6)18 عع فان : 
(gf )(x) = g(x) f (x) = g(x)0 =0‏ 
أى أن : ,۸ ع رع ٠‏ وكذلك ,7 > چ/ . وبالتالى فان ,7 مثالى فى (@)€ . 
p:C(R) +R ۱‏ 
(0) 7 ج۲ [ 
م راسم غامر (شامل ۰ فوقی) : واضح لانه باخذ قيمة 18 7 ناخذ الدالة الثابتة 
#حثر د (0)18© (وهی متصلة بالطبع) فیکون 7< ()م . کذلك ص هومومورفیزم : 
f(x)+ g(x) - (+ (8),‏ = ((2 + )2 رع + ۰:90 (0)15) € و ,۷ 
f (x)g(x) = 00 (۵)8(‏ = (*)(ع) < (E8)‏ 


والآن نحسب نواة (6) : 


والآن نعرف الراسم : 


Ker(p) = {f € C(R):9(f)=0} 
={fe C(R): f(x) =0} 
=m, 


وبتطبيق نظرية الهومومورفيزم (۳-۳-۱) نحصل على : 


C(R C(R 


م غامر 
ولأن 8 حقل » (1)© حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة ”1“ فينتج من (۱۱-۳-۱) أن 
,7 مثالى أعظم فى (®&)€ : 
۳۳۸ 





062 1 


×6 چا عر 


الحل : لدینا 
6x + 72‏ ع p(x + 6Z)‏ : 2 ۷ 
والان 
)62 + بر + p(x + 6+ y+ 62) = Q(x‏ :۷7:۰ 
6y + 7‏ + ×6 = ,307 +( + »)6 = 
(62 + بر)م + (67 + x‏ )ص = ,307 + 6y‏ + ,307 +6 = 
p((x + 6Z)(y + 67(( = p(y + 6Z) = 6xy + 30Z‏ 
(مر)© )م = (302 + بر6+302()6) = ,307 + 36x‏ = 
بعض المراجع تعتبر أن © هومومورفيزم » وهذا هو الذى سرنا عليه من قبل . مراجع 
أخرى تنص على أنه إذا كان کج ۸:ص حيث ۰ 5 حلقتان ؛ لهما عنصرا وحدة ,1 › 
,1 فحتى يكون © هومومورفيزما يجب أن يحقق شرطا إضافيا وهو ,1= (6)1 . 
وإذا اعتمدنا هذا التعريف ففى حالة مثالنا الراهن 6 = (6)1) 
6 ليس هو عنصر الوحدة فى ررم7/4 بل عنصر الوحدة فى ر74 هو كذلك 1 ای 
1+7 ء فلا يكون © هومومورفيزما . 
ملحوظة : تركنا للقارئ التحقق من أن © معرف جيدا ! 


7 :0 
مثال ۱۸ : اختبر إذا ما كان الراسم : Az - oz‏ هومومورفیزما . 
52+17 جرر42 + در 


الحل_: نبرهن أولا على أن م معرف جيدا كالآتى : 
لیکن 47+ ر < ,42+ حيث 2 ,۲ . ينتج أن : يوجد ۸٤7‏ بحيث ان 
4 + برح × وهذا يقتضى أن : 


۳۳۹ 


| الباب الأول : 





p(x + 4Z) = 5 +107, = 5(y + 41( +107, 7‏ 
47+ 207 + ر5 - 
(47 + )م = ,107+ 5y‏ = 
أى أن م معرف جيدا . 
والان لجميع .2 © زد : 
7+ (بز + عد )5 = (47 + بر + p(x + 42, + y +42) = p(x‏ 
(47 + بر)م + )42 + 5x + 102 + 5y +107 = px‏ = 102+ برك + ری 
4Z) = 5xy +107, = 25xy + 7‏ + بود)م = ((42 + 4Z)(y‏ + x((م‏ 
(47 + بر)م(42 + (5x +10Z())5y +102) = px‏ = 
(لاحظ أن (25+102-5+102) 
لکننا نلاحظ أن ,107 +5 (47 +001 » عنصر الوحدة فى 7 هو 1+102 . 
المسألة الآن تتوقف على التعریف هل يكون شرطا ضروریا أن یتحقق: صورة عنصر 
الوحدة فى الحلقة ۸ هی عنصر لوحدة فى الحلقة 6 حتی یکون 5 ج :م 
هومومورفیزما أم لا . ونحن لم نشترط هذا الشرط. كما ذکرنا فى المثال السابق مباشرة . 
مثال ۱٩‏ : المطلوب تعيين جميع هومومورفيزمات الحلق من Z7‏ إلى 7 
الحل : سنوجد أولا جميع هومومورفيزمات الزمر من ر7 إلى ر74 . 
نحن نعلم أن الهومومورفیزم سیتحدد تماما إذا عرفنا صورة 1 (مولد الزمرة رر 74 
فإذا كان الهومومورفیزم هو مص ٠‏ وکان 27 (۵)1 فان 6 =(×)ص ومن نظرية 
لاجرانج (نظرية الزمر - (۳-۱۰-۱)) )0۳4 = ((074)60 يقسم (رج/) 00 
" آی یقسم 30 . ومن مثال51 من أمثلة منتوعة فى الباب الأول من نظرية الزمر 
Ord (a)‏ = ((074)60 یسم (074)1 أى بقسم 12. أى أن  072)8(‏ ((1)م)Ord‏ 


۳۳۰ 


تج ت ا یعاس اس ی کم یا اه ع اي ةع يس ا ات 


یقسم 12 ۰ 30 وبالتالی یکون (1,2,3,6) (070)2© ۰ وبالتالی یکون © هو : 0 أو 
5 أو 0 أو 0 أو 5 أو 25 . ونترك للقاری التحقق من آنها جمیعا تعطی 
هومومورفیزمات زمر. 
"والان نختبر آيا من هذه هومومورفیزمات الزمر سیکون هومومورفیزم حلق : فنلاحظ أنه 
فى ور74 يكون 11-1 وبالتالى فان : 

a= -(0)م‎ (LD = p(D.p(D) = aa 
E وس د‎ E E 
. فی 0 لکن 25 - 5.5 5 فى 7/0 أى أن 4-5 لايصلح‎ 
كذلك فإن : 400-60 = 2020 ± 20 أى أن 6-0 كذلك لايصلح‎ 
جمیعا تحقق 4.4 = ۰ ويترك للقارئ التحقق من أنها جميعا تعرف‎ 4 - 5 
. هومومورفيزمات حلق‎ 
اعتبر المتوالية 3 » ۰7 11 ۰ ۰15 ... هل من الممكن أن يكون أحد حدود‎ : ٠١ مثال‎ 
هذه المتوالية يساوى مجموع مربعين لعددين صحيحين ؟‎ 
أى عدد طبیعی أكبر من‎ 7© N الحل : الحد العام فى هذه المتوالية هو # 4 + 3 حيث‎ 
: أو يساوى الصفر. فإذا كان أحد الحدود مجموع مربعين لعددين صحيحين »ر مثلا فان‎ 

7 © ,۲ , برج xX?‏ = و4 +3 
وبالحساب فى 7/4 يكون 
7= = 2ج ر 3_2 
3=x + ۲, 7/7‏ 

وبالحساب المباشر نجد أنه لايوجد 7/4 © ”,× اللتان تحققان المعادلة . إذن لايمكن أن 
يكون أحد حدود المتوالية يساوى مجموع مربعى عددين صحيحين . 
مثال ۲۱ : برهن على أن المتوالية ۰2 ۰10 ۰18 26 » ... لاتحتوى على أى مكعب 


۳۳۱ 


۹ ا فى المتوالية هو EN‏ وزع طوس و من اد 
الصفر). بالحساب فى 2 أ الات مقن 8 گان سا عه فى نع اه 
مكعب : 

x? = 2)2008( (1)‏ 
واضح أن × لايمكن أن تكون فردية أى أن × لاتساوى 1 أو 3 أو 5 أو 7 . وبتجربة =× 
٠× =4 2‏ 6 + يتضح أن أيا منها لايحقق (1) . 
وهو المطلوب . 
مثال ٩۲‏ : فى 2 : ليكن [2] = 4 (المثالى المتولد من 2) » [8] = 8 . برهن على أن 
الزمرة 4 تکون متشاكلة (آیزومورفیة) مع و7 > لكن الحلقة و4 لاتكون 
أيزومورفية مع 7 
اليرهان : الزمرة ر27 هى [82,2+87,4+82,6+87) » وهی دائرية ومولدها 


7+ 2 (كذلك یصلح ,6+87 مولدا لها) وبالتالی فهی تتشاکل مع الزمرة 2 

(انظر نظرية تفصیل الزمر الداثرية (۸-۱۱-۱) فى نظرية الزمر). 

الحلقة 2⁄4 تتکون بالطبع كما سبق ۰ لکن لیس بها عنصر وحدة » بينما الحلقة 
ا 7 O SE‏ و 

2 لها عنصر الوحدة ,47 +1 ٠‏ وبالتالی فان a7 r‏ كحلقتين تكونان 

مثال_۲۳ : برهن على أن مجموع مربعات ثلائة أعداد صحيحة متتالية لایمکن أن یساوی 

مربعاً . 

اليرهان : لنفترض أن الاعداد الثلاثة المتتالية هی : 1-× ء ٠×‏ 1 + × حیث .2 ع :2 . 

إذا كان الادعاء صحیحا فانه يوجد N‏ عبر بحیث یکون : 


= (1+ )+ × + (1-عر) 
ر = 2+ ر3 جد 
۳۳۲ 





وبالحساب مقياس 3 نحصل على : (200003 2 ”بر . وواضح أنه لايوجد حل لهذه 
المعادلة ويكون الادعاء خاطئاً . 

مثال؛ ۲ : قابلية القسمة على 9 : 

برهن على أن العدد ” ذا التمثيل العشرى يهم,4..._ ,4,4 يكون قابلا للقسمة على 9 إذا 
كان وفقط إذا كان مه + ,ه +...+ ,4 + ره قابلة للقسمة على 9 . 


اليرهان : 


به “10+ بر 10 +... + به10+ n = a,‏ 


= a, +104, +...+ 10...10 +ريه‎ 10.10 a, 


م من المرات ٠‏ 2-1 من المرات 
بالات قن ان :9 ال غل .+ 


n=a+ta+t..+ لس‎ a+ سا‎ a, (mod 9) 


۲-1 ن 
ناقرات 2-1 من لمراث 
9 يقسم ]) a,‏ + ره +...+ [n -(a, +a,‏ ج 
أى أن « يقبل القسمة على 9 إذا كان وفقط إذا كان + ره +...+ ,4 + ره يقبل 
القسمة على 9 . 
ملحوظة : لاحظ أننا عند الحساب فى المقياس 9 (وكذلك عند الحساب فى أى مقياس) 
استخدمنا : 
xy = 7‏ ر + ×= بر + : 7 6 ,۷۲ 
وهذا متفق تماما مع تعريف عمليتى الجمع والضرب فى /7 حيث ۸ 7 ۰ حيث 
يعرف الجمع والضرب كالآتى : 
م90 + مر (x+tmZ)+(y+m2) = x+‏ :2 ك ۱۷ 

(x+mZ) + (y+ MZ) = xy + 2 

۳۳۳ 








أى أن بعر رج 


بود = برد 
مثال ۲۵ : قابلية القسمة على 11 : 
برهن على أن العدد # ذا التمثيل العشرى ره,4,_...4,» يكون قابلا للقسمة على 11 إذا 
كان وفقط إذا كان ,»“(1-) +... - ره + ,۵ - ره يقبل القسمة على 11 . 
البرهان : كما جاء فى مثال ۲۶ السابق مباشرة 
به *10+...+ ره "10+ به10+ n = a,‏ 


= a, +104, + (10)(10)a,+...+ 10.10 a, 


من المرات 
بالحساب فى مقياس 11 نحصل على : 
a, + ...+ )-1(“ a, (mod 11)‏ (1-) + به(1-) + a,‏ = 7۸ 
a, + ...+ )-1(“ a, (mod 11)‏ + به ¬ a,‏ = 
أى أن 11 يقسم [(,1(“4-) +... + (a, - a, + a,‏ - 7] 
أى أن ” يقبل القسمة على 11 إذا كان وفقط إذا كان 
,© “(1-) +... + ره + به - ره يقبل القسمة على 11 . 
مثال ۲۷ : قابلية القسمة على 4 : 
ليكن 7# عددا صحيحا له التمثيل العشرى : ,4,4... ,4,4 = ۸ 
برهن على أن ” يقبل القسمة على 4 إذا كان وفقط إذا كان وه ره يقبل القسمة على 4 
البرهان : يمكن التعبير عن + بالكيفية الآتية : 
يك *10+... + a,‏ 107+ يه 107+ م۵6 = n‏ 
ويلاحظ أن ”10 يقبل القسمة على 4 لجميع 2 < 7 . وبالتالى فإننا بالحساب مقياس 4 
نحصل علی: 
n = aa, (mod 4)‏ 


4 














أى أن 4 يقسم (ره,ه -7) » بعبارة أخرى ۸ يقبل القسمة على 4 إذا كان وفقط إذا كان 
مه ره يقبل القسمة على 4. 

مثال ۲۷ : لیکن 7 عددا صحيحا موجبا » وليكن ۸ عددا صحيحا موجبا ينتج من 7 
باعادة ترتيب 'مكونات" 7 ۰ فمثلا الرقم 72345 يعاد ترتيبه ليصبح 27453 . برهن على 
أن ۸ - ” يقبل القسمة على 9 . 

البرهان : ليكن العدد :7 هو ,24,©...,,©,» . من مثال ۲ 7 يقبل القسمة على 9 إذا كان 


وفقط إذا كان ,۵ + ,ره +... + ,»+ مه يقبل القسمة على 9 . ولكن إعادة ترتيب العدد 


” بأى شكل لايغير المجموع ,4 + ږه +...+ ,۾ + مه = 5 » ويكون مجموع '"مكونات" 

العدد م هو '3ىح ,8+ ...+ + وبالتالی فان مجموع مکونات" العدد ۸ - 7 سيكون 

مساويا للصفرء وهو يقبل القسمة على 9 . وبالتالى فان العدد 7-7 يقبل القسمة على9 . 

مثال ۲۸ : برهن على أنه فى أية حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة يكون كل مثالى أعظم 

فيها مثاليا أولياً 

البرهان : لتكن ۸ حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة » ليكن ۸ +7 مثاليا أعظم . هذا 
R 5 55‏ 0 س R‏ . > :1 

يستلزم أن ال حقل )١١-7-١(‏ حه ,الإ نطاق متكامل کے :” مثالى أولى فى ۸ 

)٩-۲-۱( 

مثال ۲۹ : لتكن ۸ حلقة إبدالية . ولیکن ۸ ۰ 8 مثاليين أعظمين » 8 < 4 . عندنذ فان 

4 » 8 متعاظمان معا. (انظر مثال۱ فى ))٩-۲-۱(‏ 

البرهان : ليكن + 8 +4 ۰ هذا يقتضى أن A4‏ = 8+ 4 (لأن 4 مثالى أعظم) وهذا 

يقتضى أن 4 ح 8 . ولكن 8 مثالى أعظم ۰ 7 ۸ فينتج أن 4 = 8 : تناقض . 

(تذكر أن مجموع مثاليين = مثاليا) . 

مثال ۳۰: لتكن 1۲ ,8,,....2 , ,8 ,4 مثاليات فى حلقة إبدالية ۸ . برهن على أنه 

إذا كان لكل ز » 

7 > > 1 : ,4,8 متعاظمان معا » فان ,8,8,...8 ,4 متعاظمان معا . 


۳۳۵ 





ع ا ا او و ا از و 9 


البرهان : سنبرهن اولا على أن : 4 ٠‏ 8 متعاظمان معا جه لو - رظام حيث 
P:R,‏ الإبيمورفيزم الطبيعى 
_R TT‏ بر(ك -B/ „(B+‏ 
A4‏ 8 متعاظمان معا جه Y=,‏ = لظ - (2)م 
B} =B/)‏ عطاك 4\be B,ae 4} = {b+‏ جه +م ع 4 (8F+‏ 
والآن : 
(,8)م...(,82)م(,8)م 2 = (بط...رظظ)م 
م هومومور فيزم 
—(R/ XR R/۱-R‏ 
(MIM. "=,‏ - 
BB, ...B,‏ ,4 متعاظمان معا ر 
مثال "١‏ : إذا كانت,4 ۰ ... 42٠‏ مثاليات متعاظمة معا مثنى مثنى فی حلقة إبدالية ۸ فان 
A N... 4,‏ = بك... كه 
البرهان : بالاستقراء الرياضى على 7 
2= ۸ : انظر مثال١‏ فى جبر المثاليات )٩-۲-۱(‏ (*) 
1+ 7ب ور : لتكن رل » دل » o...‏ ا دن 
بيك ۳۱ ا ديك ( رك... يك بك ) 


مثال ۳۰ السابق مباشرة أن .4 
سبك N‏ ,4 ...كا 4 = بيك 0 (بك ١‏ ...ص  )4‏ < 

فرض الاستقراء 

مثال ۳۲ : ليكن ۸ ۰ ى حلقتين إبداليتان لهما عنصرا الوحدة ,1 » ۰1 ص 


هومومورفيزم غامرا (إبيمورفيزم) من ۸ على 5 » 4 مثاليا فى 5 . 


۳۳۹ 


إذا كان 4 مثاليا أعظم فى 5 فبرهن على أن (4)' © مثالى أعظم فى ۸ وذلك بفرض 
أن ۲ ۶ (م) ام . 
اليرهان : نعتبر الهومومورفيزم 
2 جب 1 : م 
م + (*«)م x‏ 
y)+ A= P(x) + P(y)+ ۸4‏ + ع (بر + :)م :۰۷,61 
p(y)‏ + (:3)م p(x)+ A+ p(y)+ A=‏ = 
)4 + (0ز)4()6 + 0y) = p(ay)+ 4= p(x)p(y) + 4= (p(x)‏ 
(ز)م()م = 
إذن م هومومورفيزم 
كذلك م شامل (غامر » فوقی) لان © شامل 
نحسب نواة (6) 
Ker(p) = {xe 1| p(x)+ A= A}‏ 
(تذكر أن 4 هو الصفر فى الحلقة 57 
{xe R| p(x)e 4} = p "(4)‏ = 
والآن نطبق نظرية الهومومورفيزم (۳-۲-۱) : 


R -R 95 ۳‏ 
دنم 
3 ۰ 03 سس 4 ۳ ات اک ۳ R‏ ۳ 5 5 
4 مثالی أعظم فى 5 وإذن ب/ حقل ١(‏ ۰۱۱-۳ أى أن رس حقل وبالتالی 
فان (4)' © مثالى أعظم فى ۸ . 
مثال “" : لیکن ۸ قاسما ل ۰7۰ ۾ عنصرا متمائل القوة فى ,2 (أى أن ۾ = ”۾ كما 
جاء فى مثال ))١5-1-١( ٠١‏ . برهن على أن الراسم م جا× هومومورفيزم من 


۳۳۷ 





7 إلى 2 ٠‏ برهن كذلك على أن نفس التتاظر ليس بالضرورة رأسما مغرفا جيدا لزا 
ا 
البرهان : ليكن 17-7 حيث N‏ ع ۰ £0 2 . نعتبر : 
3Z,‏ ی 1 :0 


nL‏ + عزن جا knZ‏ + ور 
© معرف جیدا : لیکن 
+ بر = ,101 + ز 
برح 102 + :2 Ize‏ ج 
p(y + kn) = ay + nZ = a(x + knz) + nL‏ > 
ax + aknz + nZ = ax + nZ = p(x + knZ)‏ = 
والآن ندرس الحالة إذا کان # ليس قاسما ل م : 
ليكن 1= 4 › 4 دون 3دين 7 جعي 3دبر: 
رز ع ,42 +3 - ,42 + 7< 2 


0+7 ۶ 4+37 = ,33 + 7 - (,42 + 0)7 = )¥( ج 
(7)م = (47 +3)م = 3+37 - 


: والآن © هومومورفيزم (إذا كان © معرفا جيدا)‎ 
۷2, > ر2‎ : 0) + knZ + بر‎ + knZ) = p(x + y+ knZ) 
= a(x+ y)+nZ = ax + ay + nZ 
= ax + nZ + ay + nZ = p(x + knZ) + p(y + knZ) 


p((x + knZ)(y + knZ)) = p(xy + knZ) = axy + nZ = a” xy + 


= axay + nZ = (ax + nZ)(ay + NZ) = p(x + knZ)p(y + knZ) 
إبدالية‎ 2, 


۳۳۸ 


پس و ید و ی و و و سب و ار و ی اب وم هویج و ی هس یو ی هه و ا ا سوه یاس مه 


(القسم الثانی) نظریم الحلقات Ring Theory‏ : 


تمارين 
(۱)اکتب جدولی الجمع والضرب ل 274 . هل الحلقتان م27 ۰ ,7 تتشاکلان ؟ 
(ارشاد : ,2 تتشاکل مع 7/4 ۰ ولکنها لاتتشاكل مع م/22 لان 22,4 لیس لها 
عنصر وحدة . اکتب التفاصیل وانظر مثال ۲۲ فى (۲۰-۳-۱)) 
(۲) برهن على أن ۸۷ مثالی اعظم فى حلقة ۸ إذا كان وفقط إذا كان بر حلقة بسيطة » 
ای أن پ8 لاتحتوى على مثالى فعلى . 


4 


0 
(۳) لتكن ل R=‏ »> وليكن 7 مجموعة جزئية من ۸ يتكون من 
4 


3 
مثالی فى ۸ ۰ واوجد عدد عناصر 7 1 

ثالدات 3 ٤ Z‏ ,1 ۰ 7 
(4) اوجد جمیع المثاليات العظمی فى ,ویو ر * رب 


(5) برهن على أن المثالی [1+ 7×] مثالی أولى فى [2]2 ۰ لكنه لیس اعظم فى 
[2]1 (لاحظ أن المثالى نفسه أعظم فى [×]8 . مثاله فى (۲۰-۳-۱)) 


37/6 أنشئ جدول الضرب للحلقة‎ )١( 
- RIX] ا‎ 
حقل‎ a برهن على أن‎ )۷( 
برهن على أنه فى [ ]7 حلقة كثيرات الحدود ذات المعاملات الصحيحة يكون‎ )۸( 
. ليس مثاليا أعظم‎ 7 < )/ > 2Z] [| /)0( =0( 


(۱) 101 (ب) 141 (ج) 67 


۳۳۹ 





(۱۰) برهن على آن[2 + 2] =1 ليس مثاليا أوليا فى [2]1 . كم عدد عناصر /[2]4 ؟ 


(۱۱) فى [×]2 لیکن (2 27> (0)/ |[21 1:7 . برهن على أن 1 مشالى 


أولى فى [/2]2 . 
(۱۲) لتكن ۸ حلقة إبدالية » ولتكن 4 أية مجموعة جزئية من ۸ . برهن على أن مبيد 4 
(annihilator of 4)‏ 
A}‏ عه Ann(A) = {re R|ra=0‏ 
يكون مثاليا فی ۸ . 


(۱۳) اكتب جميع العناصر فى الحقل 51 وانشئ جدولى الجمع والضرب 
)١5(‏ لتكن ۸ حلقة إبدالية » ليس لها عنصر الوحدة . صف أصغر مثالى فى ۸ بحيث 
يحتوى على العنصر © . 

)١5(‏ إذا كان ۸ نطاق مثاليات أساسية » وكان 7 مثاليا فى ۸ فبرهن على أن كل مثالى 
فى 1/۶ سيكون مثالیا أساسيا . 

رحن على ان )ڑا ت .ع عد سر۲ 


© : ج ورس‎ Z0 
6جاع‎ 


20 ج ور : ۵ 


(۱۸) برهن على أن التناظر يحفظ عمليتى الجمع والضرب ولكنه لیس 


عدذ جاعر 
معرفا جيدا » وبالتالی فهو ليس راسما ولیس هومومورفيزما . 
)۱٩(‏ برهن على أن التناظر Pa‏ معر 


ف جيدا » ويحفظ عملية الجمع » لكنه 
×3 جر 


لايحفظ عملية الضرب 
(۲۰) طبق نظرية الهومومورفيزم على التمرين (۲۳) من تمارين الجزء (۲-۱) 


۳۶ 


P: 40 2 Z10 


(۲۱) هل الراسم هومومورفيزم حلق ؟ 


×2 جاعر 
(۲۲) عين جميع الهومومورفيزمات من ,2 إلى ,2 . 
(۲۳) عین جميع الهومومورفیزمات من ور إلى 2 . 
ر ج ,]1 
(۲۶) هل الراسم 3 جه 


6 جر بر 
(۲۰) برهن على أن الرقم 211 ,027 ,116 ,942 ,825 ,176 ,7 یقبل القسمة على 9 » 
لكنه لایقبل القسمة على 11 . 
(۲۲) برهن على أن الرقم 877 ,609 ,527 ,654 ,897 ,9 یقبل القسمة على 99 . 
(۲۷) بدون استخدام الورقة والقلم احسب : 
(mod 3) ۰2.105 + 219” (mod 3)‏ ”)1 + 10198) 
(۲۸) فى مثال ۲۳ من (۸-۲-۱) كانت '۸ نطاقاً متکاملا . اضرب مثالا لبیان أنه إذا 
كانت ۳ ليست نطاقاً متکامل فان التقریر (1)/ یکون عنصر الوحدة فى 7۳ ليس 
صحيحا بالضرورة . 


هومومورفیزم حلق ؟ 


موم جه وم : 0 


(ارشاد : اعتبر الهومومورفیزم . تذکر أن ,و2 لیس نطاقاً متکاملا لأنه 


6۲ جر 
ليس خاليا من القواسم الصفریة) 
)۲٩(‏ برهن على أن أى هومومورفیزم من حقل على حلقة تتكون من أكثر من عنصر 
واحد یکون تشاكلا (أى أن الابیمورفیزم یکون آیزومورفیزما) . 
۲۱۳-۲ تعریف : لتكن ۸1 » 722 حلقتین . یعرف حاصل الضرب المباشر للحلقتین ,۸ 
> 62 » ویرمز له بالرمز A,‏ © ,۸ کالاتی : 
R, OR, = ))۵,6(| a, € R,,a, € R,}‏ 
وتعرف العمليتان "+" › "." كما - هو متوقع - كما يلى : 
و( يط + وت (a, +D‏ = (روطورط) + (و6,۵) 
(a, , 2).) ( = (a,b, , a,b, )‏ 
۳:۱ 


ويترك للقارئ التحقق من أن حاصل الضرب المباشر للحلقتين 
R2 › 2, (The direct product of the two rings)‏ هو حلقة. 
لاحظ أن العنصر الصفرى سيكون (0,0) » ومعكوس العنصر (,4,,©) بالنسبة لعملية 
الجمع هو العنصر (ره-,,4-) 
۲۲-۳-۱ ملحوظة : نعرف {(0,a,)e FR, SR} < FR ={(q,0)e A ©R}‏ = ,كر 
نعرف كذلك الإسقاط (صمتامء‌ز:۳) ا 4 . ,م2 هومومورفيزم لأن : 
a, +b,)‏ بط+ ,4 ) بجر = (( يطو ط) + (يه ,4 )) بط : R, OR,‏ »© (یطمرط) و( و6 ,6۵) ۷ 
و( و8 وبط) رص + (ي6 ,,4) بم = (b,,0)‏ + (0یه) = (a, +b,,0)‏ = 
(1P)‏ رظل.( 2 , ب4) ,2 = (4,,0(.)8,,0) = (0, (ab,‏ = ( ريه , 42) بطر > ))2 8).(ي4,,4)) رمز 
رم راسم غامر( شامل » فوقى) : واضح . نحسب نواة (,م) : 
})0,0( > (به,,۵) ,2 | يال © ,8 > (يه,به)) = (رم )عا 
R, © R, | (a,,0) = )0,0([‏ > (يه,,ه)) = 
2 ( © 8 »ع (يه,0)! = 
ونطبق نظرية الهومومورفيزم )۳-۳-١(‏ فنحصل على : 
RF‏ = ال a, =F‏ 
رم غامر 
نستنتج كذلك أن ,۳ مثالى فى ,7 © ۸ (مثال ۱۸ فى (۸-۲-۱)) 
وبالمنل نعرف الإسقاط : 
اب OR,‏ :رم 
(0,۵) جا(یه,6) 


رم هومومورفیزم (کما سبق فى ,م) » غامر » Ker(),) = R',‏ 


۳: 





وبتطبيق نظرية الهومومورفيزم (كما سبق) ينتج أن : 
R © R OR ۱‏ 
R"‏ ج زرا 1 بل ۱ 
دم غامر 
كذلك فان ۱ مثالى فى ,2 © ۸ 
نلاحظ كذلك أن 2 = ۸ ۰ ر8 = ,' . ويمكن رؤية ذلك ببساطة کالاتی: نعرف : 
جح 11 : © 
,۾ ج )a,,0(‏ 
© واحد لواحد : 
(5,,0) = (4,,0) <= ,6ع به > (5,,0) ۵ = (0,,ه) م 
0 هومومورفيزم 
a, +b = © )©,,0( + 2)0,0(‏ - (0رط+ ,4) 9 > (۵,) + (4,,0)) 9 : R',‏ > (۷)۵,0(,),۵ 
a,b, = ©, )6,:0(۰۵, )5,:0(‏ = (0 ,رطبه) ۵ = ((a,,0).(b,,0))‏ 6 


© أيزومورفيزم ‏ ج 


بالمثل نعرف 3R,‏ ,"1 : ,0 5-3 أ م أو" فيز یکون =R‏ ۳4 
1 يه جم (يه,0) ویدیج اں بو ايرومورقيرم ویحوں در 
۲۲-۳۱ ملحوظة : 


(1) کل عنصر ۸ © 7 (مه,,۵) يمكن التعبير عنه فى صورة مجموع عنصرین 
آحدهما فى 70 والاخر فى ,7 وبطريقة وحيدة : 
(ي©,0) + (a,,0)‏ = (رهی6) 
(ب) حاصل ضرب عنصرین آحدهما فی 18 والاخر فى ,7 هو 61 ۸ (0,0) : 
)0,0( = (,۵,0,06) = (يه,4,0(.)0) : Va € R, Va,e R,‏ 


EY 





عامة فإننا يمكننا أن نعبر عن حاصل الضرب المباشر للحلقات 24 0 
۰ مر ونرمز لذلك بالرمز ,۸©...© ۸© ۸ . ونعرف كذلك المثاليات / › ,1 
> ...۰۰ ۳ فى حاصل الضرب ,۸ 69...69 ر۸ © ,۸ . ونحصل على التشاکلات 
(الایزومورفیزمات): ات ۳ =R, ۰۰.۰.۰ 8 =R,‏ 1۲ 
۲-۳-۱ تعریف : 
يقال لحلقة ‏ إنها حاصل الجمع المباشر لحلقتین جزئيتين 
(The direct sum of two subrings)‏ 
رک رک إذا كان : 
(۱) كل عنصر فى ۸ يعبر عنه بطريقة وحيدة كحاصل جمع عنصرين أحدهما فى ,۸ 
والآخر فى / 
(۲) إذا كان A‏ ع زرد بحيث إن : ×+ ,× =× » ریز + یز بز حیث A‏ 6 ,رود » 
ی > ول ,ید فان : 

وود + رد = ( ول + ,60( ود + (x,‏ = بر 

وسنکتب للتعبیر عن أن ۸ هی حاصل الجمع المباشر للحلقتین الجزئيتين 2 , ,۸ : 


R=R 6‏ 
۲-۲-۱ ملحوظه : 
إذا كان ر۸ © ۸ = ۸ فان Dp =R Dp =R,‏ 
p:R, OR, ¬4‏ 
ار تعرف اراس ۶ 
وز جم رن + رد 


الراسم © معرف جيدا لأن كل عنصر فى 6 7 يعبر عنه بطريقة وحيدة على 
الشكل × + ,× =× » حيث R, 2 x, € A‏ € ود 


© راسم غامر (شامل) : واضح 


5 






© هومومورفيزم لأن : 
R, OR, :‏ € ویر + Vx, + x,y,‏ 
O, +»),‏ + ( ید + 00006 = ,+ = (ولز + +x‏ رن + 6000 = )+ رنز) +( + KO‏ 
Y,)‏ + ,0010( ود + x, = P(X,‏ = ( ين[ يعد + P(x,‏ = (( يبز + ,ن[)( كد + P((x,‏ 
وبتطبيق نظرية الهومومورفيزم (۲-۳-۱) نحصل على : 


۱ - ( © )م ری ROR‏ 


Ker(p) = {x +x | x +x > با‎ © ۵ P(x, + رز‎ ( = x, =0} 
= {x +0 ل‎ OR} 


ل > |x, € R}‏ د) = 
أى أن ۸ مثالی فى ی © 1 » 
R ®‏ 
را 1 
وبالمثل نعرف الراسم ش 
ب OR‏ 1 : برا 
,× جا رد + ,× 


۷ معرف جيدا (كما سبق ص) » ۷ غامر » هومومورفيزم » ونصل إلى : 


R, ® 


حيث ۸ مثالى فی ,7 © ۸ . 


: نظرية‎ ۲١-۳-١ 
الشروط الآتية ضرورية وكافية حتى تكون الحلقة ۸ حاصل جمع مباشر لحلقتين جزئيتين‎ 
فيها:‎ R2 ركلء‎ 


to 





R2 » 8 (۱)‏ مثاليان فى A‏ 
(۲) العنصر 0 هو العنصر الوحید المشترك بين ,۰7 د۸ 
R=R+R, )۳(‏ 


(۶) (0) < یلی (RR, = {x,x, |x, € Rx, € R})‏ 
البرهان : الشروط ضرورية : من المناقشة السابقة يتضح )١(‏ . 
إذا كان ,© ,7 عه فإننا يمكننا أن نکتب م + 0 - م = 0 + 4 ومن وحدانية التمثيل 
يتضح أن 0 = ۾ ۰ ونحصل على (۲) . الشرط (۳) واضح . بالنسبة للشرط (4) : ليكن 
ل © 2 » x, > R‏ . لدينا : 
xX, = ) + 0()0 + x)= 20+ 0x, 2 0+0 <0‏ 

الشروط كافية : (۳) تعنی أن كل عنصر فى ۸ یمکن أن یکتب على صورة حاصل جمع 
عنصرین آحدهما فى 71 ۰ والاخر فى د۸ . نحن نبرهن على أن هذا التمثیل وحید 
كالآتى : 
لیکن 6۸× ۰ ررر + رز ×+ دعر حیث 6 زرد » © ,زود هذا يستلزم أن : 
× رر = رز × . لکن ,7 € ,ر - داء و © ,× - ررر (لأن ۸1 » 82 حلقتان جزئیتان 
فى ۸) . ولكن من (۲) العنصر 0 هو العنصر الوحيد المشترك بين ,۸ ۰ د۸ › وبالتالى 
يكون : ,بزح × =0 = ر×- يبز أى أن ریز < ,× ۰ ,برح × » ويكون التمثيل وحيدا . 
والان لیکن / رد بحيث إن د+ × =× ۰ ریز + ر=ر › حیث A‏ > ,نزو » 
A,‏ © رن ,رد . لدينا : 

وود XY + XY; + XY,‏ = ( ول ,نز( ود + (x‏ = بود 

رل + زرد = زود + 0 + 0 + زود = 
4( 

نهاية البرهان . 
۲۷۳-۱ أمثلة محلولة : 
مثال ۱ : لتكن ,60 ,7,60 {(a,b,c)e R|a+b=c} < R=‏ = 9 


۳ 


حب سسصتحصية ب 0 
برهن أو انف : ؟ حلقة جزئية من ۸ 

الحل : 5 (0,1,1(,)1,1,2) بينما 5 ©(0,1,2)- (0,1,1(.01,1,2) وبالتالی فان ک ليس 
حلقة جزئية من . 

مثال ۲ : برهن أو انف : عنصر الوحدة فى حلقة جزئية يجب أن يكون هو عنصر 
الوحدة فى الحلقة 

الحل : عنصر الوحدة فى الحلقة 2 © 2 هو (1 ,1) » بينما عنصر الوحدة فى (2©10 » 
وهی حلقة جزئية من 787 هو (1,.0) لايساوى (1 ,1) . إذن التقرير خاطئ . 
مثال ۳ : عين الوحدات فى كل من : 


)أ( Z‏ (ب) 2©2 
(ج) .2 )د( © 
(ه) 2 © © 69 .1 (و )»1۲ 
الحل : 
) | ( 1- ,1 (ب) (1- ,1( ,)1 ,1-( و(1- ,1( ,)1 ,1( 
(ج) 1,2,3,4 )د( © عوع0 :۷ 
(ه) qe 0١10(‏ (1-,1,4-) ,(0,1 ,1-) ,(1-,1,4) ,(1,4,1) 
(د) 1,3 
" مثال 4 : لتكن ۸ ء 5 حلقتين . برهن على أن : 
4R‏ 5 © ع[ :م 
(1) الراسم رورم هومومورفيزم حلق 
5 #ج :م 
(ب) الراسم 00 مونومورفيزم حلق 


(ج) 5 = R®S‏ 
اليرهان : ( أ ) لجميع 5 © ۸ > (9(,)6,0,ه) 


۳:۷ 





p((a,b) + (c,d)) = جه < (2 + ای + هام‎ 6 < p(a,b) + (c,d) 
۵))8,۲(.)6,1( = p(ac,bd) = ac = p(a,b)p(c,d) 
a,ط (ب) لجميع ۸ ع‎ 


+b) = (a + b,0) = (a, 0) + (b,0) = p(a) + ۵)0(‏ هام 
p(ab) = (ab,0) = (a,0).(b,0) = p(a).p(b)‏ 
© واحد لواحد < << ه ج (5,0) = (0,۾) ج (0)8 = (ه)ام 


© هومومورفیزم ۱ 


(ج) نعرف الر اسم 
© ى ب و © )1 :م 
(6,7) جم (ى,م) 
لجميع 35 © ۸ €( رك ,)و( ركى) : 
)+ ورك + رک) = (رک + رکر و + 20 = ((وکرو) + رك )0 
( يك 00 +(کر00 = ) (S9) + (S2,‏ = 
(S11). (S257)‏ = ( وروی ک) = (وکر ۵0,5 = ( کر )۰( ,0605 
( يك و )050.0 = 
أى أن ص هومومور فيزم 
والآن نعرف الراسم العكسى 
5 27 ب ۲ 6 5 : را 
(r,s)‏ جم (#رى) 
Wop:R OS 4R OS‏ 
(r,s) (r,s)‏ 
pow:S OR 4S OR‏ 


(s,r)3 (s,F) 


(1) 


(2) 


(1) تعنى أن ووم[ - م مرا أى راسم الوحدة على 5 ©۸ 


۳:۸ 





(2) تعنى أن 1= 20۷۷ أى راسم الوحدة على ۸ © 5 
من (1) ص راسم واحد لواحد » ۷ راسم شامل. (غامر » فوقى) 


من (7) ۷ راسم واحد لواحد » © راسم شامل (غامر › فوقى) 
إذن © (وكذلك ۷۶) تناظر أحادى وبالتالى © أيزومورفيزم . 


تمارين 
(۱) اوجد جميع الهومومورفيزمات 2 ج- ,2 ©,2: 6 
(إرشاد : يتعين الهومومورفيزم - كما نعلم - من معرفة قيمته عند المولدات ٠»‏ هنا عند 
(0 ,1) » (1 ,0). لاحظ أن © المعرف كالآتى : 
 6)0,1-1‏ , 1-(00,0 
لن يكون هومومورفيزما » لأنه بفرض أن ص هومومور فيزم : 
p1,0) + 0)0,1( - 1+1 2,‏ = ((0,1) + (0))1,0 = (0,1)م 
p(1,1) = 6)0:1(.)1,1(( = 00,1(0)1,1( = )1()1( <1‏ 
ی 
(۲) عين جميع الهومومورفیزمات 2 ©,2 ب ,2 ©,2: 0 
(إرشاد : كما سبق يتعين الهومومورفيزم هنا بمعرفة قيمته عند (0 ,1) » (1 ,0) . 
هناك تسعة هومومورفیزمات !) 
(۳) عين حلقة جزئية من الحلقة ,767 بحیث لاتکون هذه الحلقة الجزئية مثالیا فى 
LOZ‏ 
)٤(‏ عين جميع المثاليات فى 2 © ,7 
)٥(‏ ليكن ,2 » 22 نطاقين متكاملين . برهن أو انف : 
,2 © 72 نطاق متكامل . 
(5) اوجد مثاليا أعظم فى 7097 مثاليا أوليا فى ,7087 + لكنه ليس أعظم » مثاليا ‏ 
فعليا غير أولى فى 2 © ,7 . 


۲۹ 


0 00 المعطاة ای مثالى على الشكل 797 خت و غد ازل سيكو 
أعظم . بالمثل 2692م حيث م ۰ ي عددان أوليان . أى مثالى على الشكل 
(0) © 2م حيث م عدد أولى سيكون مثاليا أوليا » لكنه ليس أعظم .كذلك المثالى 
(0) © .7 أولى لكنه ليس أعظم. أى مثالى على الشكل (0) ©,72 حيث ٭ ليس عددا 
أوليا هو مثالى فعلى غير أولى . اكتب التفاصيل) 

(۷) لتكن ,7© ,2-2 . اوجد جميع المثاليات العظمى فى ۸ . ومع كل مثالى أعظم 7 
اوجد عدد عناصر الحقل Br‏ 

(۸) عين القواسم الصفرية فى 2 © © © ,7 

(9) اوجد جميع الوحدات ۰ القواسم الصفرية ۰ العناصر المتماثلة القوة » والعناصر 
منعدمة القوة فى م2 © ,2 . ش 
(۱۰) برهن على أن العناصر غير الصفرية فى [],7 تكون زمرة إبدالية ذات ثمانية 
عناصر . هل هذه الزمرة تتشاكل مع ,2 ؟ ,2 © ,2 ؟ ,92 ,92 ,2 ؟ 

(۱۱) فى 7607 لیکن (2 46 |(6,0)) < 7 . برهن على أن 7 مثالى أولى لكنه ليس 
مثاليا أعظم . 

(۱۲) هل يمكن لحلقة ذات عنصر الوحدة أن تحتوى فى نفس الوقت على حلقتين جزتيتين 
تتشاكلان مع ,2 ٠‏ ,2 حيث 777 ؟ وهل يمكن لحلقة ذات عنصر الوحدة أن 
تحتوى فى نفس الوقت على حلقتين جزئيتين تتشاكلان مع الحلقين ,2 » ,2 حيث م » 
© عددان أوليان مختلفان . 

(إرشاد : تذكر ,2 © 227 ) 


O. 
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حلقات كثيرات الحرود 8105 Polynomial‏ | 


۲ حلقات كشرات الهدود Polynomial Rings‏ 
فى هذا الباب سنجعل كل حلقاتنا لها عنصر الوحدة » وهی إبدالية » وسيرسم أى 
هومومورفيزم حلق عنصر الوحدة فى الحلقة النطاق إلى عنصر الوحدة فى الحلقة النطاق 
المصاحب (الخلقة الهدف) 
لتكن وه ۰ ره ۰ ۰۰.۰ بره عناصر حلقة ۸ ۰ نسمی التعبیر الشکلی : 

J = a, + aX + ...+a,XK" 
كثيرة حدود. تسمى العناصر وه » 1 ۰ ...۰ ,ره معاملات 7 › × "غير محدد" حيث‎ 
. يمكن التعويض عن ۲ بأى شىء له معنى‎ 
إنشاء حلقات كثيرات الحدود‎ ۱-۲ 
: تعريف‎ ۱-۱-۲ 
لتكن ۸ حلقة . الثلاثى (16]2[,2۲,۶) المكون من حلقة ]1 ۰ عنصر 'متميز.‎ 
هومومورفیزم [×]۸ ج 2 :1 یسمی حلقة کثيرة حدود على ۸ فى غير‎ » × > 71] ۲[ 
المحدد 7 عندما تتحقق الخاصة الكونية (العالمیذ) (اعویبنص) : لكل حلقة 5 » ولکل‎ 
عع ۰ 6 هومومورفیزم کج :۵ ۰ یوجد بالضیط هومومورفیزم واحد‎ 5 
)c٥om u) a1ve( بحیث یکون ع ()49 ۰ ویکون الشکل الاتی ابدالیاً‎ © : R]×[+ 6 


ش. و 
9 4 
۳۲ 
3 5 


۲-۱-۲ نظرية : 
المسألة الكونية (العالمیة) فى (۱-۱-۲) لها حل : )A]X[,×,1(‏ . 


oY 


ا م 0ش 


1 راسم أحادى (واحد لواحد) بحيث يمكن اعتبار ۸ حلقة جزئية من [*]۸ ۰ ولكل 
إ0{ ا[ R]‏ ع/ر توجد عناصر محددة تماما A‏ € ,©,..., ,© ,ر » بحيث إن 0 2 ,© » 
f =a, + aX +...+a,X" ۰ 6‏ . | 
البرهان : لتكن [×]۸ حلقة جميع المتواليات (....ي»,,©.,©) من عناصر فى ۸ حيث 
0= ,4 لمعظم ]1 K>‏ . الجمع والضرب فى [8]06 يتمان بالطريقة الآتية : 
+b, ,...),‏ ي4 وب + ب وو + (a,‏ = (... و يو رط وو8) + (... و4 وم (dy,‏ 
C2...)‏ و6 ووت) = P,P...)‏ وو/).(... وي ,09%( 


د کچ 
حيبت برطيه < ۰C,‏ 


۳ 
ویمکن التحقق أنه بهذا تکون [×]۸ حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة (... ,0 ,0 ,1) . 
21 ب ر :1 
(...,6,0,0) باه 
(b,0,0,...,0) = 1(a) + 1(b)‏ + (0,... ,0,0 ,0) = (0,... ,0 ,0 ,8+ ۵) ع (8 +16 :0 ,۷۵ 
1(2).1(b)‏ = (0,... .0 ,0 رط).(0,... ,0 ,0 ,©) = (0,... ,0 ,0 رطه) = 1(ab)‏ 
6- » ج (8,0,0,....0) = (0,0,...,0,») ج (1)0 = (۾)1 
ولان 1 مونومورفيزم فيمكن أن نوحد (1162157) بين ۸ ۰ صورتها فى [×]۸ . 
وليكن العنصر غير المحدد × (46عصتصهاع10) هو (... ,0 ,0 ,1 ,0) = : 2 ومن تعريف 
الضرب فى [+]۸ نحصل على : 
لا عع X* = )0,0,...,0,1,0,...( ٠.‏ 
1 
الموقع رقم ۸ (البداية فى الموقع رقم 0) 


الر اسم مونومورفیزم لان : 


وبهذا یکون : 
ره ...+ a, + aX‏ = (... و0 وي و... و4 وه) = R(X]: f‏ ع Vf‏ 
وواضح أن هذا التمثيل وحيد عندما ۶0 ¢ #0 a,‏ 3 


YoY 


E 0 a‏ 8 0 ۱ ۳ ۱ ب 
ليكن 3 ج 0:1 <« J =a + aX +...+a,X" ۰ x6 S‏ 
لأن الشكل إبدالى فيجب أن يكون (4)م = (2) لكل ۸ عه ۰ كما أنه بالفرض يجب 
أن يكون ×= (6) . كما أن © يجب أن تكون هومومورفیزما وبالتالى فان : 
aX +...+ aX")‏ +6 = (/ر)ة 
h(a,)+ h(a )%(X) + ...+ h(a, D(X")‏ - 
h(a,)+ D(a (D(X) + ...+ D(a, P(X)"‏ = 
رگ p(a,) + P(a,)x + ...+ p(a,)x"‏ = 
وهذا یعنی أنه یوجد على الاکثر مثل هذا الهومومورفیزم © . 
ونثبت الان أنه یوجد بالفعل مثل هذا الهومومورفیزم » بأن نعرف ‏ كما فى (*) ونثبت 
آنها بالفعل هومومورفیزم کالاتی : 
RIX]:‏ ع کر < ...+ 0+ ,8 د Vf =a, + aX +...+a,X",g‏ 
D(a, +b, + ) + + ..+ (a, +b, JX" +...+b,X”)‏ < رع + 0 
(بدون فقد للعمومية (/2652115عع )without any 1055 of‏ افترضنا أن ۸ < 72) 


"دز 6)م ...+ د( p(a, +b,‏ +... +( + به)م + +b,)‏ 524 


- (۲ B,J + (a) + PB ))x +...+ (a, ) +B, ))x" +... b,x” 
هومومورفیزم‎ © 
= (a, ) + (a, (< +...+ (a, )x" + (رط)0)‎ + P(b,)x + ...+ (b,x +...+ Pb, Jx" 
=%(/)+®(8) 

%(/fg) = D(a, + a,X + ...+ وق( ره‎ + bX +...+b,X" + ..b,X”)) 
= %(a,b, + (a,b, + a,b) )X + ...+ a,b, XX”) 


p(a,b, ) + (a,b, + ab, )x + ...+ p(a,b, (3677 


Tot 





= 2 0)0(0)5,(+ P(a,)p(b,)x + (a, )p(D,)x + ...+ (a, )x" (by, (3:7 
هومومورفيزم‎ 0 
= (p(a,) + )م +... + <<( ,)م‎ (۲ )(p(b,) + 0), رط)ب +... + عد(‎ (<” ( 
<(9)( 

كذلك بالتعريف (1)م = (1) . وبالتالی فان ® هومومورفیزم . 

۳-۱-۲ نظرية : 

الحل المعطی فى النظرية (۲-۱-۲) وحيد بدون حساب الأیزومورفیزمات 

(a part from isomorphism) 

البرهان : 

(R[Y],Y, x) » (R[X],X,1) ليكن لدينا الحلان‎ 





5 18[] وا :سے و 
هد ' 
۷ 
ع1 | Y3‏ ۱۷8 
E‏ 
و( DJF X3‏ 
ورد 
۷ 
دبك [YF‏ 


فى 'شبه المثلث" (1) : [۸]7 هى الحلقة 5 » 7 هى العنصر ۰ × هى ۵ ۰ ]7 هو 
حل المسألة . إذن يوجد بالضبط هومومورفيزم وحيد © بحيث يجعل "شبه المثلث" (1) 
إبداليا » ویرسم × فى ۲ » وینتج أن : ۱ 

001 - (1) 


2 oo 








وفى 'شبه المثلث" (2) : [0]/ هی الحلقة 5 » × هی العنصر × »› 1 هى 6 ۰ [۸]۲ هی 
حل المسألة » فيوجد بالضبط هومومورفيزم وحيد ۷ يجعل 'شبه المثلث" (2) إبداليا » 
ويرسم ۲ فى × وينتج أن 

WoK =1 (2)‏ 
وفى 'شبه المثلث" (3) : مرة أخرى [۸]۲ هی الحلقة ى » × هى العنصر× » × هی ۰ 
[×]۸ هو حل للمسالة» فيوجد بالضبط هومومورفيزم وحيد » هو نفس © السابق 
بالضرورة » يجعل 'شبه المثلث" (3) إبداليا » ويرسم × فى ۲ » وينتج أن 


001 - (3) 

من (1) » (2) ۰ (3) ينتج أن 
)4( 2-71 1 
K = PoWoK (5)‏ 


(4) تعنى أن شبه المثلث" المكون من شبهى المثلثين (1) ۰ (2) إبدالى . ولكن راسم 
الوحدة 1 وهو هومومورفيزم حلق يجعل نفس شبه المثلث ابدالیاء(ویرسم × فى /2) » 


ومن حيث إن © ۰ ۷ وحيدان فلابد أن يكون ۷/04۲ وحيد؟ » وبالتالى يكون 


)6( ما - Wo®‏ 
وبالمثل يثبت أن : 
)7( رما DoW‏ 


من (6) : © راسم واحد لواحد (أحادى) ¢ /۷ راسم غامر (شامل » فوقى) 

من(7) : © راسم غامر (شامل » فوقى) » ۷ راسم واحد لواحد (أحادى) 

وكل من ص ۰ ۷ هومومورفيزم . إذن كلاهما أيزومورفيزم (تشاكل) » وكل منهما 
معكوس الآخر . ويكون الحل وحيدأ بدون حساب الأيزومورفيزمات (التشاكلات) 


ملحوظة : للاختصار كتبنا [1/]/ هی حل المسألة ولم نكتب (۸]×[,×,1) » وهكذا ... 


۳۰۹ 






: تعریف‎ ٩-۱-۲ 
» لتکن ۸ حلقة ابدالية ذات عنصر الوحدة‎ 


R[X]‏ ۰ ,۵ رج در 


لت 
تعرف درجة ) (7) 468) بانها : 
N:a, #0, f #0‏ 1027 
مدير , مقت 
فى حالة 70 7 يسمى ,ى المعامل المرشد_ (Tbe leading coefficient)‏ 
وإذا كانت 0 ± 7 فإنها تسمى 'مطيعة" (2011311260) إذا كان معاملها المرشد هو ”1“ 


ا -: ([)068 


عنصر الوحدة فى الحلقة . 

۵-۱-۲ ملحوظة : 

لتکن ۸ حلقة ابدالية » ذات عنصر الوحدة 1 : 

۷, و‎ > R[X]:deg(/g) > (ر)وعك‎ + deg(g) (1) 

(۲) لیکن [2]2 > 07,2 . المعاملان المرشدان ل “رء ۽ کلاهما ليس قاسما 
صفریا ل ۸ . عندئذ فان : ۰ ۰ (068)8 deg(f)+‏ = (068)78 

(۳) نطاق متکامل ۸ ج نطاق متکامل [×]۸ 

)R]X [( = FR” )۶(‏ ج نطاق متکامل ۸ 

البرهان : )١( › )١(‏ : ليكن A]×[‏ © ع, ۶ . إذا كانت 0 ٣=‏ أو 0= ع فان 0 - و 
وتتحقق المتباينة )١(‏ . 

وإذا كانت ۶0 كر ۰ 720 ع فإنه يوجد ۸ € ,2,....,2وو2و,©,..., © .© بحيث إن 


رماغ 0+ bX < ۶ a,X' <a,‏ =£ ونحصل على : ,0 ,<< و 
i=1‏ 1= 


i=1 





۱ م ی سح تا مه جع سس سا دی م يه 
| الباب الثاني : حلقات كثيرات الحدود Polynomial Rings‏ 


a, # 0‏ = ربب فإن + م .deg(/g)=‏ 
(۳) ۸ » [×]۸ كلتاهما حلقة إبدالية » لهما عنصر الوحدة 1 0 . فينتج من )١(‏ + (۲) 
مباشرة أنه إذا كانت إحداهما نطاقاً متکاملا كانت الأخرى كذلك . 
)٤(‏ واضح أن كل عنصر وحدة فى ۸ سيكون كذلك عنصر وحدة فى 1 ۰ أى أن 
'([7]1) ح *7 . للبرهنة على أن ۸ > )A]X[('‏ : 
لتکن ([×]۸) © ۶ . عندئذ فإنه توجد [10]26 © ۽ بحيث يكون 1 = ©/ » وبحيث إن 
deg(f)+ deg(g) = deg(/g) = deg(1) =0‏ . 
ومن ثم فان 0= (068)8 = (168)7 . وبالتالی فان ۸ © ع,كر . ولان 1= جر فان 
feR‏ 1 
1-۱-۲ نظرية : خوارزمية القسمة ( القسمة مع الباقى) 
(Division Algorithm - Division with Remainder)‏ 
لتكن ۸ حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة 17“ ولتكن ۶0 ,7 كثيرتى حدود فى [¥]۸. 
لتكن deg(g) « m = deg(/)‏ << <« (1-+74- ,108110 << 1 . 
(ذا کان 2 هو المعامل المرشد لت ع فانه توجد کثیرتا حدود[ع6/ ,و بحیث یکون : 

b'  وو‎ +r,deg(r) > deg(g) 
. إذا لم تكن 5 قاسما صفريا ل ۸ فإن ب ۰ 7 کلتیهما تكون وحيدة‎ 
وإذا كانت 5 وحدة فى ۸ فإنه يوجد بالضبط ي وحيدة » 7 وحيدة كلتاهما فى []۸ بحيث‎ 
: يكون‎ 

J - وو‎ +r,deg(r) > deg(q) 

البرهان : )١(‏ نبرهن بالاستقراء الرياضى على 7 على أنه يوجد ۾ » 7 عنصران فى 
0 بحيث j!‏ + هوه - 9 ۰ deg(g)‏ > (1620 
إذا كانت 7 > :7 فإن + 08ح 7 ء ونصل إلى المطلوب مباشرة ! 


۳۵۸ 





لیکن 7< +7 ولنفترض أن الادعاء صحيح لجميع كثيرات الحدود [ ]7 © / بحيث 
إن 1- sm‏ ( 0620 . 
لتكن ع كثيرة حدود من درجة » ۶ هو المعامل المرشد فى ع » ۾ هو المعامل المرشد 
فى /ر . عندئذ فان 71-1 > (8” "له - 16807 » ومن فرض الاستقراء توجد كثيرتا 
حدود R]×[‏ ع',,'ن بحيث يكون 0680۳5۳7-1 › 
ج 'م +ع و -ax""g)=‏ )9۳۳۳۲ < ۱[ 
m-n+1‏ = رطع ام + q)g‏ + ۲۳ ۳وو) 
(۲) إذا لم تكن قاسما صفریا ل ۸ ۰ وكانت ۰ اه ۰ ۰۳ ۲۲ كثيرات حدود فى 
RIX]‏ بحیث إن : qg+r=b' f =q'g+r' ۰ 46۵ <deg(g) ۰ deg(r) > deg(g)‏ 
فان . =r'—r,deg(r'—r) > deg(g)‏ و( -و) 
ولان المعامل المرشد ل چ ليس قاسما صفریا ل ۸ نحصل على : 
deg(r'—r) = 068) - (+ deg(g)‏ 
=r‏ ماوع وج 
(؟) إذا كان 6 وحدة فى ۸ فانه یوجد ۸ 66 بحیث إن 1=(ء . وبضرب المتساوية 
gg +‏ = "0 فى “© نحصل على : 
+(e”)‏ ول ) = £ 
تسمى الحلقات التى يمكن فيها القسمة مع الباقى حلقات إقليدية . 
۷-۱-۲ تعريف : 
يقال للزوج (4 ,۸) المكون من نطاق متكامل ۸ » وراسم !]1 ج (0) 4:۱ إنه نطاق 
إقليدى (002212 صدء10110) إذا كان لكل عنصرين (0) ۸۱ ع ۵,0 يوجد عنصران 
۲ 9,7 بحيث يكون : 
a=bq+r (Î)‏ 
d)(> d)0( )+(‏ أو ۲-0 


۳0۹ 





d:Z\{0 +N 


| #إجرم 


(۱) (2,4) حيث نطاق إقليدى لأن : ,2 نطاق متكامل » الشرطان 


(۰)1 (ب) فى (۷-۱-۲) متحققان . ولكن العنصرين ” ,و ليسا وحيدين ۰ فمثلا 
(1-) + 32 2 5 , 1+ 2.2 < 5 


(۲) ليكن × حقلا » وليكن ۷« )4:۸1۳1 . عندئذ فان الزوج 220,0) یکون 
deg(/)‏ جار 


نطاقا اقلیدیا (من (۲--۳(9-۱))[ ]6 نطاق متکامل» من  )۰-۱-۲(‏ لأن 60 ) 
(۳) (2 ع 27,7 € 7+7 -: [2]1 نطاق متکامل . واضح أن ۵ ۶ [:]7 ۰ 
Z[i]:a—-c+i(b—d)e Zi],‏ ع 10 + 0,0 +۷۵ 
ac— bd +i(ad + bc)e Z[i]‏ 
ای أن [2]7 حلقة جزئية من ) . كذلك [7]1 إبدالية » ولها عنصر الوحدة 10 + 1 وهو 
لایساوی 0+10 . كذلك [2]7 خالية من القؤاسم الصفرية لأن € خالية من القواسم 
الصفرية (© حقل !) 
تبقی لكن تثبت آن 211 طاق اقلیدی أن نوجد الراسم ۵ بسرت بق الشرطین (1)» 
(ب) فى (۷-۱-۲). لهذا نعرف 7 کالاتی : 
+N‏ (2]:[۱۲0: 0 
m? + n‏ جم m+in‏ 
وإذا كان O‏ هو امتداد 2 (100ومء)»ه) فاننا نلاحظ أن : 
+b‏ و جوز + a‏ 
C:d'(zw) = d'(z)d '(w)‏ ع ۷2,۱۷ 
لأن : ليكن 40+18 < ۰2 w=c+id‏ 
+i(ad + bd))‏ ۱۵6-0 ك2 = d'(zw) = d'((a+ib)(c +id))‏ 
(ac—bd)* + (ad + be)?‏ = 


۳۹۰ 


= (a + 93 *ع)(‎ + 02( = 9'2(4 '(w) 


والان إذا كان (2]۶[۱]0 2,۶ فانه یوجد 1 ع ,۵ بحیث إن مت . والآن 
۷ 
1 1 
نختار م1 © 11,11 بحيث يعون RE, 2 E,‏ > فنحصل على 


4 + 0( = (am)? + (bn) > + 


0 
ا 


d(z-(m+in)w) = d(w)d -(m+in)) > d(w) 


ومن حيث إن : 
w(m + in) + (z ¬ + in )w)‏ = 2 
با > 
يكون م د أ ) » (ب) . نهاية البرهان . 
٩-۱-۲‏ نظرية 
إذا كان (4 ,۸) نطاقا أقليديا » فان ۸ نطاق مثاليات أساسية 
البرهان : واضح أن المثالى (0) مثالى أساسى قى ‏ . والآن لیکن ۸ ح 4 مثاليا بحيث 
إن (0) ۸4 . مجموعة جميع العناصر N‏ 7 بحيث إنه يوجد (۸4۸۱)0 عم ۰ 
#-(2)6 ليست خالية . ليكن ۶ أصغر عنصر فى هذه المجموعة » وليكن 
4١+0(‏ عه بحيث ان ۸= (©)4 . واضح أن 4 [4] (المثالى المتولد من ©) . 
كذلك فان 401 ۰ لان : لكل 4 عط ۰ [56]0 يوجد ۸ 2,۳۶ بحيث إن : 
b=ga+r‏ » 0-م و d)(>d)0=‏ › وهذا بستلزم أن />)4,0 r=b-qae‏ 
وهذا تناقض مع تعريف 2 ومن ثم فان 0 -م » أى أن مو=( وينتج [©] 4 . 
وبالتالى فان [6]< 4 . 
نهاية البرهان . 


۳۹۱ 








۰-۱-۲ ۱ يه : 
لتکن ۸ حلقة التقریرات الاتية متكافئة : 
(۱) ۸ حقل 
(۲) حلقة کثیرات الحدود [×]۸ مع الراسم : 
+N‏ (۱)0[ 702 : 4 
([0680 جار 
هی نطاق إقليدى 
(۳) [×]۸ نطاق مثالیات أساسية . 
البرهان : (۱) > (۲)" : مثال۲ فى (۸-۱-۲) 
۲(۳) ج (")" : النظرية )٩-۱-۲(‏ 
(۳) > (۱)" : 
۲ب[ : 0 
0 جار 
الذی یجعل الشکل الاتی إبداليا : 


نعتبر الهومومورفیزم : 


RX 2X‏ ه جح 


7 ش٠‎ 


30 4 
الشكل إبدالى سے © راسم غامر (شامل) 
ومن مثال "١‏ فى )۸-۲-١(‏ » ولأن ۸ نطاق متكامل أى لايحتوى على قواسم صفرية 
فان 8 يكون حقلا إذا كان ۸ يحتوى فقط مثاليات تافهة . ومن مثال ۳۶ فى (۸-۲-۱) 
يكفى أن نبرهن على أنه لايوجد مثالى [×]۸ ح 4 بحيث يكون : اكب )هل . 
لیکن [×]۸ ے 4 مثاليا بحيث إن 4 (©) ع2 . 


۳۹ 





[]8 نطاق مثاليات أساسية ‏ > يوجد [۲ > ع ,كر » Ke(®=]f]‏ <« [۸<]2 ۰ 
[/] 2۶ ۰ [عا1/ر] = يوجد he R[X]‏ : ع <. )9 ره 70-0 ۰ 

: لأنه اذا كان 0 ± (0) کر فان‎ 
f =a + 07ج 2۲ +... + ل‎ )=%(a,)+ D(a ).D(X (+ ...+ D(a, (۰) (۳ 
%(a,) + P(a,).0 + ...+ D(a, ).0 


XxekKer(®) 

,(6)) = 
ولأن الشكل إبدالى فان 0 ۶ وه = (4) 1= (,4ه)© . 
أى أن ۶0 (/7)© وهذا يتناقض مع (127)8 > كر . وبالتالى فان 20 (0) ۶ . 
والآن : (0(۸)0)ع = (۴)0 =0 . ۶0 (0)ج وإلا كانت ()6۳ © ع (هذا تناقض 
مع (10۳7)۵ ج) . ولأن ۸ نطاق متكامل » ±0 (0)ج » فان ۸)0(=0 » وهذا 
يستلزم أن [/] = ()1607 ۸٤‏ ومن ثم فانه يوجد [7]0/ ٩€‏ بحيث إن /ه -// › 
أى أنه يوجد [/75]2 ٩€‏ بحيث إن : هع << 7 ء وهذا يقتضى أنه يوجد 
[1]11 > و بحيث إن 0= (وع -1) . لکن [ 20 (©) © e‏ × يعنى أن 0« 
ولان ۸ نطاق متكامل » فان 0= وع -۰1 أى أن 1= وع » ومعنى هذا أن ع وحدة فى 
[ . وبالتالى فان [×]۸ =[ع]=4 (تذكر أنه إذا احتوى المثالی فى حلقة على وحدةه 
كان المثالى هو الحلقة نفسها) . أى أنه لايوجد مثالى فعلى فى ۸ . نهاية البرهان . 
۱۱-۱-۴۲ نتيجة : 
لیکن ‏ حقلا ۰ [ ]0 4 مثالیا ۰ (0) 4# . عندئذ فانه توجد کثيرة حدود مطبعة 
(normalized polynomial)‏ رحيدة [ ۲2 [f] : f e‏ =4 . 
البرهان : 
من (۱۰-۱-۲) K]×[‏ نطاق مثاليات أساسية » ومن ثم فإنه يوجد (1]2[۱)0 © /ر 
بحيث إن : [/] = 4 . ولأنه لأى "> >»: [/] -[/4] (واضح !) » فإنه يمكن اختيار 
ثيرة الحدود “رمطبعة . 


1Y 








والان إذا كان K]×[‏ © ع ,كر بحيث. إن [ع]=4 -[/ر] ۰ فإنه يوجد K]X[|‏ 6 1,۷ 


0 


بحيث إن : هله- f‏ ۰ ۷#< و ومن ثم فإنه يوجد [×]× ۷,۷٤‏ بحيث يكون 
0>(م-1)/ر . [] نطاق متكامل أى أنه خال من القواسم الصفرية » ولأن 0+ /ر 
فان 10-0 » وينتج أن 6 1 ومن ثم فان1 ۰ چ = عندما تكون ۰ چ مطبعتين. 
۲-۲ أصفار كثيرات الحدوڍ : Zeros of polynomials‏ 


۱-۲-۲ تعریف_: 


لتكن ۸ حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة . وليكن 46 ر<= ‏ كثيرة حدود فى [×]۸ . 


2 
يقال لعنصر × فى حلقة تشمل (۸ 04 ءعتهمده) ۸ إنه صفر (26۲0) ل / إذا كان 
a,x =0‏ ۶۵ . 

دم 
۲-۲-۲ تمهيدية : 
لیکن ۸ نطاقاً متکاملا » R]×[‏ > كر ۰ ۸ عم صفر ل 7 . عندثذ فانه توجد كثيرة 
حدود [×]۸ عع بحیث إن 2(  <)-‏ . 
البرهان : من (1-۱-۲) توجد كثيرتا حدود [] ,رم بحیث يكون 
=)X - ag +r‏ £ ۰ 1= (0- 06802 > (06820 . ومن ثم فان 7 نقع فى ]۰ 
بحیث یکون 7= (۵) 0 ۰ ينتج آن: ع(۵-)< ۶ . 
۳-۲-۲ نظرية : 
لیکن ۸ نطاقا متكاملاً عندئذ فان كل كثيرة حدود غير صفرية (أى لاتساوی الصفر) فى 
[] لها على الأكثر (/)08 من الاصفار . 
البرهان : بالاستقراء الریاضی مع الاستعانة بالتمهيدية (۲-۲-۲) . 
إذا كانت [2۲ عكر لها الدرجة 0 ۰ فان ۸١6‏ » ومن ثم فان “رليس لها أية أصفار. 


۳۹ 





0 2 سا 


ليكن !1 عم ۰ ولتكن كل كثيرة حدود (۱)0[ ۸ عع . لها الدرجة ”> (ع)068 
لها على الأكثر ()068 من الأصفار . إذا كانت من الدرجة 1 + »ء ولم يكن لها أية 
أصفار نكون فد انتهينا ! أما إذا كانت ]لها الصفر مد ۳ » فانه توجد [×]۸ > و 
بحيث تكون و(0-/)<. ولأن ۸ نطاق متكامل فإن (362)8+(068)۲-0-<(/2ع0 ۰ 
أى أن ۸= (068)8 » وکل صفر ل يختلف عن ۾ هو صفر ل ع › وكل صفر ل ع 
هو صفر ل / . لكن من فرض الاستقراء ع لها 7 من الأصفار على الأكثر » ومن ثم 
فان كرلها 1 + ۸ من الأصفار على الأكثر . 

: نتيجة‎ ٠-۲-۲ 





لیکن ۸ حقلا » كل © ...ىه كلها مختلفة » b,,...,b, € K‏ > فإنه توجد بالضبط 
واحدة [×]۸ f ٤‏ بحیث یکون 57-1 (۴)ععل ۰ ,8 = (,6)] لجمیع (1,...,2[) 1€ . 
البر هان : الوحدانية (uniqueness)‏ 
ليكن [ ]6 © و ,رز لهما الخصائص المنشودة » فینتج أن ,4,...,,» تكون أصفارا ل 
ع -/رء وكذلك فان 7-1> (ع - 06267 ومن النظرية (۳-۲-۲) ينتج مباشرة أن 
0< ع -ای أن م حر 
الوجود (Existence)‏ 
ثيرة الحدود : 
(يه - 2)...(ری۵- که ک)...(,۸۲-۵) 7 3 
(ي4 = بق) بك - بقا(یر6 - 66( ).ده 
تحقق الخصائص المطلوبة . تسمى كثيرة الحدود هذه : 'كثيرة حدود الاستكمال للجرانج" 
(Lagrange’s interpolation polynomial)‏ 
٩-۲-۲‏ أمثلة : 


= 


(۱) كثيرة الحدود R]×[‏ 1+ 7× ح: كر ليس لها أصفار فى 8 » لأن 1<1+ ”۾ 
لجميع ‏ ع ه. لكن العددين المركبين : » - صفران لها . 


۳۹۵ 





| الباب الثاني : حلقات كثيرات الحدود Polynomial Rings‏ 





(۲) کثیرات الحدود متعددة غير المحددات of several undeterminates)‏ ی 

لها بصفة عامة عدد لانهائی من الأصفار . على سبیل المثال [ ۲, ]10 2۳۲ : 

4,0(=0) ۶ لجمیع 5[ ع © . 

(۳) النظرية (۳-۲-۲) خاطئة إذا كانت ۸ لها قواسم صفرية . 

لیکن 0 # © قاسماً صفریا فى ۸ . عندئذ فانه یوجد (0] ۲۱ 2 بحیث یکون 0 = 00 . 
ة الحدود [ ×]۸ ع لهم = كر من الدرجة الأولی » لکن لها الصفرین ۰0 . 


5 


1-۲-۷ تعريف : 
لتكن ۸ حلقة إبدالية لها عنصر الوحدة » ولتكن a,X' e R[X]‏ 2-0 1 


i=] 
] :  ج‎ 
جار‎ ])( < 2 a 
i=0 
. راسم كثيرة الحدود الخاص ب‎ 
: ملحوظة‎ ۷-۲-۲ 
لتكن ۸ حلقة إبدالية لها عنصر الوحدة » ولتكن ۸ مكونة من عدد محدود من العناصر‎ 


يسمى الراسم 


1 » ... » ,۰۵ عندئذ فان كثيرة الحدود (4- 6 [[= فی [۸]۸ ليست كثيرة حدود 
i‏ 


صفرية أى ليست مساوية للصفر » لكن 0=(×) ۶ لجمیع xe R‏ » آی أن 0= 7 . 
وکما نری فکثیرات الحدود لا یمکن اعتبارها دوالة علی الاطلاق كما هی الخال فى 
التحلیل (42813:515). لکن إذا كانت ۸ نطاقاً متکامل یتکون من عدد لانهائی من العناصر» 


فان کثیرتی حدود ۰ چ تکونان متساویتین إذا كان راسما کثیرتی الحدود 7 » 2 


منساویین . 
۸-۲-۲ أمثلة محلولة : 
كا ب [ 0۲ : م 
مثال ۱ : ليکر 
7 (7)7 جار 


۳1 








طبق نظرية الهومومورفيزم (۲-۲-۱) 
الحل : لیکن " که +... + که + مه =: 7 وبالتالی فان : 


p(f) = a, + ۵+... a," 


0= ۵,77 +... + 7 + ره إذا کان 0 = ,4 =... = به = ,مه 
وبالتالى فان (0) = () Ker‏ ۰ © راسم أحادى (واحد لواحد) 
00/2 
۳-۵ ¬ 
۳-۳-۱ 


ومن حيث إن [ ]0 0 001 ينتج أن 


QIX]= 040] [( 
Xor 

حيث ([0012) هى حلقة جميع كثيرات الحدود فى 7 ذات المعاملات الكسرية (النسبية) 
مثال ۲ : حدد إذا ما کانت قار ين الاتية صحيحة و خاطتة : 
(1) كثيرة الحدود 261 > ,ه + ره +... + ۵,2۳ تساوى الصفر إذا كان وفقط إذا 
كان 0ح ,ه » 0,1,...,2# < و 
(ب) إذا احتوت الحلقة#على قواسم صفرية » فان الحلقة[21]/ تحتوی على قواسم صفرية. 
(ج) فى الحلقة ۸ إذا كانت [×]۸ ©(/2(,2)2)/ من الدرجتین 3 ۰ 4 فان كثيرة 
الحدود (2۶)()/ر يمكن أن يكون لها الدرجة 8 . 
( د ) فى الحلقة ۸ إذا كانت [ ×]۸ >( ) ع,( 6) كر من الدرجتین 3 ۰ 4 فان کثيرة 
الحدود ( )ع( *) 7 تكون دائماً من الدرجة 7 . 
الحل_: (1) ۰ (ب) صحیحتان ۰ (ج) » ( د ) خاطئتان 
لاحظ أن هناك فرقا بين القولين : كثيرة الحدود تساوی الصفر وهو ما جاء فى (1) 
وکون کثيرة الحدود لها صفر مثل ۲-2 = لها الصفر 2 . 


۳۷ 


و و و رو ی ی وم و وم و ۳ و و و و و و مد و و روم ی عه د عد د مه یه ید م۳ و و ع د رف فا اف ای وس مع ومسا 


مثال ۳: اوجد مجموع وحاصل ضرب 4+ 3+2۲( 


2+ 3۲+ 4۲۰+ 3 :21 ح: ( و إذا علم أن 7/4)11( >()ع,(۶)26 


f (X)+ (26)ع‎ - 364 +2 +4۲۶ +5 + 6 
= 31۳ +2 + 46۶ +1 )0<5( 
f(X).g(X) = 6X +12۳ +9۳۶ + 6۳ +4۳٩ + 8X? + 6X? + 4X + 3 
+16۳2 +12۳ + 8 - [27 +2۳ + 4X5 + X3 +2۳2 + X +3 
مثال 4 : إذا كان م الهومومورفیزم‎ 
_ : ب‎ ۳1-۸ 
ارم ۳ فاحسب (3+ *)م‎ 1+ 2 (11 
2 جام‎ 2,6 Ha 
2ج 24 7 : 5 0 ل‎ 
0) (ب) 7 ۱ ام 7 فاحسب ((3+ 3×7- ° )( 2¥ + 4ه‎ 
X H3, @ HQ 
p(x? +3(-2 +3=4+3=7=0 )( : الحل‎ 
p(X + 2X).(X°—- 3X2 +3)) = )م‎ [4 + 2X).p(X° -3X° +3) (ب)‎ 


= (81+ 6).27-27 +3) = )87(.3( = )3(.6( =9 =2 


6 ب [ ]0):م 
مثال 5 : ليكن لدینا الهومومورفیزم 5 بر . آوجد 6 عناصر فى نواة () 
a a‏ 


الحل : تذكر أن (م هومومورفيزم يقتضى أن 0= (0)م أى أنه دائما ()2۳ 06) 
25-520 (5- )۵ . أى أن X-5e Ker(p)‏ 
Jİ . ۵۳2 -25( = 5-5 =0‏ ن Ker(p)‏ 2 25- نيز 


۳۹۸ 





وبالمئل 20-125 ۰ ۰2۹-625 (5()2+6-)-1-30 + 03 


(4- 5()۲ -۲) - 20 + 9۲- ۲۶ ۰ ...۰ كلها تفع فى نواة (0) . 
مثال_ 5 : تنص نظرية فرمات الصغيرة (1060۲۵ ملتاش )۴erma٤s‏ على الاتی : 
ليكن ,2 عه ۰ م عددا أوليا لایقسم م عندئذ فان مریقسم 1- 7 
أى أن : (م 06000 # ه,(م 10000 ع a"‏ 
استخدم نظرية فرمات الصغيرة لحساب (1+ 21*9 - 3617 + ")م حیث 
2 [2](س/4) : ۱ 
2 5 كي (هومومورفيزم) 
a‏ + رد3 جا زر 
الحل : 
-2X 57 +1( = )3( +36)" E +1‏ ۳7 3¥ + 231 ۳/۸ 
1+ ( 6 26-(۳( 30+ 6۳ ۳( 66 = 
1+(2(0(60) - (3)1(6 + (27)() = 
باعتبار 5 = م فى نظرية فرمات الصغيرة 
(1)0005 < 2+4-6+1 - 
مثال ۷ : باستخدام نظرية فرمات الصغيرة اوجد جميع آصفار کثيرة الحدود الآتية فى 


8 
برو لواو كي 
الحل : سناخذ 5 = م . واضح أن 0= 2 صفر لكثيرة الحدود . والآن بفرض أن 

(م 0)04 وبتطبيق نظرية فرمات نحصل على 
"3+ ¥ )2 + نيز )3+ ¥ “2= £ 
X? + 3)(DX? + (2)(DX + 0)0‏ 2)0 = 


۳۹۹ 





۱ 0 3+ 26 + 31 + 2163 = 
)X + 1()2 +3( > 0‏ < 0= (1 + 3062+ (1+ :8 )216 ج 
(5 2)0 = 3- د 2 أو (m045ص)4‏ < 2-1 × ج 
(m045ص)1=‏ × أو (m045ص)3=‏ × أو (045ص)2= 2 ج 
اذن الجذور المطلوية هی ۰0 ۰1 ۰2 3 
مثال ۸ : اوجد جمیع الوحدات فى [16 ](ب2) 
الحل : من الملحوظة (۶-۱-۲) (4) الوحدات فى [2(]1) هی نفس وحدات 
r‏ لأن : 77 مثالی أولى فى 7 لأن 7 عدد أولى (مثال ))۸-۳-١(‏ (۱) ۰ ومن 
۱۲-۲-۱۱ (۲)) يكون 77 مثاليا أعظم فى 2 . وبالتالى وحسب النظرية (۱۱-۳-۱) 
يكون و2 حقلاً وتكون وحداته أى وحدات (Z411‏ هى جميع عناصر و2 
ما دان هى 11 2 مه 6 سکن وروی بر حقلا بطريقة أخرى : 
رأينا أن 72 مثالى أولى فى 2 وحسب )٩-۳-۱(‏ يكون 5 نطاقا متکاملا . ولکنه 
منته (عدد عناصره = 7) فمن (۱۳-۱-۱) یکون رم حقلا . 
مثال ٩‏ : برهن على أن كثيرة الحدود 3+2+ ”+ لها اربعة أصفار فى ]۰0 
كيف تفسر هذا على الرغم من أن درجة كثيرة الحدود المعطاة هی 2 ؟ 
الحل : بالتعویض المباشر نستنتج آن 1 26 ۰ 4 ۰ 5 كلها أصفار لكثيرة الحدود المعطاة. 
ونحن نعلم أن رم ليس نطاقا متکاملا لان 6 ليس عددا أوليا (مثال (۱) فى (۸-۳-۱)» 
))٩-۳-۱(‏ أو من ملاحظة أن : 
03 ,23 - 0 


۳۷۰ 





أى أن J‏ ليس خاليا من القواسم الصفرية » وبالتالى ليس نطاقا متکاملا » ومن (۲- 


۵-۱ (۳)) يكون 2 ليس نطاقا متکاملا . النظرية (۳-۲-۲) تكون خاطئة 
ل كرون الق ا له رم م 
مثال ٠١‏ : ليكن 4+ 2+ ×=( / ٠‏ 2+ 3=(٭)ع عنصرين فى 1ا4 
. عين خارج قسمة 20 على 6009 » وباقى القسمة . 
الحل : نجرى القسمة كالاتى : 
2X? + 2 +1‏ 
3X +2 (+2 + 4‏ 
Xx + 2‏ (23=6=1) 
O +2 +4‏ (4=6-( 
6X? +‏ 
روود 2-3) 
3X +2‏ 


2 
ای أن خارج القسمة هو 1+ 2 + 27 » باقی القسمة 2 . 
مثال ۱۱ : برهن على أن كثيرة الحدود [16](ررم/7) 16+ 21 لها معکوس ضربی فى 
4*1( . 
البرهان : لاحظ أن : 1-<1+ 4 + 462 = (1+ 2X‏ 
أى أن 1+ 2 هی معکوس نفسها الضربی فى [26 ](/7) . 
مثال ۱۷ : لیکن ۴ حقلا غير منته » [] >( ۰ ذا كان 4(=0) لعدد 
لانهائی من العناصر ۴ عه . برهن على أن /)×X(=0‏ . 


۷1 


البرهان : تعلم من النظرية (۲-۲-۲) أنه إذا كان ۸ نطاقا متكاملاً » فان أية كثيرة حدود 
فى [×]۸ وغير صفرية يكون عدد أصفاها لايزيد على درجتها . وبالتالی إذا كان ۸ حقلا 
تكون النظرية صحيحة . ومن حيث إن عدد أصفار الدالة ()/ لانهاتی ودرجتها نهائية 


(©]نص5) » فلابد أن تكون الدالة صفرية أى يكون 20 (7)26 . 





مثال_۱۳ : اوجد كثيرة حدود لها معاملات صحيحة بحيث يكون 1 ۰ - صفرين لها. 
1 1 : . ع1 1 
الحل : E,‏ صفرين لكثيرة الحدود يعنى أن 7 2 كف عاملان من 


عواملها . وحتى تكون كل معاملاتها صحيحة تكون كثيرة الحدود المطلوبة هى : 
إا 6X?‏ = )2= )و + f(%)=6(X‏ 


مثال ۱٤‏ : لیکن ۳ حقلا » ولتکن [ ×]۴ € ,0 + ... + ١‏ ” كار =a," +a,‏ . 
برهن على أن 2-1 عامل من عوامل / إذا كان وفقط إذا كان 
0= مه +... + بر + a,‏ 
البرهان : كما رأينا فى التمهيدية (۲-۲-۲) إذا كان 1 - × عامل من عوامل كثيرة 
الحدود ۰ فإنه توجد كثيرة حدود ع بحيث يكون ع (1 -۲) -ر. 
(بدهى أن ۲۰-۵ عامل من عوامل f‏ بمعنى» صفر لكثيرة الحدود /) وينتج أن 0 > (1)/ . 
ومن ثم فإن : 0= 4 +...+ ريه + به 
وبالعكس إذا كان 0-,4+...+ 4+ ,ه فإن 0-(1// وبالتالى فان ۲-1 عامل من عوامل ر . 
مثال ۱۵ : إذا كان 7# عددا صحيحا موجباء ولأى عدد صحيح هم » ليكن 000070 =: © 
برهن على أن الراسم 
1*1( +¬ 11 ]2:م 
و .+ a, + a, XK" +a, KT‏ لدي + +a, X1‏ ره 


هومومورفيزم حلق 


۳۷ 


البرهان : واضح أن م معرف جيدا » كما أن 1= )1( 


Va,X + که‎ +...+ayb,X ” +b, KX" +...+b, € ZX ],m <8 : 


آ- ورزر ۱۱-1 


( رظ +... + را ترجه یه + 0۵ 


رام +b, JX"‏ ر ه) + JX"‏ ط+ +...+(a,‏ 1" کرک 


m-1 
=b X" + X™" +...+ (a, +b, JX" + (a, +b, JX" + ...+ do + bo 
=b,X" +b, X"" +...+b, +a, KX" + .جر‎ 

= p(a,X" + “لله‎ 6+ Pb, X” +b, KX" ول‎ . 
p((a,X " +a, XT +...+a,)(b,X ”" +b, XK” +...+(( 


= (a,b, "اتيز‎ + (a,b, + a,b, "تيز و‎ + ...+ ab) 


رو HGP ODS‏ که < 
رخ یر( +... + +a, XT"‏ 6۳) = 
روط + p(a,X " +a, KX" +...+a,)P(b,X‏ = 
p0) =1‏ 
أى أن © هومومورفيزم 
مثال ١15‏ : لكل عدد صحيح 1< م ء برهن على أن : (م1)200- > !(1- م) 
إذا كان وفقط إذا كان م عددا أوليا (نظرية ويلسون (Wilson’s Theorem‏ 


البرهان : ليكن × حقلا منتهيا . عندئذ فان : 1- - 2 [ [ » لان : 


برعم 
نعتبر المجموعة 14 المعرفة كالآتى : 
(لمعه| M ={aeK‏ 
={ae K |a =!‏ 


۳۷۳ 





واضح أن : © [[-> [[ 


1 aeM 


[2] ۳-1 . وكثيرة الحدود [×]× 1- X7‏ لها صفران فقط هما 1 +۰ 1-. 


ومن ثم ينتج أن ۸2-1 [[ ٠‏ 


عه 
والآن يتطبيق هذا على الحقل 7= ۸ نحصل على : 


1- = (1- )...12 2-1 1- ...12 
آی آن (م (p-1)!=-1(mod‏ 
مثال ۱۷ : برهن على أنه لأى عدد أولى م : 
1(mod p)‏ -!(2-م) 
البرهان : من مثال ٠١‏ السابق مباشرة (نظرية ويلسون) لدينا : 
-2)!=-1(mod p)‏ م).(1- (p‏ 
pk‏ - [1+!(2 -م).(1-م)]: !ا ع 3 > 
pk‏ + 1- - !20 -م)-!(2 -م).م Ike N:‏ > 
Ike N:(p-2)!= p[-k+(p—2)!]+1‏ > 
1)mod p(‏ = !(2 -م) > 
مثال ۱۸ : برهن على أن (1)200101-- ”(!50) 
اليرهان : 
(50-)...(2-)(1-)(501) = )!50( 
(50!)(100)(99)...(51)(mod101)‏ = 
(100)!(mod101) = -1(mod101)‏ = 
مثال ١۹_‏ : لتكن إ×)R‏ حلقة كثيرات الحدود ذات المعاملات الحقيقية . وليكن 
[1+ 7×] هو المثالى (الرئيسى) المتولد من كثيرة الحدود 1+ + » أى أن : 
V٤‏ 





]" +1[- ) :)2 +1(| fe RIX} 


عندئذ فان : 


R}‏ > طره|[1+ * ]+ +b‏ عله - }1+ tg +X?‏ لب دما 

له إذا كانت ع أية کثيرة حدود فى [ ]8 فاننا نستطيع أن نکتب 

«+([+ *1) = ع حيث ۾ هی خارج القسمة  »‏ باقی القسمة عندما نقسم كثيرة 

الحدود ع على 1+ *. وعلی وجه الخصوص 0 = م أو 16820۳(>2 آی أن 
+ × = ۲ حیث 8 ع 2,0 وهکذا فان : 

[1+ ۶]+م< [1+ :122 ]+م + + g+[X7+1]=q(X?°‏ 


لأن المثالی [1+ "6] یمتص" الحد (1+ *26), 


ونلاحظ آن 
[X7 +1]=0+[X? +1]‏ +1+ تقر 
وعلى سبيل المثال فإن : 
(X+3+[X° +1).2X +5+[X7 +1[(‏ 
2X? +11X +15+]X7 +1]‏ = 
+1)+11X +13+[X? +1]‏ 207 = 
=11X +13+[X7 + 1[‏ 


مثال ۲۰ : برهن على أن : 
Q}‏ طبه | {a+ N2‏ -: 00۷21 = ور AY‏ 
البرهان : نعرف الراسم 
QIN2]‏ +¬ ]Q[X:م‏ 
(6/2م جام 
۵ هومومورفيزم : 


۳۷۵ 


)0(4 + (م)م = (p+ q)(N2) = p(N2)+ q(N2)‏ = (و +م)م Q[X]:‏ > ورم۷ 
(6)9.(م)م = (p.4) = (p.q)(N2) = p(N2).4(N2)‏ 
1= )1( 
© غامر (شامل) : لكل (2/)@ > 2/+8+» بوجد [×]@ > +b×‏ : 
p(a+ bX) = a+ 2‏ 
نحسب نواة (0) 
Q[X]| p(N2) = 0}‏ عم) ع Ker()‏ 
نبرهن على أن 
Ker(p) = [X* -2[‏ 
واضح أن (ص)Ker ]X”-2[c‏ لأن 2)(=2-2=0-? px‏ 
نبرهن على أن [2- 1 )2 : ليكن )127 عم بالقسمة الإقليدية نحصل على : 
ی + ۳ +(2-:7)و دو 
حيث [¥]@ عب ۰ © € r,s‏ 
(7+5 هو باقى قسمة م على 25-2 ويجب أن تكون درجته هی الأولى) 


(لأن (©) ع (pe‏ 0 - + ۳2 +0 = (2/)م ج 
0 ( مرج 


[]0 > و ,(2- )و p=‏ ج 
أى أن [2- Ker(p) c [X?‏ 
نطبق نظرية الهومومورفیزم فنحصل على 
egg) = (XD = 0‏ -رر_ AY‏ 
م غامر 
نهاية البرهان 


۳۷۳۹ 





مثال ۲۱ : اضرب مثالا لحلقة إبدالية ذات عنصر وحدة ۸ ء 7 مثالى أعظم فيها » بحيث 
إن [7]1 ليس مثاليا أعظم فى [1]/ . 

الحل : خذ الحلقة 2 ۰ المثالى [2]< 7 أى 27 مثالى أعظم فى 2 (من (۸-۲-۱ 
2Z ))۱(‏ مثالى أولى فى 72 ۰ من (۱۲-۳-۱ (۲)) 22 مثالى أعظم فى 2) 

المثالى [7]2 يعرف کالاتی : 


71 [ :- {f : =a +aX +...+a,X ",ne N,2” |a,,...,2,,m e N\{O}} 
۲ € ]2,×[ واضح أن [×][ © 7 » بينما أن‎ 
يمكن البرهنة كذلك على أن [×]2,×[7] . وبالتالى يكون‎ 
1112, [211 
. 7]6[ مثال 1۲ : برهن على أن المثالی [×2] ليس مثالیا اعظم فى‎ 
: البر هان‎ 
» 26 ]206[ ۰ 2212/0 ليس مثالیا اعظم فى 710 ۰ لأن : 42210-[2,21] ۰ ثلا‎ ]2[ 
۰ لجميع [2] 2: [2,2] ع2 . کذلك فان 1-2121 ,2] > فمثلا [ 2 ع1‎ 
.1- 2. + ۲ فانه یوجد [×]7٤ع,/ بحیث أن‎ 1٤ ]2,×[ بینما [12]26 . إذا كان‎ 
: ع والان‎ = +X +..." »[ =a +a + ...+ لیکن " م۵‎ 
1= 2(a, + aX + ...+ ره‎ 2)“ ( + X(b, + “ارط ... + لاط‎ ( 
1 
م6 ج ,20 =[ جد‎ << 
2 
)b,,...,4, > 2 وهذا تناقض لأن 2 © ,۵ ,...,ه (كذلك‎ 


وبالتالى فإن : 
12,211[ 2] 


نهاية البرهان . 


YY 









مثال ۲۳ : ليكن 0 عنصرا فى [×]8 . إذا كان 0( ٠‏ 0( 
(()7 هو مشتقة الدالة 20 عند © X=‏ ) » فبرهن على أن ”ه-) قاسم ل 20/ر. 
البرهان : من التمهيدية (۲-۲-۲) : 0 = (0) يقتضى أنه توجد كثيرة حدود 
R][‏ ©(2)ع بحيث إن : (-)< 7 . والآن باجراء التفاضل للطرفين بالنسبة 
إلى × نحصل على : 
ع +2( ) - ل 
0= (م)ع ج رم)ع +اع (ه -) - ره" f‏ =0 د 
مرة أخرى من التمهيدية (۲-۲-۲) توجد كثيرة حدود [*]8 ©(7)0 بحيث إن : 
۸( - )= ع . ومن ثم فان : ۵(۸ - )= ] . 
نهاية البرهان . 
مثال ۲4 : برهن على أن المثالى [2] فى [2]6 أولى » لكنه ليس أعظم . 
البرهان : نعتبر الراسم : 
7 ج [ لخ إيك : 0 
و6 جا ره +... + طبه + J = a,‏ 
واضح أن الراسم معرف جيدا . 
م هومومورفيزم : ليكن [ ]2 © ع, : 
Z‏ € لوو و ,92--05 " كل ...+ +bX‏ رطع +...+a,X",g‏ که f =a‏ 
(a, +b, + (a, +b )X +...+ (a, +b (67 +b, XK" +...+b, XK”)‏ = (و + (f‏ 
(بدو ن فقد للعمومية (without any loss of generality)‏ أخذنا و« > (r‏ 
a, +b, = (f )+ 9(8)‏ = 
p((a, + aX +...+a,X ").(b, + +. "((‏ < (ع. (f‏ 
ab.‏ و ور یی ...+ (Cc, + eX‏ = 


j i 
j=0 


= وه‎ = a,b, = (fF ).0(8) 


۳۷۸ 








كذلك واضح أن 1-(70 (عنصر ۳۳ [/2]1 هو ”1“ ء وهو كذلك عنصر 
الوحدة فى 2) . 

أى أن © هومومورفیزم 

واضح أن © راسم غامر (شامل » فوقى) 


(=a, =0}‏ 00 |(2 € ي4...رره, "كله +...+ =a, +aX‏ ل[ AX‏ > ) - (0) مك1 
}2 € 4.,...ربه | +...+a,X"‏ 2ره + {aX‏ = 


=X] 
: فينتج أن‎ )"-1-١( وبتطبيق نظرية الهومومورفيزم‎ 
712/ - خالل‎ [ 35 = 
سوب‎ = ۵ 
م غامر‎ 
ولأن 7 نطاق متکامل ولیس حقلا فانه ينتج من (4-۳-۱) (۱۱-۳-۱) أن [×] مثالی‎ 


أولى فى 

[2]1 ولیس مثاليا أعظم فى [×]7 . 

مثال ۲۵ : برهن على أن أى حقل هو نطاق إقليدى . 

البرهان : كل حقل هو نطاق متكامل ٠‏ إذن يتبقى البرهنة على أنه يوجد راسم 
K( 24 :۱)0( +N‏ هو الحقل) بالخصائص المعطاة فى (۷-۱-۲) . سنعرف 4 


: کالاتی‎ 
d:K\{0} 4N 
۲۷0 

ولأى (۱)0 ۵,9 نستطیع أن نکتب : 
a= ۵7‏ 


وبالمقارنة مع ۲+وو =ه یکون "وه < و,۵0< . 
نهاية البرهان . 


۳۷۹ 








مثال ۲۲ : برهن على أن ای حقل × هو نطاق مثاليات أساسية . 
البرهان : من المثال السابق مباشرة نعلم أن أى حقل هو نطاق إقليدى » ومن النظرية 
)٩-۱-۲(‏ كل نطاق إقليدى هو نطاق مثاليات أساسية » فينتج المطلوب مباشرة . 
طريقة أخرى : نعلم من مثال ۲ه فى )6-5-١(‏ أن الحقل × لايحتوى من المثاليات إلا 
المثاليين التافهين : (0) ٠‏ 2 نفسه . المثالى (0) يتولد من 0 ۰ إذن هو مثالى أساسى . 
المثالى > يتولد من العنصر ”1“ لآن : 

Vxe K:x=1.xe [1]‏ 
مثال ۲۷ : اضرب مثالا لبيان أن مثاليا أوليا فى حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة ليس 
بالضرورة مثاليا أعظم . 
الحسل : سنأخذ المثالى [×] فى الحلقة [/2]2 ۰ وسنشير إليه بالرمز 7 . لتكن (26) » 
(8) ع كثيرتى حدود فى الحلقة [×]7 ۰ بحيث إن ۲(  )2(2)‏ . من الواضح 
أن ( (=X)‏ ۲) و(  )۲‏ لبعض Z]×[‏ ع (26):/ 


: والآن ليكن‎ 
[ (X)=a, + لابه‎ +...+a,X ",a, #0, 
g(X )=b, +bX +...+b,X " برط‎ #0, 
h(X ( لله + مهت‎ +..+ce,K ce, #0 . 
: عندئذ فان‎ 


۶) 2) = 100 => 

(a + ره‎ FEA" O FDA FFB AT = XG FOX FFE £) 

0= رو أو 0= ,هج 0= ,ره جد 

=a X+aX +...+a,X" = X(a +aX+...+a,X")e I‏ )“رج 0- ره 

وبالمل +...+b,X" =X(b +b X+...+b,X”')6]‏ يرط + )زح )و ج-0- ,رآ 
وهكذافإن : (1) 1 ع(2)8 و >f (X)€1‏ لع( 06) و( 06 / 


۳۸۰ 





157 [ 7/۲ < [2۲]< 7 » فعلى سبيل المثال [2]2 26 » لكن [×] © 2 . 
إذا كان [×] 2€ فانه بوجد [۸)6(]2 بحیث أن : ×( 2-70 ولان 
[ ]2 نطاق متكامل (2 نطاق متکامل » (۱-۲-* (۳))) فان : 
deg(2) = deg h(X) + deg(X)‏ 
وهذا تناقض 0<1 > 


أى أن 
)2( [ 2۲ 2,[ ]26 
من (1) » (2) ينتج أن [20] مثالی أولى فى [212 . 
والان نبرهن على أن [×] لیس مثاليا أعظم فى [×]7 : 
المثالی [2 ,] المتولد من × ۰ 2 يحقق : 
1,271[ ۲] 

لأن [1,2] 2 » ]X]‏ 2€ 
كذلك فإن [×]7 ]X,2[ ۰ 1٤‏ 1۶ (انظر مثال ۲۲ السابق) وبالتالى فإنه [] ليس 
مثاليا أعظم فى [2]2 . نهاية البرهان 
(قارن مع مثال (٤‏ 
مثال ۲۸ : برهن على أنه لأى مثالی غير تافه 1 فى [2]1 یکون /[2]4 منتهيا . 
البرهان : نعلم من مثال ۳ فى (۸-۱-۲) أن [2]7 نطاق إقليدى » ومن ثم فان من (۲- 
)٩-۱‏ يكون نطاق مثاليات أساسية . وبالتالی فإنه يوجد 2 ©5,© بحيث يكون 
[81+ ]=[ . والآن : 

a +b” +] - (a+ bi)(a—-bi)+ [ - ] ج‎ a +b? € I 
©, والآن لأى 72 ع‎ 

c= q (a +b )+r,OSF, > a +b 


d = ")رن‎ +b” )+r,0 > r, > a + “م‎ 


۳۸۱ 


۱ الباب الغاني ات الحدود Polynomial Rings‏ 


+ 8 + [ ع‎ e +b )+F + تم) روز‎ + (+ ir, + I 
=f + ور‎ +I 





أى أن م21 منته 
مثال 1٩‏ : إذا كان '5+-/: هومومورفيزم حلق . عرف [×]5 + []/: 6 كالآتى : 
+...+a,) = p(a, JX " + ...+ 0)0,(‏ " 062 
برهن على أن © هومومورفيزم حلق . (5 ,۸ حلقتان إبداليتان) 
البرهان : 
+...+b, e ٩2 [‏ لب a,‏ ...+ ۷۵,2۲ 


وبدون فقد للعمومية لیکن "> 7 
a, +b,X” +... b;)‏ +... + ۵,2 


- 0,2۶ +... + ه)‎ +b, JX" +... و‎ + a) 
۸]4[ إبدالية‎ 


< 0,2۳ + ...+ 202 + ... + ره‎ + ©( 
#0 تعريف‎ 
= 2,21 + ...+ (a, JX" + 0)6,( 17 +...+ p{b,) + (a) 
هومومورفيزم‎ © 
-  p(a,)X" +...+ p(a,) + p(b,)X” + ...+ (,5)م‎ 
[٭]۸ إبدالية‎ 
= p(a,X" + ...+ a) + P(b,X” +...+ b;) (1) 
@ تعريف‎ 
6,2 +...+ a )(b,X” + ((رط+...‎ 
= (a,b, X""" + ...+ ab) 


1 Mm 


۲20 إبدالية 


۳۸۲ 








= ل )(,طرهام‎ ” ( + ...+ p(ab,) 


۶ 1 


تعریف ‏ 
JX” + ...+ 0)0(00)8,(‏ ,0)0,(6)5 2 - 
هومومور فيزم 0 
(p(a,)X" +...+ p(a,))(p(b,)X” + ...+ ©0)8,((‏ = 
[×]۸ إبدالية 
Ş(a,X" +...+ a,)P(b,X” + ...+ b,) (2)‏ = 
تعریف © 
ولان 1= (م1)م يكون (3) +1 = (برم )6 (لأن 1= رما (1s =1 ٠‏ 
من (1) » (2) ۰ (3) © هومومورفیزم . 
مثال 0 : 
برهن على أنه إذا كانت ۸ » ؟ حلقتین متشاکلتین » فان RIX]‏ ۰ []9 متشاكلتان . 
اليرهان : سنستخدم المسألة الكونية (العالمية) لكثيرات الحدود 


E EE O E 
1 
ايزومورفيزم‎ il: 14 7 ا‎ 3, 
7 ۷ 
x : 
۳ لاع | وا‎ 
: 7 ۱ 
ند دی‎ (3) 7 0 
متس تفت ی‎ 
: 
114 7 3, © 
3 3 7 زا‎ 
۷ 


TAY 


فى الشكل )١(‏ [×]۸ هو حل المسألة الكونية » ويوجد هومومورفيزم وحيد © يجعل 
الشكل إبداليا . ويرسم × فى × . 
فى الشكل (2) [×]5 هو حل المسألة الكونية » ويوجد هومومورفيزم وحيد ۲۳ يجعل 
الشكل إبداليا . ويرسم ۸ فى × . 
فى الشكل (3) [×]۸ هو حل المسألة الكونية » ويوجد هومومورفيزم وحيد لابد أن يكون 
هو © بحيث يجعل الشكل إبداليا . ويرسم × فى × . 
ولكن الهوموموفيزمين رم1 » ,و يجعلان الشكل المكون من (1) ۰ (2) والشكل 
المكون من (2) » (3) على الترتيب إبداليين . ومن حيث أن ©4 ۰ “ا تفعلان نفس 
الشىء وهما وحيدتان فينتج أن : (3) ري ,1 - ۷۵ ۰ (4) رن و1 - ۵۷ 
من (3) يكون © راسما واحدا لواحد » و ۷ راسماً شاملا (غامرا) 
ومن (4) یکون ۷۶ راسما واحدا لواحد ۰ © راسما شاملا (غامرا) 
© هومومورفیزم (کذلك ۷) فیکون © (کذلك /!) آیزومورفیزم . 
نهاية البرهان . 
مثال ۳۱: باضافة الفرض الاتی فى تعریف النطاق الاقلیدی ( ,۸) : 
R\ {0} :d(a) > d(ab)‏ ع ۷۵,0 
برهن على أن (0)1 هو الأصغر لجميع إ0) ۸١‏ ع». برهن كذلك على أن ۸ 1€ 
وحدة إذا كان وفقط إذا كان 1= d)»(‏ . 
البرهان : لجميع /١10(‏ ع ‏ لدينا : 
d(1) > d(1a) = d(a) (1)‏ 
والان بفرض أن لدینا ۸ 1€ وحدة : 
d(u) > d(uu') = d(1) (2,‏ 
من (1) ۰ (2) ينتج أن 1= 46۵ 


Af 


(القسم الثانى) نظرین الحلقات 1101 Ring‏ 





وبالعكس إذا كان ۸ © 7 بحيث إن (4)1 = )2 . فبخوارزمية القسمة يوجد ۸ © 857 
بحيث إن : 
d(r) < d(u)‏ أو 0 دم 1=qu+r,‏ 
ولكن (4)1 = 400 هو الأصغر بين 400 لجميع ۸)0 »× ۰ فان (/40 > (4)7 
يكون مستحيلا ويلزم أن يكون 0 . أى أن : » و < 1 وتكون ا وحدة . 
مثال ۳۲ : مع اعتماد الفرض المضاف فى مثال ۳۱ السابق مباشرة حدد إذا ما كانت 
التقريرات الآتية صحيحة أم خاطئة حيث 4 ,۸) نطاق إقليدى : 
R\{O0):d(Dsd(a) (1)‏ ۷۰ 
)ب( Vae R\{0,}:d(1)< d(a)‏ 
(ج) (©4)1(>2)6 : (ليس وحدة) ۲ Vae R\{0},a¢‏ 
الحل : 
( أ ) صحيحة 


(ب) خاطئة لأن فى حالة کون ۸ عه أى وحدة فان (4)4 = (4)1 


(ج) صحيحة 
مثال ۳۲ : حقق نتائج مثال ۲۱ فى حالة کون النطاق الإقليدى هو (,[71) حيث 
d:Z{i]\ {0} +N‏ 
m? + n?‏ جم m+in‏ 
(مثال ۳ فی (۸-۱-۲)) 


الحل : سنبرهن فى مثال ۳ من (۱۱-۲-۳) على أن وحدات [2]12 هی فقط [± › زد . 

d(1) = d() =1 =1,d(-1) = 4)-3« = )-1(* =1‏ 
وواضح أن (4)1 هو الأصغر بين جميع (4)71+77 حيث [2]1 € 0۶n + in‏ . 
مثال ؛" : حدد إذا ما كانت التقارير الآتية صحيحة أم خاطئة : 


۳۸۵ 


: ا سس سس[ 
Polynomial ۱‏ ا 








إذا كان م حقلا جزئیاً من حقل ٤‏ ۰ وکان عه صفرا لكثيرة الحدود 
[ ۲2 () » فان © سیکون صفرا لكثيرة الحدود ()26(8)] <<( 
لجمیع [۳]2 >()2 
(ب) إذا كان / حقلاً جزئیا من حقل 8 » وکان [ ۳2۲ (۶)26 ۰ عندئذ فان مجموعة 
آصفار (26رفى £ تکون مثاليا فى £ . 
(ج) إذا كان ٣‏ حقلاً جزئيا من حقل ٤‏ ۰ وکان ٤‏ عك ۰ عندئذ فان مجموعة جمیع 
[ ]۳ () 7 بحیث إن 20< (/7)0 تکون مثالیا فى [716 
تعریف الحقل الجزئی : لیکن × حقلا . يقال إن 6 / حقل جزئی (5056614) من K‏ 
إذا كان وفقط إذا كان : 
:a+bek,abe k (1(‏ 1 ,۷۵ 
(ب) ۸K‏ مع العملیتین المستحدنتین 

جد ع باع :+ ۱ ج .ikxk‏ 
a+b‏ جا(,ه0) 0 جم (a,b)‏ 

یکون حقلا . 
الحسل : (1) 0= (4) 08 =(ه) ع(ه) [< (©)7 ۰ أى صحيحة 
(ب) ليكن 1+ ×= زد[ ]8 . / لها جذران فى [×]© هما + لكن 
27 = (-) -1 ليس جذرا لل . إذن التقرير خاطئ . 
(ج) صحيحة لأنه أولا هذه المجموعة غير خاليةء فهى تحتوى على الأقل كثيرة الحدود ”0“ . 
وإذا كان هناك [/7]2 > و,كر بحيث إن 0= (2)0 < (0)/ر فان : 
0= (2)0 -02)/ = )ع - ر) . وإذا كان [×]۴ عر بحيث إن 0 -(0) /ر » 
وكان [1]16 ۸٤‏ فان 20 ()0۸ = ()(0) =f‏ (7)0/ . إذن التقریر صحيح 
(تذكر أن []75 حلقة إبدالية) . 


۳۸۹۹ 


مثال ۲۵ : حدد إذا ما كانت التقارير الآتية » صائبة أم خاطئة : 
(أ) كثيرة الحدود من درجة 7 ذات معاملات من حقل 7 يكون لها على الأكثر ۸ من . 
الأصفار فى ٣‏ . 
(ب) كثيرة الحدود “رمن درجة 7 ذات معاملات من حقل ‏ یکون لها على الأكثر ۸ من 
الأصفار فى أى حقل 8 بحيث يكون / ح ۴ . 
(ج) كل مثالى فى 771 حيث 7 حقل يكون مثاليا أساسيا . 
( د ) كل مثالى أساسى فى [5]2/ حيث 7 حقل يكون مثاليا أعظم . 
الحل : (۰)۱(ب) » (ج) صائبة . (د ) خاطئ . 
مثال ۳ : بدون استخدام النظرية (۱۰-۱-۲) برهن على أن [/2]2 ليس نطاق 
مثاليات أساسية . ش 
البر هان : لنأخذ مثالیا اختياريا 7 فى [ ]7 معرفا كالآتى : 

{aX + 29( | a,be 2(‏ - [ 
ولنفترض أن 7 يمكن کتابته على الصورة [(2۴)/]< 7 ۰ أى هو مثالی أساسى . عندئذ 
فانه توجد کثیرتا حدود ۰/60 (٭)ع فى [2]2 بحیث إن : (06) /( ):2<1 › 
hM)‏ = ۰2 لان X1‏ 2. ومن (۱-۲-*) یکون ((68)8)21 + ((0680/21< 1 
((068))2۲ + (( 068002۲ =0 (تذکر أن [2]2 نطاق متکامل) وینتج مباشرة أن 
۰/2۵ ۸۵ ثابنتان . 
كذلك فان 1+( ۰ 2د( )۸ ار 42( 1+-(۸02 . ولکن 
1+ ()7 والا كان [ ]2 =[( ×)۸] . ومن ثم فان 22+ = (21):/وبانتالی فان 


1 ۱ 
ETE‏ وهذا تتاقض لان [×]7 (26)ع . أى أن 7 لایمکن أن یکون مثالیا . 


أساسيا . وبالتالى فان [ ]7 ليس نطاق مثاليات . 


TAY 


تصارين 
(۱) اقسم فى [2,]2 كثيرة الحدود 4-1 + 212 + 3203 - 4ل -: كر على كثيرة 
الحدود 3+ ۶-2۲ ك ع 
(۲) اقسم فى [7,]1 كثيرة الحدود 4 +2 + 322+ “× على كثيرة الحدود 1- × 
(۲) لیکن [×],2 2+ 3- 42+ ۳+3۲ = g = £? +27 -3 › f‏ › 
اوجد [×],7 © ۵,7 بحيث یکون 7+ 9و < › 2 > (068)7 
)٤(‏ ليكن [×],2 2+ ,3- 4+ 315+ “ايز = £ › 3- 2۲+ 32و 
اوجد [×],2 9,7 بحيث یکون +r‏ 9ه < < 2 > 06800 
(*) برهن على أن [2,]2 6+ ۳ ۰ ×+ × تعینان نفس الدالة من ,7 إلى ,7 


)٦(‏ هل هناك أى کثیرات حدود غير ثابتة فى [×]7 یکون لها معکوس ضربی ؟ فسر 
إجابتك 

(۷) ليكن م عددا أوليا . هل هناك أية كثيرات حدود غير ثابتة فى [],2 لها معكوس 
ضربى ۰ ۱ 

(إرشاد : انظر (5-1-9 (۲))) 

(۸) برهن على أن المثالى [2] يكون مثاليا أعظم فى @]X[‏ 

(9) ليكن ‏ حقلا غير منته » [/17]1 >()2(,2) . إذا کان (8)6 -  )2(‏ 
لعدد غير منته من العناصر © فى 7 . برهن على أن (×)ع -(26) كر 

(۱۰) ليكن ‏ حقلا » ولتكن [17]2 ©7)30 . إذا كانت [/1"]26 ©(/20(,85)2) /ر › 
وكانت ((68)2)21 > ((1)ع)068)7)26((,468 . فبرهن على أن 

[( )م ] +( )ع -[(06)م] + (ة1)ر يستلزم أن 200 = ۵[ 


A۸ 


(۱۱) لتكن [ ]13 (7۲)26 . لیکن 0 = هر لکن ۶0 (ه)"' ۶ › حيث (٭)' ر 





مشئقة الدالة 6/0 . برهن على أن © صفر غير مكرر لكثيرة الحدود كر 

(۱۲) اضرب مثالا لبيان أن التمهيدية (۲-۲-۲) تكون خاطنة إذا استبدلنا ,7 حيث ” 
ليس عددا أوليا » 1 < 7 ب ۸# النطاق المتكامل . 

(۱۳) لیکن 7۲ حقلا » وليكن 

a, = 0}‏ +... + ره يم ول € ...و4 ويك اوه +... + {a, XK?" + a, (KT‏ =1 
برهن على أن 7 مثالى فی 7۲2 واوجد مولدا (8:07عموع) ل[ . 

)١5(‏ اوجد عددا غير منته من كثيرات الحدود كر فى [×],2 بحيث يكون 
0ع (ه)ر لجميع رل ع © . 

(۱۵) برهن أو انف : 7 نطاق مثاليات أساسية - [6] نطاق مثاليات أساسية . 


. برهن أو انف : أى نطاق جزتی من نطاق إقليدى يكون نطاقا إقليديا‎ )۱١( 


۳۸۹ 


2 Ring Theory نویه العلفائ‎ 





الفسمة فى النطاق املنکامل ۱ 


Division in Integral 5 





۱-۱-۲ تعريف : 

ليكن ۸ نطاقاً متکاملا . يقال للزوج (0)۸(,1) المكون من حقل (0)۸ ۰ ومونومورفيزم 
حلق (0)7 ج ۸ :1 إنه حقل_القسمة (5610 008606©) ل ۸ إذا تحققت الخاصة 
الكونية (العالمية) : 

لكل حقل × » ولكل مونومورفيزم حلق ٭ ج ۸ :ص › يوجد بالضبط مونومورفيزم حلق 
وحيد × ج (0)۸ : © بحيث إن الشكل الآتى يكون ابدالیا: 


7 


8 


۲-۱-۳۲ نظرية : 
ليكن ۸ نطاقا متکاملا ۰ (۱) بواسطة : 
ad = bc‏ ج: (a,b) ~ (c,d)‏ 
ستعرف علاقة تكافؤ على ((0 ۲/۲۱ 
(۲) سنشير ب إلى فصل التكافؤ ل ([۸×)۸۱)0 ع(ط,ه) » ب 000 إلى 
مجموعة کل فصول التکافو هذه › وهکذا پوجد رابطان دب د» على (0)۸ بحيث إن 58 


_ ad 6 


۳ „= ۷۵, ۲ ۷۵, R\{0} 
5 4 bd ۵ 0 bd 





(۲) الثلاثی (.,+,(0)۸) حقل 


۳۹۲ 


)0 جب :۱ 
)٤(‏ الراسم : 0 هو مونومورفیزم حلق 
1 جام 
(۰) الزوج (0)۸(,7) هو حقل القسمة ل ۸ 


0) 
۷۵,۲ Rx<(R\{0}):ab= ba كج (طره) ج‎ Rx<(R\ {0}): (a,b) ~ (a,b) 
(reflexive) أى أن "~" انعكاسية‎ 
V(a,b),(c,d)e RXR \{0} :(a,c) ~ ج (4,ع)‎ 
ad = bc > cb = da > (c,d) ~ (a,b) 
أى أن " --" متمائلة‎ 
4رء),(ط,ه)7‎ ),(e,f لاع(‎ <(R \{0}):(a,b) - (c,d ),(c,d) - ج (كرء)‎ 
ad =bc,cf - 1 جح‎ (ad ( = (bc)f ,5 ) )=b(de) > (ad f =b(de) 
> af =be => (a,b) ~ (e, f) 


,۸ نطاق متکامل 
d #0‏ 
أى أن ۲-۲ انتقالية (76ا1عصهتا) » ومن ثم فإنها علاقة تكافؤ . 
a ۱ ۱‏ 6۲ 
(۲) نبرهن على أن الرابطین ”+“ » ”.“ معرفان جيدا » أى أنه من <= » 
يد 


= س ینتج أن : 
د 


a'd'+b'c' _ ع6 + 4ه‎ a'c' ac. 
0۱ 98 ’b'd' ۵ 





۳۹۳ 


c'dbb' = cd 'bb' =» (a'd'+b'c bd = (ad +bc)b'd' كتج‎ -_ 


alc! 
كذلك لدينا 0۲60۲ = ۱۵۵۱0 ماسر و ا سد‎ 
2 2_3 : ومنها ينتج مباشرة أن‎ © 0 

(۳) يمكن للقاری أن يتحقق بسهولة من أن (.,+,(0)۸) حلقة إبدالية » عنصر الوحدة 


۱ ۹8 
فیها هو - لان : 





1 
4ه 1 a l.a‏ 1ه ail‏ 
1 هو عنصر الوحدة فى م EO Ea aT‏ 

(1 eal) 

كذلك فان - هو عنصر الصفر فى ۵000 لان 
a 0+1 la a‏ 0 0 
له =+ : صمء 024 
1b 1 b‏ 6 1 0 6 


كذلك فإن معكوس 7 بالنسبة للعملية ”+“ هو 0 لان : 


0_ 0 _ ه6+مه-_ 


۰ ۰ ۱ 0 
(0 هو العنصر الصفری فى ۸) 1 8 bb‏ 7 5 


0 0 
لان 01-820 جه - < - 
(لان 1 بر 
كذلك فإن © ب وا : 
1 1 
0 =1 > (1()0) = (1()1) 
وهذا تناقض لأن ۸ نطاق متكامل وبالتالى 0 1# 


۳۹٤ 


سه | ه 
5 
نب 
قم 


(لأن ۵1-261 ) 
أى أن لكل عنصر فى (0) | (۸)© يوجد معکوس بالنسبة للعملية (للرابط) ۳.۳ . 
أى أن (.,+,(0)۸) حقل 
ش (0)8 ج 1:R‏ 
)٤(‏ الراسم گب ۳ مونومورفيزم لأن : 


اه ما ام »== ج )ضR:ı(a)=1‏ ۰ ۷۵,۵ 


أى أن 1 راسم واحد لواحد (أحادى) 











+ رک گس(‎ “= ı(a)+ 10) 
25 ذه‎ 8 
1(ab) = 1 OD TT 1(a)1(b) 





أى أن 1 هومومورفيزم وبالتالى هو مونومورفيزم 

يتبقى أن نثبت أن الخاصة العالمية (الكونية) متحققة : 

)5( لیکن > خقلا » × ج ۸ :مص مونومورفيزما حلقیا . إذا كان >¿ + (۵000: 4 
مونومورفيزما حلقيا بحيث إن © = 01 فان : 


2 ضا وطق ود كة: 2 
(9)0(16(7 2( = )0(7 = (۵6: )۷69 


۳۹۵ 


"(60(606م = “((0)1)0((9)1)6 = 
أى أنه يوجد على الأكثر © واحدة تحقق المطلوب . 
ونثبت الآن أنه يوجد بالفعل هذه ل © كالآتى : 


لیکن > ج (0)7 : © بحيث إن (ap)‏ = )0 لجميع (0)19 7 
وليكن گے . عندئذ فإنه ينتج أن : 'طه = 2885 وبالتالى فان : 

7( 006 (م)م = +“(6م(م)م > (6)م(م)م = a'b = ab' => p(a)p(b)‏ 
أى أن ۵= ۵0 أى أن 5 معرفة جیدا (موجودة) 


ونبرهن آخیر) على أن الراسم ۵ هومومور فيزم بالفعل كالآتى : 


ad +6 
bd. 


= p(ad +bce\(p(b)p(d (۲ = (p(a)p(d (+ pb )p(ce))p(d ) ۵)0( ۲ 


( = p(ad +bce)p(bd ) 





06 . ad 35 55 


0 + 56 = ۲( 4م (6)م + “(0(06)م = 


4 cC 


0 0) = p(ac)p(bd (۲ = p(a)p(c)(p(b )p(d (( " 


= 2 )6006000( (۲ = Kab) ' '(04(ع0‎ = PERC), 
ابدالی £ ایدالی‎ × 


1= (0(۳0م - 9۵ 


أى أن © هومومورفیزم . 
نهاية البرهان . 


۳۹۹ 


لاحظ أن حقل القسمة لنطاق متكامل هو أصغر حقل يحتوى على النطاق المتكامل . ويقال 
فى هذه الحالة إن النطاق المتكامل قد غمر (0060060ه) فى الحقل . (انظر مثال 4۰ فى 
(۸-۲-۱)) . فإذا كان × هو حقل القسمة ل ۸ النطاق المتكامل » وکان ‏ حقلا آخر 
يحتوى على ۲ فان : > غ1 ح 1 
4-۱-۳ أمثلة : 
(۱) 7 نطاق متکامل » حقل القسمة ل 2 هو © : 
16 4,200 

(۲) حقل القسمة لنطاق متكامل منته (منهتم00 1216221 116م6) هو نفسه » لأن النطاق 
المتكامل المنتهى يكون حقلا » وهو بالطبع أصغر حقل يحتوى على نفسه . 
(؟) ليكن × حقلا . ينتج أن ]6 نطاق متكامل . يشار إلى حقل القسمة ل []۸ 
بالرمز 10 غالبا » ويسمى حقل الدوال الكسرية أو حقل الدوال النسبية 
of relational functions)‏ 11610 ع16) فى غير المحدد × » والمعاملات من 7 . 
(۶) الحقل ()/۸ حقل الدوال الميرومورفية (The field of meromorphic‏ 
(832611025 على € هو حقل القسمة ل (27)00 النطاق المتكامل للدوال الهولومورفية 
(التحليلية » القابلة للتفاضل) على © . 
-١1-ه‏ أمثلة محلولة : 
مثال ۱ : صف حقل القسمة للنطاق المتكامل الجزئی(ہ1ے ٣٥ل‏ طںء امتوعاصا 126) الاتی: 

D := {m+ ۷2 ۷ Z2} 
الحل_: حقل القسمة ل ( هو أصغر حقل يحتوى 7 » الذى يكون فيه المعكوس الضربى‎ 
: لكل عنصر فى (0) 1( ۰ أى يكون هو‎ 


(© »ويم | 2 لو {p+‏ = }0+ 2۴+ 7,۴ لم 
۱ 7 + 7۳ 


۳۹۷۲ 





مثال ۲ : حدد إذا ما كانت التقارير الآتية صحيحة أم خاطئة : 

(۱) 1# هو حقل القسمة ل 18 

(ب) € هو حقل القسمة ل 1۲ 

(ج) إذا كان 7 حقلا فان حقل قسمة ل 7 یکون متشاکلا (آیزومورفیزما) مع 7 . 


( د ) حقيقة أن النطاق المتكامل ۸ ليس له قواسم صفرية قد استخدمت بقوة عدة مرات 
فى إنشاء حقل القسمة (/)© 
(ه) كل عنصر فى النطاق المتكامل ۸ » يكون وحدة فى حقل القسمة (۸)@ 
( و ) كل عنصرغير صفرى فى النطاق المتكامل ۶ يكون وحدة فى حقل القسمة (۸)@ 
( ز ) حقل القسمة 7۰ لنطاق متكامل جزئى '2 من نطاق متكامل 7 يمكن اعتباره حقلا 
جزئيا من حقل قسمة ل 7 . 
الحل : (1) ۰ (ج) ۰ (د ) » (و )۰ (ز ) صحيحة » (ب) ٠‏ (ه) خاطتان . 
مثال_۳ : برهن على أن حقل القسمة للنطاق المتكامل 
Zi] := {a + bi | a,be Z}‏ 
يكون 
Q}‏ ء {r + 57| r,s‏ : [00]7 
البرهان : أى حقل یحتوی على 2 ۰ يجب أن یحتوی على [7]@ ۰ ) 
والان ليكن [:7 ع a+bi,c+ di‏ « 0 + 3 + : 
ی a +bi _ (a+bi)(c- di) _ 06+ 0 +0067 ad)‏ 
c+di (c+di)(c-dî c” +d?‏ 
أى أن حقل القسمة ل [27 هو حقل محتوى فى []) . ومع (*) ينتج المطلوب مباشرة . 


QI] 





تمارين 
(۱) لتكن ۸ حلقة إبدالية » ولتكن (0) # 7 مجموعة غير خالية من ۸ » مغلقة بالنسبة 





إلى الضرب (طمتاعهذامتا ناه 112061 010560) ولاتحتوى قواسم صفرية . 


۳۹۸ 


مبتدئا ب 7 لمك ان کار ری هلق کنمة ريه 00019 معا ضن موب 
تقریبا فى انشاء حقل القسمة لنطاق متکامل . برهن على وجه الخصوص أن : 

(1) (7 ,0 لها عنصر وحدة حتی إذا لم يكن ل ۸ عنصر وحدة . 

(ب) فى (7 ,0)۸ کل عنصر غير صفری من 7 یکون وحدة 

(۲) بالاشارة إلى التمرین (۱) » كم عدد عناصر الحلقة ((0)2,,01,3 ؟ 

(ارشاد : 1 » 3 وحدتان فى ,2 . عدد العناصر المطلوب 4) . 

(۳) بالاشارة إلى التمرین (۱) صف الحلقة ((۷ ۱۸ "0)2,)2 ۰ وذلك بوصف حلقة 
جزئية من 16 تکون متشاكلة معها . 

(الحلقة الجزئية المطلوبة هى إ١ (GG, © Z,ne‏ 


(4) بالإشارة كذلك إلى التمرين (۱) صف الحلقة ([ 76| "0)32,16 بوصف حلقة 
جزئية من 8[ تكون متشاكلة معها . 

(۰) حدد إذا ما كان التقريران الآتيان صحيحين أم خاطئين . 

(1) إذا كان ۶ حقلاً فان وحدات ]77 هی بالضبط العناصر غير الصفرية فى ۲۳ . 

(ب) إذا کان 7 حقلاً ۰ فان وحدات ۳۵ ( = حقل القسمة ‏ [۳]2) هی بالضبط 
العناصر غير الصفرية فى ۲ . 

(7) برهن على أن حقل القسمة لحقل 7 يكون متشاکلا مع ۴ . ۱ 

(۷) وضح لماذا لایمکن أن ننشیع حقل القسمة لحلقة إبدالية ذات عنصر وحدة » لکنها 
ليست نطاقا متکاملا . 

(۸) لیکن 7 نطاقا متكاملا » ولیکن 7 حقل القسمة ل 2 . برهن على أنه إذا كان ر أى 
حقل يحتوى 7 » فان £ يحتوى حقلاً يتشاكل مع . (أى أن حقل القسمة لنطاق متكامل 
0 يكون أصغر حقل يحتوى على 2 ) . 


۳۹۹ 





۲-۳ العناصر الأولية والعناصر غير القابلة للتبسيط 


Prime elements and irreducible elements 


۱-۲-۳ تعريف : 

لیکن ».2 عنصرين فى نطاق متكامل ۸. يسمى 8 قاسما(017150) لے » إذا وجد ۸ ع0 
بحيث إن: ٥ط‏ = 2. ونكتب (كما سبق) م6 » بينما نكتب ج لئ إذا لم يكن الأمر كذلك. 
ونسطيع بسهولة شديدة البرهنة على الملحوظة الآتية : 

۲-۲-۳ ملحوظة : 

لیکن ۸ نطاقا متکاملاٌ » ۸ 1٤‏ عنصر الوحدة فيه . عندئذ فان : 

۱ ۰1۱۵ : ae ۲ لجمیع‎ )1( 

(ب) مزاع هزه = »| 

(ج) لجمیع ال ,دورود : 6 يه | ۵۱۵۰۰۰۰ > (,ه<+...+ يهيد + (xa‏ |6 
(د)1|مه 6 ((220 - ۳ كما سبق) 

(ه) لجميع "عه : هزم > bu)|a‏ 

( و ) [ط][»] ج> ۸۱۰ ([م] المثالى المتولد من © › كما سبق) 

۲-۲-۲۳ : تعريفا : 

ليكن ۸ نطاقا منکاملاٌ . يقال لعنصرین ۸ ۵,0 انهما یتشارکان أو متشارکان 
(38550018316) إذا وجد ۸ ۷€ بحیث إن 9 = ۾ . ونکتب فى هذه الحالة ‏ -© ۰ ولذا 
لم يكن الأمر كذلك نکتب 85+ © . 

4-7-7 ظة : 

ليكن # نطاقا متکاملا . 

a~b + ]2[<]0[ : a,be R (أ)لجميع‎ 

[b|a<a|b] 4 مده‎ : a,be ۲ )ب(‎ 

(ج) - علاقة تكافؤ على ۸ . 

ع 





(أ) "هب" : [ل|ح[ه] ے یوجد b= av › a - bu» : u,v‏ يوجد 


1 ۷ 21 & a=avu : 1,۷ 6 R 
نطاق متکامل‎ 8 
a~b + 1,۷ ۲ أى أن‎ 
ae [b] ta=bu : ue ۲ "ج" : ]يم اه يوجد‎ 
]2[ -]5[ : بالمثل [4]- [0] » وینتج أن‎ . ]4[ ]0[ > 
.b|a > a=bc : 66۲۳ یوجد‎ + a~b : (ب) "ح"‎ 
. ۱۰۰ ad=bcd=betcd=1 : 16۴ “عه جع یوجد‎ 
ج یوجد‎ 0-0 ۰0۰2۷ : c,d ع‎ A واه يوجد‎ |۵ ۰ | : "<" 
a~b < هب 1<ع 2 آی أن “اع وه‎ bdce=b : 0,8 ع‎ 
نطاق منکامل‎ ۲ 
. أى أن لجمیع ۶ عم : ۸-۵ . ای أن - انعكاسية‎ 21 © : d€  عیمجل (ج)‎ 
۰0-1 :0 © RF لجميع ۸ ©5,© :۵-6 > يوجد '[ عه :50 - »هء يوجد‎ 
. b~a آی أن‎ ad=bcd=b : حه يوجد “رك ,نه‎ 
. أى أن - متمائلة‎ 
b=cv<ca=bu : 96۲ ع يوجد‎ 0-0 «< a~b : a,b,ce R لجميع‎ 
زمرة بالنسبة للضرب يقتضى أن‎ ۸ . a - ۰۷۷ : 1۷ 7 هم یوجد‎ 
. © - 6 أى أن سن دعي › ۲۳ »ع ۷ وبالتالى فان‎ vu = we 8' 
. إذن - انتقالية ومن ثم فهى علاقة تكافؤ‎ 


4 . 


: تعریف‎ ٥-۲-۳ 
. لیکن ۸ نطاقا متکاملا‎ 





( أ ) يقال لعنصر ۸ عم إنه عنصر_أولی (احعصهواه مصتم) إذا كان : 
)ا( 2۶0 ۰ امهم 
(۲) لجميع a,be RF‏ : »مهم أو ام 

(ب) يقال لعنصر ۸ ع إنه عنصر غير قابل للتيسيط (امعصعاه 16طنه ماله إذا كان : 
(۱) ۶0« 1۳ 6و 


beR’ رع أو‎ < q=ab :a,beR لجميع‎ )۲( 

(ج) يقال لعنصر فى 7 إنه قابل للتبسيط (00»1016ع) إذا لم يكن غير قابل للتبسيط . 

۰-۲-۳ أمثلة : 

(۱) لأى حقل > : K 1١10(‏ = £ » وبالتالى فان × لايحتوى على أية عناصر أولية أو 
عناصر قابلة للتبسيط . 

: mé N,m <1 لجميع‎ )۲( 

عنصر أولى فی 7 جم عدد أولی فى ,7 جم غير قابل للتبسيط فى 2 . 
(۳) ليكن ‏ حقلا ۰ (1۱10 عه ۰ عط . كثيرة الحدود 6 + × ۾ عنصر غير قابل 
للتبسیط فى حلقة کثیرات الحدود 120 لان : 

< deg(g)=0 أو‎ deg(/)=0 © f,ge K[X] ی - 9 +1۲ حیث‎ 
)))٤( ۰۲( ٥-۱-۲( أو “كل عع (نظر‎ 7 > = (KX) 

)٤(‏ تطبیقا على (۳) : كثيرة الحدود (1 + )2 غير قابلة للتبسیط فى [ ]18 (لان 
"۴ 2) بینما هی قابلة للتبسيط فى [2]0 (لان (1,1-) = 2 › 247 ۰ 2+1۶) 
۷-۲-۳ نظرية : 

لیکن ۸ نطاقا متکاملا » ۸ © بر 

(۱) م غير قابل للتبسیط جم عنصر آولی 

(۲) مثالی آولی [م],(0) ۶ [م] ج م عنصر أولى 

(۲) 2[ه]>[م]: € جه م عنصر غير قابل للتبسیط . 


«۰ 


(۱) یکن ۸ 56,» : هم . م عنصر أولى يستلزم أن © | مأو | م۰ 2۱۵ 
يقتضى أنه يوجد ۸ 66 : © مع ه ومن ثم فإن ۰ مع ظط ه - م . ۸ نطاق متكامل 
يقتضى أن : 5ع > 1 أى أن ۳ عط . الحالة 8 | م مشابهة تماما وينتج أن ۸ ع ©. 
أى أنه ينتج على أية حال أن م غير قابل للتبسيط . 
(۷) "جد" : م عنصر أولى © 0عدم ك (0) #[م] . كذلك م عنصر أولى 
ح 0 مم حه ۲ [مر] (لماذا ؟) 
لجميع ۸ 96,ه : [5] abe‏ © يوجد 6 : مه آی أن 
هم e‏ ام او ط|م >> یوجد d€ FR‏ : 64 -4م أو یوجد ۲ ع۰ : 
م عنصر أولى 
Ji pe=b‏ أنه ae[p]‏ أو be[p]‏ . 
ح " : 2 إp p0‏ . [م] مثالى أولى + #غو[م] > [م] 12 < pe RF‏ 
p|ab‏ يوجد pc=ab : ce R‏ ب ae[p] < abe[p|‏ 
[م] مثالى أولى 
أو [م]5 > يوجد de R‏ : 4 م-ه أو يوجد ؟/ b=pe : ee‏ 
> م|م أو 6 . 
(۲) "د" : ليكن هناك عنصر 06 بحیث إن -[]ت[] ۰ هذا يقتضى أنه 
یوجد عنصر 66۲ : 6 < مر ت 6 أو ۲ عه 
م عنصر غير قابل للتبسیط 
= [ه] = [م] أو ۸ = [ه] (لماذا ؟) : نتاقض . 
"مه" : لیکن 8م م ء حیث ۲ ,هم . هذا يستلزم أن [©] € ر 


۳ 








أى أن [4©] -[م] وهذا يستلزم [©]-[م] أو 7-[4] . /<[4] يستلزم أن 


[] 1€ أى أنه يوجد عم : 1-2۰ آی أن ۲ ع ». [6]< [م] يستلزم أنه 


یوجد ‏ ع بحيث إن : 4 مه . وهذا يستلزم أن : معم > 

۸ نطاق متکامل 
7-1 أى أن “عم . 
۸-۲-۲ نتيجة : 
ليكن ۸ نطاق مثالیات أساسية . عندئذ فان : 
(۱) ۸ ع4 عنصر غير قابل للتبسیط ج+ ۸ عم عنصر آولی 
(۲) م4 + (0) مثالی اعظم ج C۸‏ 4 + (0) مثالی أولى . 
البرهان : (۱) بالرجوع إلى (۷-۲-۳ (۱)) یکون المطلوب هو إثبات أن ۸ عه عنصر 
غير قابل للتبسیط + عم عنصر أولى . 
من (۷-۲-۳ (۳)) عه عنصر غير قابل للتبسیط = ۸ 24€ : ع[ه[ص] . 
ومن حيث إن ۸ نطاق مثالیات أساسية » أى أن كل مثالی فيه یکون على الشکل [«] حیث 
A‏ ©« فانه ينتج أن [م] مثالی أعظم فى ۸ . ومن مثال ۲۸ فى (۲۰-۳-۱) ينتج أن 
[ص] مثالى أولى » (0) [م] ((0) لايكون مثاليا أعظم فى أية حلقة) ومن (۷-۲-۳ 
(۲)) ينتج أن م عنصر أولى فى ۸ . 
(۲) كذلك من مثال ۲۸ فى (۲۰-۲-۱) يتضح أن المطلوب هو إثبات أن : 
CR‏ 4 * (0) مثالى أولى ے ۸ عت 4 + (0) مثالى أعظم . 
والآن من حيث إن ۸ نطاق مثاليات أساسية » فكل مثالى 4 (0) يمكن أن يكتب على 
الصورة ۸ عه ۰ [©]- 4 (0) . ومن (۷-۲-۳ (۲)) ينتج أن © عنصر أولى › 
ومن (۷-۲-۳ ))١(‏ ينتج أن ۸ ©© عنصر غير قابل للتبسيط . ومن (۷-۲-۲ (۳)) 
ينتج أنه لايوجد عنصر ‏ 2 بحيث إن : 1 4-0151 
ومن حيث إن ۸ نطاق مثاليات أساسية فان [2] = 4 يكون مثاليا أعظم فى ۸ . 
٤‏ 





: نتيجة‎ ٩-۲-۳ 
حقلا . عندئذ فان لكل مثالی 4 فى حلقة کثیرات الحدود 67 بحیث إن‎  نكيل‎ 
: تکون التقريرات الآتية متكافئة‎ )0( # 416] [ 


(۱) ۸4 مثالی أولى 
(۲) 4 مثالی أعظم 
(۳) توجد کثبرة حدود غير قابلة للتبسیط /بحیث إن : [/]< 4 ,[ ]5 عر . 
البرهان : من (۱۰-۱-۲) ينتج أن 7 نطاق مثالیات أساسية » ومن (۸-۲-۳) ينتج 
أن التقریرین (۱) ۰ (۲) متکافئان . 
مرة آخری 17 نطاق مثالیات أساسية » فكل مثالی يمكن أن يكتب على الصورة [ع] 
حیث [×]۸ عع . ومن (۷-۲-۳) : 
KX: [ECA]‏ € جه / غير قابلة للتبسيط . ولان [×]۸ نطاق مثالیات 
أساسية فان /] يكون مثالیا أعظم فى [×]۸ . أى أن التقریرین (۲) » (۳) متكافئان . 
۱۰-۲-۳۲ مثال : 
نعتبر الحلقة الجزئية من © الآتية : 

{m+ in.5 e C|m,ne 2(‏ -: [5- 71 
(تحقق من كونها حلقة جزئية من 20). هی على وجه الخصوص نطاق متكامل (تحقق 


كذلك من ذلك!) . الر اسم ۸:75 يى الا + 


m + جم 5لمورز‎ m? + ۶ 
Vx )ی = ( نومير : [5-/-]2 ع زر‎ +in,N5)(m, + ره‎ /5(( 
= U(mm, — و57‎ + i(nm, + mın, )N5) 
= (mm, — 518,71, (“ + 5(n,m, + mn) 
= mm? + 25n n; + Sn m} + 5mîn? = (mî + Sn? )(m} + 5n; ( = U(xX)LU(Y) 


0 


یی هت یک تي ع ا ا وار مس 


| الباب الثالث : القسمة فى النطاق المتكامل Division in Integral Domains‏ 


واضح أن 1 + ۰ 1- وحدتان فى [5-/]2 . نبرهن كذلك على أنه لاتوجد وحدات 
أخرى فى [5-]7 كالآتى : 

لتکن كز +" = u‏ وحدة فى ZN-5]‏ . هذا يستلزم وجود 1-ل .]2 ve‏ بحيث 
إن 1 ع ۷۲ 1 . 

L(u)L(v) = (uv) = 1(1) =1 : والآن‎ 

أى أن 1|()// وبالتالى فان 5۸*(|1+ *) ومن ثم فان 0 = ۸ ء 1 - ”” أى أن 
ue )-1,[(‏ . 


ال 


2+5 
30+ :/5( 





والآن إذا كان 2 هو أحد العناصر 3 أو 2+5 أو 2-5 وکان [5- 4 
قاسما ل 2 فانه یوجد [5-]7 عر بحیث ان : 2 = برد . ومنها ينتج أن : 
9-(2)لم = ()/م/(*)/م . ول 3-(*)// غير ممکن (لانه لایوجد 2 > 7,7 
بحيث يكون 3= 57+ *:7) فإنه ينتج أن 1-(*8)/م أو 1-()/م ومن ثم فان 
xe )1,-1(‏ أو (2-,2) xe‏ 

وإذا كان 5/+- قاسما ل 9 أو ل (3)2+1745 فمن الخاصة 


(10)//(<)// = (مود)/م يتضح أن “50 + = ()// يكون قاسما ل 81 » ومن ثم 


٤“ 





فان (1,3,9,27,81) ۸۸20 . وكما سبق فان ±3 (:ز)// ۰ وكذلك بالمثل 27 ± ()۸۸ 
لجمیع [5-/]2 عر . علاوة على ذلك فان : 


xe )[,-1(‏ چه 1- ()۸/ 
[(4 د نسرا- تم أو (9- 0,7۶ = (x) 29 + [(n‏ 
[((5/-2)س ,2-5 ,(کل +2) کل +0 xe‏ أو 83 +[xe‏ 
[(36ع ,9= ) أو (81- ”,0= ](n‏ ج 81 = (x)‏ 
xe GO+N 5), 302+5), 32-5, 32-5)}]‏ أو (9-,9) [xe‏ جه 
ويلاحظ أن 2-25 ليس قاسما ل (3)2+5 . وإلا فإنه يوجد 
)2-N5(K +5) : 7‏ = (5+ 3)2 وهذا يستلزم أن : 
6= 2+50 › 3= 20 +- وبالتالى فان : 12= 90 وهذا تناقض ( 7 ©6). 
وواضح أن3ء 2/5 24/5 غير متشاركين مثنى مثنى وجميعها أعداد غير قابلة للتبسيط 
فى [5-/]2 
ويلاحظ كذلك أن (5/-02+1/5()2)-<9-3.3 » أى أن 9 كتب على هيئة صورتين 
مختلفتين من عددين غير قابلين للتبسيط » وهذا غير ممكن فى حالة کون الحلقة 2 بدلا 
من [5-/]2 
وأخيرا فان العنصر 3 غير القابل للتبسيط ليس عنصر؟ أوليا فى [5-/2]2 لان 


(5/: - 5(2 + 2) |3 بينما (1/5+ 2) 3۸ . 





۱ الباب الثالث : القسمة فى النطاق المتكامل 00702175 3۱ 





١١-۲-٣۳‏ أمثلة محلولة 

مثال ١‏ : قرر أى العناصر الاتية يكون غير قابل للتبسیط فى الحقل المتکامل الموضح : 
(Î)‏ 567 (ب) 2 ع 17- 

(ج) [2]1 21۲-3 (د) Z‏ 14 

(ه) []0 2-3 و ) []2 2-10 

2-106 Q[X] )2( 2-10 2,,]2[ (ز)‎ 


الحل : واضح أن 2 >5 ۰ 2 17- غير قابلين للتبسيط (1- وحدة فى 2) » 
,14-7 قابل للتبسیط 2-3٤ 2][ ٠‏ غير قابل للتبسيط ٠‏ بينما 
[2]1 > (5- )2 = 10- 26 قابل للتبسيط . 
Q]×[‏ ع(5-)2 - 26-10 : أخذنا 2 عاملا مشتركا على سبيل المثال لكن جميع 
العناصر فى © وحدات إذن 2-10 غير قابل للتبسيط فى [×]@ . كذلك 
[ ]ل) ٤‏ 3- 2 غير قابلة للتبسيط . 

فی (ز ) : [7,]۳ >(5- )26-102 ۰ 2 لها معکوس هو 6 فى ,ر2 . أى أن 
2 26 . وبالتالی فان [],.7 >10- 2 غير قابلة للتبسیط . 

مثال ۲ : هل يمكنك أن توجد عناصر تشارك كثيرة الحدود 2-7 فى : [2]2 ۰ 
Q[X]‏ < امار ؟ 

الحل : فى 711 توجد وحدتان فقط هما 1+ ۰ 1- . وبالتالی فانه فى [212 

2۳-7 بشارك فقط فى 7+ 2۲- 

فى [×]@ جميع عناصر "© وحدات وبالتالی فانه "© ©) ,24۲-79 (7- 002 

كلها تشارك 7- 2 


كذلك فی ZılX]‏ : ام حقل وبالتالى كل عنصر فى Zî‏ یکون وحدة ومن ثم فان : 


°۸ 





© ,]7 /7- 27۲ - (7- 102 كلها تشارك 276-7 . على سبيل 


المثال (7-+42-3-2)0 يشارك 28-7 فى . [×]2 . 
مثال ۲ : اوجد جميع وحدات [1]⁄ 
الحل : كما نعلم (2 ©0|70,72) {m+ nie‏ -: [7]1 
1 ج []1: لم 
m? + n?‏ جم m + ni‏ 
(سنستخدم هذا الراسم فى أمثلة تالية) 
كما جاء فى (۱۰-۲-۳) سيكون 
زر( = (مودائم Zi]:‏ ع Vx,y‏ 


إذا كانت [2]7 > 7۶+ ,7 وحدة فانه توجد [2171 ع ره + ر" وحدة بحيث يكون 


59 


نعتبر 


(m, + n)(m, + ni) =1 

وهذا يستلزم أن 

nyi))) = £(1)‏ + پم( + )لل ی + کر( + pum,‏ 
أى أن ۱ 
m =0, 7 = +1,‏ أو 0= n,‏ ,]+= وج 1= +n?‏ لس > m)=l‏ 000 
أى أن وحدات [2]7 هى : 11 › 7+ . 
مثال ٤‏ : برهن أو انف : 
كل عنصر قابل للتبسيط فی 7 يكون قابلا للتبسيط فى [1]⁄ 
الحل : التقرير خاطئ . 7 5٤‏ غير قابل للتبسيط بينما [71 (۰5<)1+2(1-27 من 
مثال۳ السابق مباشرة []7 1+2٤‏ ليس وحدة ‏ وبالتالى فان [:71 5 قابل للتبسيط . 
مثال و : برهن على أن 6 لايمكن أن تكتب بطريقة وحيدة (بدون حساب التشاركات 


1۷ -5[ منا)) كحاصل ضرب عناصر غير قابلة للتبسيط فى‎ to associates) 





الحل : (5-/-5()1-/ +1) =6=2.3 
تتت آن. [5- ]> 14-5 یر قابل للش + 
إذا كان ×= 1+5 حیث [5- ]2,2 فان : 


۱ (1,2:13,26) > )۸ ج 26 = (5- ۰+ = [1(xy)‏ = (بر)لر تائم 
1=( +« وحدة (رأينا فی(۱۰-۲-۳) أنه توجد وحدتان فقط فى [5-/1 هما±1) . 
6= ۸۸۵ * 21( + بر وحدة . 
۸۵22 + 22 568+ لبعض 2 0,0 ۰ وهذا غير ممکن . 
3= ۸/۵ + 2-13 */5+ ۵ لبعض ,2,۸7 : أيضا غير ممکن 
ان 1+5 غين قابل للتبسیط فی 7-5 
سنت كذلك آن 7/5 2 غير قابل للتبسیط . 
إذا كان × =2 حیث 2-5 > زرد فان : 
}1,2,4{ > )لم > 4 - )1(2 = L(x)1(y) = (xy)‏ 
1= (×) سه ×وحدة فى 7/5 
4- )لمر > روحدة فى 74-5 
2= (۸ > 2= 58+ لبعض ,0,67 » وهذا غير ممكن . إذن 27-5 


غير قابل للتبسيط . 
بالمثل [5-/]2 e‏ 5-/--3,1 غير قابلين للتبسيط . 
نهاية البرهان . 


مثال ٩‏ : اختبر إذارما کانت العناصر الاتية غين قابلة للتبسیط فی [:]7 
(1) 5 (ب) 7 (ج) i‏ 4+3 (د) 6-7 
الحل : ( 1 ) ليكن ر×=5 حيث 2 زد y=c+di « x=a+bi‏ 


1۰ 


}1,5,25{ ع )لم > (جز)لم(<)لم = Hy)‏ = 25 ج 
× وحدة فى [21 ج 21 (۸۸ 
بر وحدة فى [7]1 5 1=( 255= تال 
+d =5‏ 7 = ر |,5 = 82+ ۾ =" × اج 5 = (ی ۸ جه 5 = (دائر 
c= 0 =2‏ أو 1+ - c=+2,4‏ » 22 - 1,5 - ه أو a=+2,b=+±1‏ جه 
وبسهولة يمكن الاستدلال على أن : 
(- 2( +2) =5 
أو أن 
20-2 +0 = 5 
ولا یعنی هذا أن هناك تحلیلین مختلفین ل 5 فى [2]72 (وسنعلم فى (۲-۳) أن هذا 
لايمكن أن يحدث فى [:]7) لان 
(1-2i(1+2D‏ = (1-:2-)ز([ + زص)ز - 3 - 32 + 2) 
حيث ۶ وحدة فى [211 
ومن حيث إن "([:]2) /2,1-2 +1 ۰ أى ليسا وحدتين فى '([2]7) (مثال۳ السابق) 
» فيكون 5 قابلا للتبسيط فى [2]12 
(ب) ليكن برءد- 7 حيث [211 ع زرد y=c+di «< x=a+bi‏ < 
}1,7,49{ > («)لم > (نز)لم(* )لم = (نود)ئر = 49 
وحدة [2:11 ©< ج 1= (x)ل/‏ 
وحدة [71 > نرج 1=( ج وه =( 
a” +b” = 7 ,a,b € 7‏ =| ”× رج 7= (x)‏ 
لايوجد 7 ع ط,ه بحيث يكون ‏ 85-7 + ”۾ 


إذن 7 غير قابل للتبسيط فى [2]4 . 








yJ =c+ di «< x=a+bi «< x,y € ]:[ (ج) ليكن 0 -:3 +4 حيث‎ 


}1,5,25{ ع («)لم > (بز)لم(* )لم = (xy)‏ = 25 جد 
وحدة [2]1 »ع ج 1= (<«)لم/ 
وحدة [211 ع نرج 21 (نر)لم جح 25 - تلم 
7 تم =| برد 5, 652+ ه | × د 5 ج 5 - (بر)رر ج 5 = («)لر 
حيث .2 ع 61 ,0,۳,6 
2 - وراد ده أو 21+ - 20,4 ده , 2 - 1,5+ - ه أو 1+ ,هدعم ج 
ويمكن هنا كذلك الاستدلال بسهولة على أن : 
(7- 2)2 +1 = 31 +4 
ومن حيث إن: - 2ء1 2 +1 ليسا وحدتين فى []۰7 فيكون : 3 +4 قابلة للتبسيط فى [:21 ٠‏ 
( د ) لیکن بر 6-77 حیث [211 > ر,x×‏ 
(x) > )1,5,17,855(‏ > (نز) مم L(x‏ = (مود)ام = 85 = 
وحدة [2]1 ع x‏ ج 1= )x(‏ 
وحدة [211 ع بر < 1= (۸0 < 85 = )لم 
2 + ”ع = 17, +b‏ ”۾ إ × د 5 ج 17- (ز ۸‏ 5 - (د)لئر 
حيث ,1 € (y=c+di ۰ x=a+bi) « a,b,c,d‏ 
4+ - 4 ,+= أو 1+- 14,4 ده › 142 1,5 -ه أو 1+ - ,مدع ج 
وكذلك نستدل هنا بسهولة على أن : 
(1-27)+4) = 6-71 
ومن حيث إن 1-21 ۰ :+4 ليسا وحدتين فى [7]1 ۰ فيكون :7 - 6 قابلاً للتبسيط 
فى [:]7 . 
مثال ۷ : لیکن 7 نطاقا متاکاملا . يقال للراسم ,7  -«‏ : ۷ إنه معيار ضربى على 2 
norm on (‏ icativeاmultip)‏ إذا حقق الشروط : 
1۲ 


(أ)لجميع 2 ع : 77)0(<0 ۰ 0 ۷۵ إذا كان وفقط إذا كان 0= 
(ب) لجمع 2 ع ۵,۸ ۰ (77)0(77)/7 N(a8)=‏ 
برهن على أنه إذا كان 7 نطاقا متكاملا مع معيار ضربى × فإن 1- (77)1 » لجميع 
الوحدات 2 ع »: يكون 21 ()۸۷ . وإذا كان لجميع 2 عي : 1-(77)0 فان به 
تكون وحدة فى 7 » عندئذ فان لكل 7 ع 7 بحيث إن م N)7(=‏ ۰ 2 عم عدد 
أولى يكون 77 غير قابل للتبسيط فى 7 . 
البرهان : 
۸701 > 2۷0۸0۰۱۵-۷0۸ 
( نطاق متکامل 
ولذا كان 2 6 وحدة فانه يوجد 7 ع "س بحیث إن 1-1 . والان : 
u) = N(u (2۷ )(‏ ۷۲۵۸ ۸۷0 1 
ولأن ()7۷ عدد صحیح موجب فاٍن 1= (27 
والآن لیکن 2 ع 2 بحيث إن م N)7(=‏ ۰ 7٤م‏ عدد أولى . 
لیکن 0/7 = 7 حيث (1 © /,0 . لدينا 
(8) ۵(2۷) ۷ = رتبه) ۱۷ - (م) 2۷ p=‏ 
هذا يقتضى اما أن يكون 21 (77)0 وإما أن يكون 1-()77 . ومن الفرض هذا 
يعنى أنه إما أن يكون 0 وحدة فى 7 وإما أن يكون / وحدة فی ‏ . أى أن 77 غير 
قابل للتبسيط فى ط . 
مثال ۸ : حدد إذا ما كانت التقارير الآتية صحيحة أم خاطئة : 
(أ) إذا كان 7۳ حقلا » فان N‏ المعرف كالآتى : 
N(f(X)) = 0680 )16((‏ 
يكون معيارا ضربیا على ]7 
(ب) لیکن ۲ حقلاً › وليكن ۷ معرفا كالآتى : 


N(f(X)) = 27+» 

لجميع ±0 (26)/ › 0= (۸۷0 . N‏ معيار ضربى على 710 . 
الحل : (! ) خاطئ (ب) صحيح . 
مثال ٩‏ : لیکن 7 نطاقا متکاملا مع معيار ضربى × ۰ بحيث إن 1-(77)0 إذا كان 
وفقط إذا كان 0 وحدة فى 2. لتكن 7 بحيث إن : }2 ع0 ,1< ۰۷0۷۵۱۷۵ 
برهن على أن × غير قابلة للتبسيط فى 2 . 
البرهان : لتكن 7 قابلة للتبسيط فی . إذن يوجد 4€ ۰ ع۰0:/0 8 0۶0 : 
۵0 - ۲ . هذا يستلزم أن : N(@6) = N(@)N(6)‏ - (۸۷)۲ . 
08€ هذا يستلزم أن 2/)60<1 ۰ 1< N)8(‏ (0< ۷۵۵ لجميع 2 ع › 
,7ب N) -1 › N:‏ ج '7 ع2 ) وبالتالی فان 1< N)@(‏ < ()77 : تناقض . 
مثال ٠١‏ : برهن على أن [7]1 1+7 غير قابل للتبسيط . 

۷ : 2]:[ 3Z 
جر زم + و‎ a” + و‎ 
. 2 وهی بالضبط وحدات [2]2 ۰ 2 -(7/)1+2 ۰ 2 عدد أولى فى‎ 
. 21]2[ من مثال ۷ السابق ينتج أن : + 1 غير قابل للتبسيط فى‎ 
» طريقة أخرى : استخدم الطريقة السابقة ر× = 1+1 » حيث [2]۶ ©ز,<‎ 
.. (دود)م = ( +0 - 2 ۰ وأكمل‎ = (11) ( 
عم ء لا يقبل القسمة على مربع أى عدد أولى . لتكن‎ N ليكن‎ : ١١ مثال‎ 

7+ -«[ ح‎ {a+ «| عطره‎ Z} 

(] ) برهن على أن ۷ المعرف + 42 = (2/)0 حيث «/:+۵-:0 هو معیار طبیعی. 
(ب) برهن على أن 1= (۷)۵ ج [-/:]2 4€ وحدة . 
البرهان : ( أ ) واضح أن 0< )۰7۷ 20 )2۷ هج 0< 20 ه ج 0< ,0 


البرهان : ليكن . ۷ معیار ضربی ۰ N(u)=1‏ + ( را ue‏ 


لیکن از + ع = › رز + - 8 ينتج أن : 


٤ 











ac— nbd + i(ad + be) În‏ = 8ه 


N(@B) = (ac— nbd)? + (ad +‏ ج 
(a? + bn)(c? + dn)‏ = ور + ac? + nbd? + adn‏ = 
=N (@)N (8)‏ 
(ب) لتكن a+ ib.‏ ديه : +n =1 oş (a+ibln)(a-ibn)=1‏ نوج NQ@=1‏ 
a= a+ib.ln e (Z[N-n])`‏ 4+ 
مثال ۱۷ : أجر ماسبق أن أجريته فى مثال ۱۱ إذا كانت الحلقة هی : 
EGER GbE 27)‏ 
وكان |82 - 2ه |= (/2۷)۵ حيث a = a+ b۸‏ د [:/2:]1 
اليرهان : ( أ ) ليكن بل +ه -يمه » ول +ء - 8 > 
(a+b. În (ce +d n) = ac + nbd + (ad +bc).ln‏ = 0 
N(«8) =| (ac + nbd)” - n(ad + bc) |‏ ج 
ac” + nbd” -na”d? - nbc? |‏ |= 
N(a@)N(8)‏ =| توم تم || a” - nb?‏ |= 
واضح أن 0 <| ظ۸ - 2ه - (@) N‏ » 0= *:7- 2ه إذا کان وفقط إذا كان 
a-b.ln =0 + (a+b ln )(a-b.ln) =0‏ و 0= رامق جه 
ب <a=0‏ 9-0 جه 0= رل + -به 
(ب) 
nb = +1‏ - توج 1-| a” - nb‏ ره 1= N(@)‏ 
(a+. nb)(a— nb) = +1‏ ¢ 
إذا کان 1= (ظ ۸ط -)( ۸ط + ») فان [2]/۸ ء 7+ یکون وحدة 


t1٥ 


| الاب الشالث : القسمة فى النطاق المتكاصل 90902105 ۵۱ا9 0( 81015000 أ 
وإذاكان 1- = (طم/ءط-ع)(ساءط +ده) فان 1= (#«أءط +۵-(«ل+ه) 

ويكون Z[Nn]‏ ح رل + هج كذلك وحدة . 

مثال ١‏ : برهن على أن العنصر 5 هو عنصر أولى فى النطاق المتكامل [5-/]7 
البرهان : إذا كان (5-/4 +ع)(5-/١ط‏ + )| 5-/. حيث 72 ٤‏ به,ط,ه 





فإنه يوجد 5-/ودر+ حیث 2 6 زرتد بحيث يكون 
)1( (5-دبر +عر) 5-/. = (5-/.4 +ع)(5-أدط + ع) 
وبوضع 5-/- بدلا من 5ل فى (1) (لماذا يكون هذا جائزا ؟) 
نحصل على : 
)2( (5-أبر -ع) 5-/ = (5-/.4 (a-b-5)(c-‏ 
من (1) » (2) نحصل على : 
(2برك + 502 = (502 + (a + 5b*)(c?‏ 


ی 
(a + 5b”)(c + 5d?)‏ |5 
ا 
ac” + 5ad? + 5828 + 25b? d2?)‏ |5 
ولكن 
5ad?” + 502:0 +, 7‏ | 5 
وهكذا فإن : 
|5 


5 عدد أولى فى 72 فينتج أن 5|242 أو “©5|6 
ه | 5 يستلزم أن ©|5 لأن 5 عدد أولى فى 2 . 


٤١٦ 


١‏ ج و و 
(القسم الثائى) 


| اس ای ل a‏ ل لل ا ES‏ ل LET RR Ea LA OI‏ 
7 يستلزم أن ع|5 (كان يمكن الحصول على هذا مباشرة من 5۱2066 › 5 
عدد أولى فى 72( 


6 يستلزم أن »| 5 فى [5-/]2 لأن (5-/-)(5-/) =5 
وفى هذه الحالة یکون (ط5- اہ +) | 5-/. 
»5 يستلزم كذلك أن »| 5 
وفى هذه الحالة يكون (#4ك-ل. )c+‏ | که 
ای أن 5ل عنصر أولى فى [5-/2]0 
طريقة أخرى : لیکن (5- ہ4 +ع)(5-/+ط + ه) | ۷-5 
حيث 72 ع ,۵,0,6 . ينتج أن : 
bc)]‏ + ه) 5 + 50 [ac-‏ | 5-/ه 
| 5 ج وه | 5-ل. ج ۵-500 | 5ہ ج 
وأكمل كما سبق . 
مثال ١4‏ : برهن على أن [5-]7 216 يمكن أن يكتب على صورة حاصل ضرب 
عناصر غير قابلة للتبسيط بأكثر من طريقة (بدون حساب التشاركات) 
البرهان : (5-/20 +5()1-/20 -1) = 213.7 
بترك للقارئ البرهنة على أن 3 ۰ ۰7 5-/20 +1 غير قابلة للتبسیط فى [5- 71 
(انظر مثاله السابق) 
مثال ۱۵ : برهن على أن 5-/1+3 غير قابل للتبسیط ‏ لكنه غير أولى فى [5-/2]2 . 
البرهان : سنبرهن أولا على أن [5-/2]0 > 5-/1+310 غير قابل للتبسيط . ليكن 
x,y > Z[N-5]‏ ۰ بود = 3-5 +1 . ينتج أن : 
(xy) = [(%)L(y) =1 + (9)(5) = 46 = )2()23(‏ 
۶۷ 





4(x)e )1,2,23,46(‏ ج 


لیکن 5اط + م × فإنه إذا كان ۸2 فان : 2 582+ 42 
ولاتوجد أعداد > ۰ 8 فى N‏ تحقق هذه المعادلة . 
كذلك إذا كان 23 = ()// فإنه لايوجد كذلك N‏ © 2,8 بحيث يكون 23= *5 + ”۾ 
إذا كان 21 (۸/ فمعنى هذا أن × وحدة . أما إذا كان 46 = ()لم فان 1= (بر)ل/ 
وهذا معناه أن بز وحدة . 
إذن [ 5 ]7 e‏ 3-5 +1 غير قابل للتبسيط 
نبرهن الآن على أن العنصر المعنى ليس أوليا . 
نلاحظ أن (2()23) = 46 = (5-/.5()1-3-/.3 +1) 
تاره ان و لفن کی لقاع ی ای وهای اش مق 
أنه قاسم لحاصل ضربهما وبهذا یکون غير أولى . 
لیکن 2= (5-/مدر +ع)(5-/30 +1) حیث 2 ع برد . ينتج أن : 
2 - 5-ل(ز + ×3) + ر15-× 


دح برج 0= بر +6 + ر45 <= 0= بر +2,3= روا سر د 


وهذا مستحیل (لأن 72 > بز) 
ليكن 3 - (5- در +6( 5- 0+3 حیث 2 ع برد . ينتج أن : 
د بر جد 0= بر+ 69 + ر45 = 0= بر +233 - بر15- م 
وهذا أيضاً مستحيل . 
نهاية البرهان . 


1۸ 


ا ی ةر ا جيم ست چچ ا يب ی ی ا چب 


مثال ١5‏ : ليكن ‏ حقلا » وليكن [)]1 ()0(,2)(,5)م . إذا كان 2620 غير قابل 

للتبسيط على 1:70 » وكان 0(|0)0)00)ء عندئذ فان 00|0)00)م أو 00[5)00)م 

البرهان : لان 506 غير قابل للتبسيط فى (على) ٨][‏ فان [00م] يكون مثاليا أعظم 

فى [۳۲ (نتيجة ))٩۳۲-۳(‏ » ومن النظرية )١١-1-١(‏ يكون e‏ حقلا . 

ومن ثم فهو نطاق متكامل . والان لدينا الإبيمورفيزم الطبيعى : 

موم[ ۲۳ ۶00:م 
[(۷)م]+ 20ج( 

ليكن (۵)26 = [(06)م] + (6[)ه = ((6[)ه)م ۰ 0)ط- [0ن)م] + 0)ط- )مو 

ولأن (26()36)» | (٭)م فإنه يوجد 9006 بحيث يكون (±)4(×)م = (6(۵)۲)» 

وبالتالى فإن : 





a(X) b(X) = a(X)b(X) = a(X)b(X)+ [p(X)] 
= ]p)¥)[=0 

ولأن موی ۳۳ نطاق متکامل فان 0= (۵)26 أو 0- (2)26 ۱ 
ای أن [(×)م]=[(×)م]+(¥)ه أو [(26)م] - [(1)م]+ (5)8 وبالتالی فان 
[8)ص]اء0)ه أو [(20)صم] € () ومن ثم فان 220۱۵00 أو (5)26 |(10)م . 
مثال ۱۷ : لیکن 7 حقلا » 00 عنصرا غير قابل للتبسيط (للتحليل) فى 0 . إذا كان 
7 حقلاً يحتوى 77 » وكان هناك عنصر ٤‏ ©ه بحيث إن 0 - (©6)م » فبرهن على أن 
E‏ ج [6[ ]17 :مي 

(0)ر جر ة)ر 


الر اسم هومومورفیزم حلق » وأن نواته هی [()] 


۷ )۲( )( > [۰ 


۶۱۹ 





001 )2(+ g(X)) = 007 + g)(X)) = (f + (م)(ع‎ = f )2( + g(a) 
= 07 )2((+ (g(X)) 
0 06 (9 )06 (( - KOE (( - (g(a) =f ع(0)‎ (a) = (f (X (gE (X )) 


1(a) =1‏ = (0م 
كثيرة الحدود 1 


أى أن © هومومورفيزم حلق . 
Ker(p)= {f(X)e ۲۲2۱| f(a) = 0} ۱‏ 
وهو مثالی . واضح أن (1©7)6 (2)2۲ ومن ثم فان ()۰>2۳ [()] . 
لکن 0)م غير قابل للتبسیط فى 2۲6 وبالتالی فان [(0م] مثالی اعظم فى 7۲ 
(النتيجة (8-۲-۳)) ۰ 
ومن ثم فان (67)0 = [(2)2۲] . 
مثال ۱۸ : برهن على أنه إذا كان م عددا أوليا فى 2 بحیث يمكن کتابته على الصورة 
2 + 42» عندئذ فان اط + يكون غير قابل للتبسيط فى [:]72 . اوجد ثلاثة أعداد أولية 
یکون لها هذه الخاصة. واوجد العناصر غير القابلة للتبسیط المناظرة . 

!1 ج [: 
ا ys‏ 
لیکن ر× = ۵+0 حيث [1]⁄ ع ر,× . لدينا 


م = (xy) = (a + ib) = a +b‏ = (:ز)لم ()لم > a+ bi = xy‏ 
1=( أو 1=( جه 
م عدد أولى 
أى أن × أو بز وحدة فى 7 . وبالتالى فان :0+8 يكون غير قابل للتبسيط فى [:21. 


2 عدد SS‏ 0 
¡ - 1) كذلك 5 عدد أولى به نفس الخاصة » : 2 + 1 عنصر غير قابل للتبسيط مناظر » 
3 عدد أولی له نفس الخاصة » :2 +3 عنصر غر قابل للتبسیط مناظر . 
مثال_ ۱٩‏ : لیکن ‏ نطاقا إقليديا » 4 هو الراسم المصاحب . برهن على أنه لذا كان 
( > 5ر,ه متشارکیین (255001216) فان (0)5 = (7)0 بفرض أن 7 بحقق : لكل 
a,be D‏ : (طه)2 > (0) 4 
البرهان :2 > 0,5 يتشاركان يقتضى وجود وحدتين 1 7,۷ بحيث إن: (1) uط‏ = ۾ » 
(2) 6-0۷ ۰ 1=« ».والآن من (۱) لدينا : (3) (4)5 < (لا5) 4 = (©) 0 
ومن (2) لدينا : (4) (0)©4 < (0ه)2 - (4)5 . من (3) ۰ (4) ينتج المطلوب مباشرة . 
ملحوظة : بعض المراجع تضع هذا الفرض الذى ذكرناه ضمن تعريف النطاق الإقليدى . 
انظر مثال ۳۱ فى (۸-۲-۲) . 
مثال ۲۰ : لیکن 7 نطاقا متکاملا ۰ ولیکن (7 © ,م عنصرین غير قابلین للتبسیط 
ولیکن (م) مجموعة جمیع العناصر المتشاركة مع م وبالمثل () : برهن على أن 
)4( = (م) > ۵ ۶ (۲۱۸() 

البرهان : 
(وحدتان) '12 € مرا ناو < e D :s = pu‏ 35 ج ۵ ۶ ( 69 (م) 

xe بد يايو د سم د عر : “2 376 ج (م)‎ (q) > (م)‎ c (q) 
(حاصل ضرب وحدتين = وحدة)‎ 


بالمثل (م) ‏ (9) وينتج المطلوب مباشرة . 


تمارین 
(۱) صف العناصر غير القابلة للتبسیط فى ]۸0 حیث ۸ نطاق تحلیل وحید بدلالة 


العناصر غير القابلة للتبسیط فى ۸ » العناصر غير القابلة للتبسیط فى 010 حیث © هو 
حقل القسمة ل ۸ . هل هناك صفة آخری لهذه العناصر ؟ (انظر (۲-۲-۳)) 

(۲) حلل 25-77 إلى عناصر غير قابلة للتبسيط فى [ 7, ×]@ » وبرهن على أن 
كل عامل يكون غير قابل للتبسيط . 

(۳) كرر المطلوب فى (۲) بالنسبة لكثيرة الحدود *۲ + × 

× +۲ کرر المطلوب فى (۲) بالنسبة لكثيرة الحدود‎ )٤( 

(ارشاد: نستطیع الاستعانة بنتيجة (۷-۵-۳) التی ستأتی فیما بعد » ومعرفة أن 2 
انطاق تحلیل وحید " كما سیأتی » و النتيجة (۱۰-۰-۳) التی ستأتی کذلك) . 

(5) لیکن ۳ حقلا » ولتکن [1]2 > (26),ه,...,(26)یه,(26(,۵,)2۴) حیث 260 عنصر 
غير قابل للتبسیط . لذا كان ( ۲) ,۵( )ره( 2(|۵,)/۲)م » فبرهن على أن 0 
یقسم (¥),4 لبعض 1 . 

(هذا التمرین تعمیم لمثال ٠١‏ فى (۱۱-۲-۳) . ولکن المطلوب حله بطريقة مختلفة عن 
حل المثال !). 

(5) لیکن 7 حقلا . برهن على أن كل مثالى أولى فى [7]6 يكون مثاليا أعظم 

(۷) برهن على أن A‏ ليس متشاکلا حلقيا مع ,7 © ,2 

(إرشاد: [:7 نطاق متكامل ذو عنصر وحدة :[362 عنصر أولى » وبالتالى فان [3] 
مثالى أولى فى [:]۰2. [:]7 نطاق إقليدى وبالتالى فإنه نطاق مثاليات أساسية ويكون [3] 
مثاليا أعظم فيه. ومن ثم فان و حقل. ,82 ,7 ليس حقلا . لماذا ؟ واملاً التفصيلات) 


(۸) برهن على أنه فى [:]7 : 3 غير قابل للتبسيط ٠‏ 2 قابل للتبسيط 


Ah 





وحدة يكون عنصر؟ غير قابل للتبسيط . 
(۱۰) برهن على أن 1-1 غير قابل للتبسيط فى [2]2 


۱۱۸( برهن على أنه فى مثال ۲ من (۱۱-۲-۳) إذا كان | 42-82 |= (/2۷)۵ حيث 


۸ط + م = » عددا آولیا فان © یکون عنصر! غير قابل للتبسیط فى [/2]0 
(۱۲) برهن على أنه فى النطاق المتكامل ۸ إذا كان ۸ > 5,© يتشاركان فان [5] = [©] 
(۱۳) برهن على أن 7 غير قابل للتبسيط فى [7]/6 ۰ على الرغم من أن (۸۷7 ليس 
أوليا. (وهكذا فإن عكس التقرير فى تمرين )١١(‏ السابق ليس صحيحا ) 

(۱4) برهن على أن ۰2 5/+1 غير قابلين للتبسيط فى [2]0/5 

(۱۵) ليكن © عددا صحيحا أصغر من 1 - ۰ ولايقبل القسمة على مربع أى عدد أولى . 
برهن على أن الوحدات الوحيدة فى [:2]0/0 هی ۰1 1 - . 

(15) لیکن ]@ Z[N‏ ,0 » حيث © عدد صحيح لايقبل القسمة على مربع أى عدد 


اولی + وكان اه وحدة فى [@ ]2 . برهن علی أن كلا من ۵ ؛ م وحدة . 






الو هید Unique factorization domains‏ 
ليكن ۸ نطاقا متكاملا . نعتبر التفريرات الآتية : 

(ت۱) لكل ۸ع . 70م . #۸ توجد عناصر غير قابلة للتبسيط 
R‏ ع ,0,,...,0 بحيث إن : ,¶...,4 > ه . 

(ت 1) لكل ۰06 0ه › ۲ 4¢ توجد عناصر أولية ۸ © ,7 ,...,7 بحيث 
إن : رص...رم = . 


(ت١)‏ إذا كانت رو › ... › ,¢ › دم 0 عناصر غير قابلة للتبسيط فى A‏ 


1 


بحيث إن : 

,۱۰ - ,0.9 فان ى = ٠ ١‏ توجد تبديلة (,7,)=5 7٤‏ بحيث إنه لكل 
(1,2,...,7) 7 العناصر :و » 9 تتشارك . 

(ت۳) كل عنصر غير قابل للتبسیط فى ۸ یکون آولیا . 

۱-۲-۲ نظرية : 

لیکن ۸ نطاقا متكاملا . التقریرات الآتية متكافئة : 

(۱) (ت۱) ۰ (ت۲) 

(۲) (ت۱) ۰ (ت۳) 

(۲) (ت 1) 

البرهان : (۱) -> (۲) : للبرهنة على (ت") ليكن ۾ عنصر؟ غير قابل للتبسیط فى ۸ » 
ولیکن ۵0| حیث ‏ 0,56 . عندئذ فانه بوجد 7 6 بحيث إن : »4 اه . ومن 
(ت۱) توجد عناصر غير قابلة للتبسيط رو ۰ .۰۵,۰۰ 91 ۰ 9۰۰ 9۰ ۰۰۰ 6 


بحیث إن : 


7 


© 0.0, 9 ۰ 6 ۰ 


٠. 


بحيث يكون : /00...0 = ,94,...0,.0,...4 


٤ 


= 


EN E UR 4~ 9 إن‎ 

() © (۳) : واضح . 

(۳) > (۱) : من (ت 17) ينتج أن كل عنصر غير قابل للتبسيط يكون أوليا . 

لأن : إذا كان ۸ ع 4 عنصرا غير قابل للتبسيط » فإنه من (ت "1) توجد عناصر أولية 
R‏ © ,مر,.... ,مر بحيث يكون : ,..., = 4 . ولان ۾ عنصر غير قابل للتبسيط فان 

1 < ۰۲ وبالتالى يكون م = و . 

والآن يمكن أن نبرهن على صحة التقریر (ت۲) کالاتی : ليكن رو ...۰ 4 »9 .. 
بو عناصر غير قابلة للتبسيط (وبالتالی فهی أولية) فى ۸ بحیث إن : 

٩.9, -‏ . لأن 1 عنصر آولی فانه یقسم أحد هذه ال 95 . وبدون أى فقد 
للعمومية (رانلهعصهع 0۶ 1055 any‏ outطwit)‏ لیکن ,9| 4 » وبالتالی فاننا نحصل على 
ي (لأن کلیهما رو ٠‏ و غير قابل للتبسیط)» أى أنه یوجد »ا وحدة فى ۸ بحیث یکون : 
,1...4 = ...02 . وبالاستمرار فى هذا الاجراء نحصل على المطلوب . 

۲-۳-۳ تعریف : 

يقال لنطاق متکامل ۸ إنه نطاق تحلیل وحید (Unique Factorization Domain)‏ 
(باختصار 171 إذا تحقق أحد (وبالتالی جمیم) التقریرات فى النظرية (۱-۳-۳) . 
۲-۲-۳ ملحوظة : 

من المثال (۱۰-۷۲-۳)تکون الحلقة (النطاق المتکامل) [5-/]2 ليست نطاق تحلیل وحید. 
۳-۳-) نظرية : 

كل نطاق مثالیات أساسية یکون نطاق تحلیل وحید . 

البر هان : ليكن ۸ نطاق مثالیات أساسية . نعرف : 


( © ليس حاصل ضرب عناصر أولية فى م FR,‏ © »,0 * ۵۵ |[ه]) = M‏ 


{o 





إذا كانت م ± 14 فإنه يوجد عنصر أعظم فى 4 بالنسبة للاحتواء (لاحظ أن ۸ نطاق 
مثاليات أساسية +۸ نويترية) . ليكن [4] عنصرا أعظم فى ۸ . ينتج من تعريف ۸ 
ومن (۷-۲-۳ (۲)) أن [4] ليس مثاليا أوليا وهذا يستلزم (من مثال ۲۸ فى (۲۰-۳-۱)) 
أن [] ليس مثالیا أعظم فى ۸ . ولأن ۸ نطاق مثاليات أساسية فإنه يوجد ۸ ©5 بحيث 


إن 15 >[5]-41] . وهذا يستلزم أنه يوجد ۸ 6 بحيث يكون © 5 = 4 وهذا يقتضى 
أن [©][56]-41] (لان : ۸ + [5] ومن ثم فان ۳ »عم وبالتالى فان [06[7]6]) 
وهذا يستلزم أن 34 0[2] » 1 #[ء] . والآن 0غدءر,ط » وكذلك 7۳ »حرط (لأن 
[0] #[4] ينتج أن ۲ ۶ه) فينتج من تعريف ۸ أن ...<< ,2.8 ده 
حيث ,م ۰ ,7 عناصر أولية . ولكن هذا يستلزم أن ,,2...,ت,م...,م = 4 وهذا تناقض 
مع فرض أن 14 >[4] . أى أن # - 14 . وينتج المطلوب مباشرة . 
6-۲-۳ نتيجة : 
من النظرية )٩-۱-۲(‏ كل نطاق إقليدى يكون نطاق مثاليات أساسية ومن النظرية (۳- 
4-۳) السابقة مباشرة كل نطاق مثاليات أساسية يكون نطاق تحليل وحيد . أى أن : 

۸ نطاق إقليدى ج ۸ نطاق مثاليات أساسية +۸ نطاق تحليل وحيد 
۰-۳-۳ أمثلة محلولة : 
مثال! : فى المثال (۱) من (۸-۱-۲) رأينا. أن 2 نطاق إقليدى » ورأينا قبل ذلك فى 
المنال(۱) من(۱۳-۲-۱) أن 7 نطاق مثالیات أساسية» وبالتالی فان 7 نطاق تحلیل وحید. 
الكتابة (2()2) (3-) (2-) = (3()2) (2()2) = 24 
لاتناقض حقيقة أن 2 نطاق تحليل وحيد فالعنصران 2 ۰ 2- متشاركان » وكذلك 3 » 3- . 
وتغيير ترتيب العناصر لاينقض شيئا . 
ولاحظ أن كل هذا متضمن فى التقرير (ت ۲) السابق . 


A 





مثال ۲ : عبر عن كثيرة الحدود - إن أمكن - فى صورة حاصل ضرب عناصر غير 
قابلة للتبسيط فى النطاقات المتكاملة الآتية : [2]2 ۰ [×]@ ٠‏ [2,,]2 

=4X?-4X +8‏ £ 
الحل : فى [×]2 : (2+ × -2()2()¥7) = 8+ 4- :46 
2 » 2+ - ”× غير قابلة للتبسيط فى [7]2 
فى [×]@ : 8+ 4-4 هى نفسها غير قابلة للتبسيط 
ويلاحظ أن [×] © ع 2 : إذن 2 ليس غير قابل للتبسيط وبالتالى فان التعبير 
[1]© €(2+ × - 2()2()۳۶) = 8 + ×4- 4¥ لايعنى أن / كتبت على صورة 
حاصل ضرب عناصر غير قابلة للتبسيط . 
4X? - 4 +8 = 4X? -4X -3 BA‏ 

2X -3(2X +1( (1)‏ = 
كذلك 
AX - 4 +8 42 +18 +8‏ 
(4X + 2()2۲ + 4( (2‏ = 
هل التعبيران (1) » (2) مختلفان ؟ 
2 حقل » ومن ثم فان [×],,7 نطاق إقليدى (وكذلك نطاق مثاليات أساسية) ومن ثم 
فهو نطاق تحليل وحیدء وبالتالى فان التعبيرين لايمكن أن يكونا مختلفين ونرى ذلك لأن : 
ب - | (206+1-< 4+2 
اليه 

ولان [2,]6 نطاق تحليل وحيد فهو يحقق (ت ۲) 
مثال ۲ : حدد إذا ما كانت التقريرات الآتية صحيحة أم خاطئة : 
(1) كل حقل هو نطاق تحليل وحيد 


| الباب الثالث : القسمة فى الفطاق التکامل Division in Integral Domains‏ یت | 
(ب) كل نطاق تحليل وحيد يكون نطاق مثاليات أساسية . 
(ج) [×]2 نطاق تحليل وحيد 
( د ) إذا كان 7 نطاق مثاليات أساسية فان [](7 يكون نطاق مثاليات أساسية 
(ه) إذا كان نطاق تحليل وحيد فان [2]0 يكون كذلك نطاق تحليل وحيد 
( و ) أى نطاق تحليل وحيد لايحتوى على قواسم صفرية . 
( ز ) فى أى نطاق تحليل وحيد إذا كان 4 | م حيث م غير قابل للتبسيط » فإن م نفسها 
تظير ون كن سارل لس 
(ح) كل عنصرين غير قابلين للتبسيط فى نطاق تحليل وحيد يكونان متشاركين . 
الحل : 
(أ) صحيح كما سبق فى مثال ۲۰ من (۰)۸-۲-۲ )٤-۳-۳(‏ 
(ب) خطأ : [2]2 نطاق تحليل وحيد لكنه ليس نطاق مثاليات أساسية . (كذلك (ج) 
صحيح ) 
( د ) خطأ : 7 نطاق مثاليات أساسية » لكن [7126 ليس نطاق مثاليات أساسية . 
(ه) صحيح 
( و ) أى نطاق تحليل وحيد هو نطاق متكاملء وبالتالى لايحتوى على أية قواسم صفرية. 
(ز ) خطأ : مثال مضاد : (2- -)(72-) = (2+ 207 -4 + 2 3 [ ZX‏ 
1- وحدة فى [ ]7 
(ح) خطأ 7 2,3 بینما 3+ 32,2 حيث 1+ هما الوحدتان الوحیدتان فى 2 . 
مثال 4 : اضرب مثالا لبيان أن كثيرة حدود [0]ع فى ۵71 حيث 1 نطاق تحليل وحيد 
(وبالتالی [×]2 نطاق تحليل وحيد) قد نون قابلة للتبسيط » بینما هی فى [06]/ › حیث '/ 
هو حقل القسمة ل 7 » غير قابلة للتبسيط . 
الحسل : (2+ )42+ 2۲ - ()ع 2[3]© غير قابلة للتبسيط لأن “© ع 2 
بينما (5)ج د 711 قابلة للتبسيط لأن *([2]7) 26 + ×,2 . 


۸ 





مثال 5 : ليكن 7 نطاق تحليل وحيد . هل 12 (ظ هی مجموعة الوحدات فى 2 ۰ 

كما هو متوقع !) تمثل زمرة بالنسبة للضرب فى ظ ؟ 

الحل : على الرغم من أن * ۱ مغلقة (010560) بالنسبة للضرب فى 2 . أى أن : 
“ام ع نود : 2١2“‏ ع ,۷ 

الا أن عنصر الوحدة ”1“ لا ينتمى إلى 21١2“‏ » لأنه عنصر فى 2 ۰ "< . وبالتالى 

فان "۱ لاتمثل زمرة بالنسبة للضرب فى 7 . 

مثال 1 : ادرس التحليل إلى عناصر غير قابلة للتبسيط فى ,7,697 . وعلى سبيل 

الخصوص اعتبر العنصر (0 ,1) 

الحل : ليس كل عنصر غير وحدة (1ننا00) ولايساوى الصفر فى 2 2,69 يمكن 

تحليله إلى عناصر غير قابلة للتبسيط فى 2 © ,2 

العنصر (1,0) ليس وحدة فى ,7607 ۰ وكل تحليل لهذا العنصر يحتوى على العامل 

(1,0) » وهو قابل للتبسيط » لأن (±1,0()1,30) = (±1,0) مثلا . العناصر غير 

القابلة للتبسيط فى 72 © 2 هی فقط (م,±1) ۰ (1+,4) حيث م » ۾ عنصران غير 

قابلين للتبسيط فى 2 . 

مثال ۷ : برهن على أنه يوجد عدد لا نهائى من الأعداد الأولية . 

البرهان : (إقليدس) : لتكن رم » دم » ... ۰ ,م جميع الأعداد الأولية فى 7 . هذا 

يقتضى أن ,17+ ,ص... رص عد 0,±1 . هذا يقتضى أن 1+ ,م... رمم له على الأقل 

قاسم وهو عدد أولى . أى أنه يوجد 7> > 1 بحيث يكون (1+ ,2... ر2ر) | رثر ٠‏ 

ومن ,5... رمرم | ,م ينتج أن 1| ,م . تناقض 

مثال ۸ : برهن على أن : م عدد أولى فی 2 م عنصر أولى فى [2]7 أو يوجد 

عنصر أولى []7 ٤‏ 7 بحيث يكون 772 = و 

البرهان : لیکن م عددا أوليا فى 2 نعلم من مثال ۳ (۱۱-۲-۳) أن م ليس وحدة فى 

[:]21. ولأن [2]7 نطاق تحليل وحيد (لماذا ؟) فإنه توجد عناصر أولية [414 ©,7:...7 

۶:۲۹ 


بحيث يكون ,...,25 = مر . وهذا يقتضى أن (,7575(...)7,75)- 7م = ”م . على اليمين 
فى المتساوية السابقة تحلیل ل ”م فى عوامل صحيحة كلها > 1 . ولكن [2]7 نطاق 
تحليل وحيد فإما أن يكون 1 7 » وفى هذه الحالة يكون ,2 - م ولما أن يكون 2 < ۰ 
=r,‏ 77 حم . 
مثال 5 : برهن على أن : 7 عنصر اولی فى []7 ے يوجد عدد آولی 2 © م 
بحيث يكون [م] -[2] أو 27 دم . 
البرهان : إذا كان 7 عنصرا أوليا فى [2]2 فان : N‏ © م ۰ 1< rî =1) 7F‏ 
معناه 7 وحدة فى []2 : تناقض) . ومن ثم ولأن 2 نطاق تحليل وحيد فانه توجد 
أعداد أولية 
N‏ © , ,...,م بحيث يكون ,م... ,مرح 77 .ولان 7 عنصر أولى فى []2 فان 7 
يقسم عاملا ما رز » أى أن ,270 رط » [2]1 4€ . 
وهذا يقتضى أن (222()0/5) = ,رم = 7م . مثلما فى برهان المثال ۸ السابق مباشرة : 
إما أن يكون 202-1 » أى أن » وحدة فى [:71 ٠»‏ ويكون المثاليان [رص] » [7] 
متساويين أى [7]<[رم] » وإما أن يكون ,رم = 776 = 00 . 
مثال ٠١‏ : ليكن مر عددا أوليا . برهن على أن ٠:‏ 
(م00م)1- > 5:22 2 37 ج 2 دم أو p=1(mod4)‏ 
البرهان : إذا كان 2 - م خذ 1- -+ . 

إذا كان (1)22004 > م فان : 


عست را ادس عض عه 
(1- م)...( 2 ۳( 9 (p¬-1)!=1...(‏ 


د بای و جر 
a...‏ 7( - 


ارك 


1 ِ ) 1- ۱ 
ضع ).1 . ولان 2 عدد زوجی ينتج مباشرة أن : 


(م0مم)1- = !1-م)ع x‏ 
مثال ١5‏ (۸-۲-۲) 

مثال ١١‏ : إذا كان ۸ مجموع مربعين فان : 

n? = a? +b : ۵,9 جب ,1 ع‎ n= 08 : a € Z[i] 
(۱) 0, < +۶0 هذا و اضح حيث‎ 
والان برهن على أنه إذا كان ,۸...۸ =۸ » حيث رم مجموع مربعین ۰ 1,...,۳ < فان‎ 
. یکون مجموع مربعین‎ « 
: یقتضی أن‎ 0  2][ الیرهان : من (۱) ,0/0 = ,7 حيث‎ 

7 + »ع = (,0:...0,()0:...0) = ,0 0... 02 = n‏ 
مثال ۱۲ :ليكن 1< 7 . «nN‏ م 11م (العدد معبر؟ عنه بتحليله التحليل 
الطبیعی إلى عوامله الأولية) . 
برهن على أنه إذا كان لجمیع الاعداد الأولية (3)0004ع م بتحقق (), = عددا 
زوجيا فان ۸ يكون مجموع مربعين أى 2 © 4,5 ,87+ *ه < 7 
البرهان : من المثال السابق مباشرة يكفى أن نبرهن على : 
(1) 2 مجموع مربعين 
(ب) م عدد أولى » (1)۳0004ع مر عم مجموع مربعین 
لاحظ أن : (23)0004 م عدد آولی ‏ (), عدد زوجی + ”م مربع 
(1) 1-2( +)- 1+ 2-1 
(ب) ليكن (1)004ع م عددا أوليا . من مثال ۱۰ السابق یوجد 2 ×٤‏ بحيث یکون 
(م 200 )1- = ”× وهذا یقتضی أن (1+ /)|م أى أن (:-۲)(:+)|م . ولکن 
۳1 


من الواضح أن م لايقسم 1 + × ولايقسم ز - × +e)‏ » وبالتالى فان م 
لايمكن أن يكون عنصر! أوليا فى [7]1 . فمن مثال ۸ السابق يوجد [:]2 6 7 بحيث 
يكون 777  <‏ . 
نهاية البرهان . 
مثال ۱۳: ليكن 2 ۶ج م عددا أوليا . برهن على أن : 
[2]7 عم عنصر أولى © (302004- م 
البرهان : "سب" : فى مثال ۱۲ السابق برهنا عمليا على أن : 
(10004 > م + م ليس عنصرا أوليا فى [2]1 
(1+2(01-7)-2 ليس عنصرا أوليا فى [:]/7 
"ج" : ليكن م ليس عنصرا أوليا فى [2]7 هذا يقتضى أنه يوجد عنصر أولى 
[2]7 ع 7 بحيث يكون 22 - م (مثال ۸ السابق) وهذا يقتضى أن ”ظط + ”۾ < م 
(حيث ج0+81-7ه ۰ 2 ©0,5) وهذا يقتضى أن (3)0004< 82+ ”۾ غير ممكن 
(لجميع 2 ٤‏ ×: (02004 = ”× أو (0044م)1 - 7« ) . 
مثال 14 : بالرجوع إلى مثال ۱۲ السابق برهن على العكس : 
# مجموع مربعين أى أن 2 ع ط,ه ,642+87- 7 يقتضى أنه لجميع الأعداد الأولية 
p < 3)00004(‏ تحقق 2k,k 6 N‏ = (), 
البرهان : ليكن 7 مجموع مربعين . هذا يستلزم أنه یوجد [:]2 06 بحیث یکون 
2 =" . ومن حيث إن [2]7 نطاق تحلیل وحید فانه یوجد [7]1 © ,7,:...7 
عناصر أولية بحیث پکون : 

0 = R.T, = ٠77٠ 


ولكل 1» حيث ۲> 1>1 فانه من مثال ٩‏ السابق يكون لدينا حالتان : 


۰۳۲ 


الحالة الأولى + : توجد وحدة [217©/[ بحيث إن ,م = 2 حيث ,م عدد أولى فى 2 » 
وهذا يستلزم أن : 
PÎ‏ = ۰.۳۱ :21,7 ,17 
الحالة الثانية : 77 عدد أولى . وهذا یقتضی من مثال ۱۳ السابق أن 
2= رم أو =1(mod4)‏ 77 <: ,بجر 
وهکذا فاننا نحصل فى التحلیل الاولی ل ۸ على العامل الأولى (3)00004<م فقط على 
هيئة مربعات . 
نهاية البرهان . 
مثال ۱۵ : برهن على عکس المثال ۱۰ . 
البرهان : كما فعلنا فى مثال۱۲ نبرهن على أن م ليس عنصرا آولیا فى [:]2 والان 
ينتج البرهان مباشرة من مثال ۱۳ . 
مثال ۱۳ : برهن على أن [6-/2]2 لیس نطاقا إقليديا 
البرهان : لاحظ أن 
25 10 
(6-/.- 6(2 +2 = 

يترك للقاری البرهنة على أن ۰2 5 » 6-/ 2± عناصر غير قابلة للتبسيط فى 

[6-/]2. ومن ثم يكون [6-/:]2 ليس نطاق تحليل وحيد ومن )٥-۳-۳(‏ ينتج أن 

[6-/]2 لیس نطاقا إقليديا . ۱ 


AR 


چم ادوس بانب لکد و ماگ دوم تک ت مات لالج سسوم لیم اه ات مت عبرم مور من ما و تشذگ ی 


تمارین 
(۱) برهن على أن [2]:/5 لیس نطاق تحلیل وحید 


(إرشاد : فى =2.2:7]N/5[‏ 4= (1+ 1(0/5- 4/5) . وبرهن على أن 5-1 
1+ 5ل ۰ 2 غير قابلة للتبسيط فى [2]2/5) . 





(۲) برهن على أن [2,]1 +3٤‏ 42+ 32 تتحلل إلى (4 +غ3+2()2) وكذلك 
إلى (3+ ×1()2+ ×4) . 

و2 حقل وبالتالى يكون [],7 نطاق مثاليات أساسية (۱۰-۱-۲) ومن ثم هو نطاق 
تحليل وحيد (4-۲-۲) » فكيف تفسر وجود هذين التحليلين ؟ 


(۳) برهن على أن [2]0/2 ۰ [2-/]2 نطاقا تحليل وحيد . 


۰:۲ 


>-٣‏ القاسم المشترك الأعظم والمضاعف المشترك الأصغر 

Greatest Common Divisor and Least Common ۱۵6 ۱ 
: تعریف‎ ۱-4-۳ 
»,,..., ©, © ۸ لیکن ۸ نطاقا متكاملة . ولیکن‎ 

( أ ) يسمى العنصر ۸ عل قاسماً مشتركاً (0171502 «مصصه») للعناصر ,4 ٠ ... ٠‏ ,© 
إذا كان ,0 | 4 لجميع [1,...,2) 1€ › 
ويشار لمجموعة القواسم المشتركة للعناصر ,© ۰ ٠...‏ ,© بالرمز (,60),.,0 . 
(ب) يسمى العنصر ۸ ع" مضاعفاً مشتركاً (ع1م:)آااص 7<00تحمن) للعناصر ,۵ » ... » 
,۾ إذا كان 7۸| ,۵ لجميع إ1,...,۸) > 
ویشار لمجموعة المضاعفات المشتركة العناصر ,© » ...۰۰ ,© بالرمز (بلا,..,076. 
۲-۳ ملحوظهة : 
لیکن ۸ نطاقا متکاملاً / ولیکن ۸ © ,©,...,,© ۰ ۲ ع . عندئذ فان : 

4 cd(a,,....a,) 2 [24)52 [a ]+...+[a,] (Î) 

([,4] المثالی المتولد من ,© › ...) 

me cm(a,,...,4,) > [m]c [e,]^...0[a,] )ب(‎ 

۲ Ccd(a,,...,a,),0€ cm(q,,...,4,) (ج)‎ 

cd(e,a,,...,a,)= RF )د(‎ 

cm(0,a,,...,a,) = )0( (ه)‎ 
cd(0,Q,,...,4,) = Cd (Q,,...,4,) ( (و‎ 
) (ز‎ 
(ح)‎ 


cm(e,d,...,d,) = CmM(Q,,...,@,) ( ز‎ 


ح ( 0= ,4 =..= cd(4,,...,4,) © a,‏ ع0 


۰:۳۵ 


ا RÎ‏ © 4و6 © ( 4 ...)0771 ع6 


]4[ 3 ره‎ e 05 - a, : be R ج يوجد‎ 4۱ )1( 

[d12 [4 [+ ...+[a,[ > 
e [a,] > ab =m : be R (ب) ۵۱۸ ج يوجد‎ 

[n]c[4,]+...+[a,] <=‏ 
يترك باقى الملحوظة كتمرين بسيط للقارئ . 
۲-۳ تعریف : 
يقال لعناصر ۸ 6 ,۵,...,۵ (۸ نطاق متکامل) انه لیس لها قواسم مشتركة إذا كان 
لاح (,0 ,00 ۰( من (ج) فى (۳--۲) ينتج أن ٩‏ = (,2)0,...,0) 
4-٤-۳‏ ملحوظة : 
ليكن ۸ نطاقا متکاملا » ولیکن م عنصرا غير قابل للتبسيط فى ۸ . عندئذ فانه لكل 
R‏ عه إما أن يكون م قاسماً ل © (برموز واضحة »| كما سبق) ولما ایکون لهما 
قواسم مشترکة . 
البرهان : ليكن م . © لهما قواسم مشتركة . عندئذ فانه بوجد ۱ © 4 بحیث یکون 
۵ ,۸ . أى أنه یوجد ۲ 4,۲ بحیث یکون "م1 دم ۰ 06 < 4 . 
ولأنم غير قابل للتبسيط فان "مر یکون وحدة. وبهذا یکون م ‏ 4 متشارکین (2950601216). 
ومن ثم فان م يكون قاسما ل 4 . 
۵-1-۳ تعريف : 
لیکن ۸ نطاقا متکاملا . ولیکن 1 © ,0 ...., 
( أ ) يقال لعنصر ۸ ع و انه قاسم مشترك اعظم (greatest common divisor)‏ 
ل رم ۵۰۰.۰۰ إذا كان (ڕه,...,,d)4ء‏ عع » لجمیع (,۵ ...)0 »ع 0 فان ع | 4 


A 





ويشار إلى مجموعة القواسم المشتركة العظمى للعناصر ,©»..... ,© بالرمز ...9010 
(ب) يقال لعنصر 7 ع7 انه مضاعف_مشترك_أصغر (least common multiple)‏ 
عندما يكون (,4....,,ه)71© ع/ » لجميع ( ,4,...,ه)072 76 فان 4۱۸ 

ويشار لمجموعة المضاعفات المشتركة الصغری للعناصر ,۰...۰۵,» بالرمز 
(cm (@,...,4, )‏ 

۱-4-۳ مثال : 

بمساعدة المثال (۱۰-۲-۳) یمکن للقاری أن يتأكد أنه لایوجد قاسم مشترك اعظم 
للعنصرين 9 ۰ (5/:+3)2 فى [5- ]7 

۷-4-۳ ملحوظة : 

لیکن ۸ نطاقاً متکاملا » ولیکن ۸ ع ,»,..., ,© عندئذ فان : 


(أ) gCd(@,,...,@,)‏ ع'ع > 'ع - ع ,(ره...., ,)0ع عع 
(ب) 'ع - ع ج (ره...., به) 260 6 2,2 
(ج) (4 ,... و0 )4711 l'e‏ > 2۱ ~ 4و( ,0 و66 {e‏ 
(د) 1 ~ Û‏ ج (ecm(a,,...,4,)‏ 6 8,8 


البرهان : مباشر تماما من التعريف (5-4-9) 
والملحوظة تعنى أن القاسم المشترك الأعظم والمضاعف المشترك الأصغر وحيدان بدون 
حساب الوحدات (up to unis)‏ 


8-4-9 ملحوظة : 
ليكن ۸ نطاقاً متكاملا . ولتكن R‏ © ,© ,...,,© ليست جمیعا أصفاراً . عندئذ فإن : 
لجميع (,...,1) 1€ : ga}‏ = ,4 و( 4 ,..., به) همع عع 


0 


ينتج أن : ی ۵7 ليس بينها قواسم مشتركة . 
اليرهان : المطلوب البرهنة على أن : 


A 


20 (يه....رنه)‎ c RÎ 
: عندئذ فإنه لكل (#,...,1) € يوجد ۸ >4 بحيث إن‎ . ٤٤4), لیکن ۲ (ے,...‎ 
ينتج أن : ,(2)< ره لكل (1,...,#4) ع¡ . ومن ثم فان‎ . ۵ <8 
و بحيث يكون 8/|8 . ومن ثم فإنه يوجد ۸ ©5 بحيث يكون‎ 0)... ۵,( 
. ۸ كاي = م » أى بحيث يكون 1= 46 » بعبارة إخرى / تكون وحدة فى‎ 
: نظرية‎ ٩-۳ 
فى أى نطاق تحلیل وحید ۸ يوجد لكل ۸ 6 ,©,...,,© قاسم مشترك اعظم » مضاعف‎ 
مشترك أصغر.‎ 
البرهان : بسبب (۳--۲) نستطیم بدون أى فقد للعمومية أن نفترض أن‎ 
ع ,0.۵ ۰ أن / »© ,4.,....ه ولان ۸ نطاق تحلیل وحید فانه توجد‎ /١40( 
: عناصر غير قابلة للتبسیط ۸ 6 ,ر ,..,م ولکل (1,...,7) ۶ توجد آعداد طبيعية‎ 
بحیث یکون ...۳۳۱ = ,۾ لجمیع (1,...,2) ع2 . لكل‎ ۸,)4,( ۰۰. ۰ 5)©( 
m, = min{k,(a,):i € )1,...,2( ( ليكن‎ je {l,...,r} 
ع قاسم‎ =p...” : عندئذ فان‎ . 24, = max), وليكن ((1....,2) 1€: ,۾(‎ 
. مشترك أعظم » ”...م = 4 مضاعف مشترك أصغر‎ 
: نتيجة‎ ٠١-٤-۳ 


ليكن ۸ نطاق تحليل وحيد » وليكن (0)۸ حقل القسمة ل ۸# . عندئذ فإنه لكل 


5 ۱ 8 شرس 0 
٤ )7(‏ × يوجد عنصران » » 5 ليس بينهما قواسم مشتركة بحيث يكون 5 


۸ 


نختار ۸ ٤‏ ط,ه بحيث يكون مچ = ۵ ۰ 5ه = ظط . فمن (۸-4-۳) يكون 4 ۰ 8 ليس 


بينهما فواسم مشتركة ولحصل على + رو یر عر .. 
۱۱-۳ ظة : 

لیکن ۸ نطاق تحلیل وحید » ولکن ۸ ع ۰۵,...,۵,,9 ولیکن چ قاسما مشترکا أعظم 
للعناصر ,4 › ...۰ ,4 ۰ عندثذ فان بم 5 يكون قاسما مشترکا اعظم للعناصر 


۰ ba ۰ ۰... ۰ ba, 


البرهان : واضح أن ع ط قاسم مشترك للعناصر ,© ۰ .۰۰۰ ,06 . 
ليكن / قاسم مشترکا ل ,66 ۰ ...۰۰ ,4( . المطلوب أن نبرهن على أن 2 . فى 
الحالات 0= ره =...= وم ۰ ۰۶-0 8 € : الادعاء واضح. إذا لم تحدث حالة من 
هذه الحالات الثلاث نختار ۸ © ,....,4 بحیث یکون ,مع = ۵ لجميع (2,...,[) 1€ . 
لاحظ أن /© ۰ ...۰۰ ,© ليس لها قواسم مشتركة وکلها غير قابلة للتبسیط وباستخدام 
تحلیل العناصر نی عنلصر اولية شع آن چ۸|۵ ۰ 
۱۲-4-۴۳ نظرية : 
ليكن ۸ نطاق مثالیات أساسيف ولئکن ع ,۵,...,۵ . عندئذ فانه لكل (,201)0,...4 € ع 
توجد عناصر ۸ © ,,...,2 بحیث إن : 
fg = X0, + ...+ 24‏ 
البرهان_: لأن ۸ نطاق مثاليات أساسية فانه یوجد "و بحيث يكون 
[,©.....4] - [أع] . ينتج أن ره | 2 ۰۰.۰ ره[ ع . والآن ليكن ے| ”ع > ...۰ 
,© | ”© . ينتج أنه يوجد A‏ 6 ,2,,...,2 بحيث يكون ,4= 22 »2 ... » ,4= ,22 . 


والآن [4,...,4]=[ع] يستلزم أنه يوجد ۸ € ,,..., بحيث إن و = يبرن ...+ Ww‏ » 


۹ 


22۲. 2, = ,,2و...,2 بحيث إن : “ع‎ ۱... 11, © A يوجد‎ Ey 
وهذا يقتضى أن و | ”ع . ای أن "و قاسم مشترك أعظم ل ,© » ... » ,© . ومن‎ 
نحصل على “م - و . وهكذا فان : [,ه,,ه]<[2[<]2] . ومن ثم‎ )"-4-5( 
. ,د,..., د بحيث إن : ,20 +... + ,4× داع‎ © A فانه يوجد‎ 
. نهاية البرهان‎ 
ملحوظة : بصياغة أخرى نكتب‎ 

[,۵]+... + [ره] +۵,1]- [ع] 
إذا كان وفقط إذا كان 

(ي4 ...ويك ,به) 800 ع 8 

۱۳2۸۳ نتيجة : 
ليكن ۸ نطاق مثالیات أساسية » ولتکن A‏ 6 ,۵ ...۵ . 
التقریرات الآتية متكافئة : 
01م وه لسن اليا قر انب مستركة 
gcd(a,,...,a,) ۶۲ )۲(‏ 
(۳) یوجد ۸ € ,5,...,د بحیث یکون : 1= ,هب +... + ,22 
)6( 2ح [,6,...,۵] 
البرهان : 
' (۱) ج (۲) ۲ ب©» »...» ,»© ليس لها قواسم مشتركة > 17ح (,00)©,,...,4 2 > 
(1) “لح (,»...., ,»)2ج . والآن لتكن 7 46 فينتج أن (,4....,,ه) 60 €» » 
ولكل ۸ = (,4,..., ,»)4ه عع . يحدث أن : [ا]= ۸ =[ع] ومن ثم فان ۷| ع 
وبالتالى فان : (,4)©,,....4عع €« أى أن )2( gêd(a,,...,4,)‏ ح ۲ .من )1( » 


(2) ينتج أن F‏ = (,,.,0) 804 


لفك 





"() ه (©) " : نظرية (۱۲-4-۲) 
۳(۲) © (4)": واضح 
"(؛) = )( ": 1 - [ي4....,يبهاء [يه....ىه] ع1 > يوجد رك بر ...< A‏ 


بحيث إن ,هب۸ +... + ۸۵ =1 . والآن لیکن ,۵6| › ... » ,4 |× فينتج أنه يوجد 
۶ 6 ,نز,..., نر بحيث إن : ,4ت ,نود,....»- نود وبالتالى فانه يوجد ل € ب....,,2 » 
8 © ,نز,.... رز بحيث إن : 

1 - ,نود +... + ,بودي‎ = (Ay, + ...+ جح :<( ,نرب‎ xe RÎ 
. ليس لها قواسم مشتركة‎ ©, ٠ ... » أى أن به‎ 
Euclid’s Lema (تمهيدية يدس(‎ : ةجيتن_١‎ 4-4-1 
ليكن ۸ نطاق مثاليات أساسية . وليكن ۸ 0,6,ه . إذا كان ۾ ۰ 5 ليس لهما قواسم‎ 
۱6-۱6 : مشتركة فان‎ 
: البرهان : 5 , © ليس لهما قواسم مشتركة ڪ بوجد  ©بر,د بحيث إن‎ 

cyb = c & xa + yb =1‏ + منه جع ء | ط 

۱۵-۳ ملحوظة : 
فی نطاق اقلیدی (# € یمکن أن نحسب اقاسم المشتركب الاعظم + لعنصرین 
١0(‏ ©>5,© فنوجد ‏ 67۲رد بحیث یکون =٤‏ «ار + مد وذلك باستخدام 
الخو ارزمية الإقليدية («صط)ةدمع21 Euclidean‏ 16) کالاتی : 
اذا كان 8 قاسما ل ۾ » فكل شىء واضح ! والا فانه بوجد إ0{ q € R ۰ rE R\‏ 
بحيث يكون : 7+ << ه ٠‏ (4)6 >(”)2 . إذا كان رم قاسما ل 5 فانه من 
الواضح أن یکون ‏ قاسما مشترکا أعظم ل 4 ط . إذا لم يكن الأمر کذلك فانه یوجد 
(1۱10 © ۰ ۶ © ره بحيث یکون 7+ ,0 =( . نستمر فى الاجراء بقسمة ۲ 


على 7 وهكذا ... يوجد فى النهاية ne N‏ بحيث يكون #0 r,‏ 3 0= ربب » ویکون 


١ 


Division in Integral Domains فى النطاق المتكامل‎ 


لدينا متوالية با( (d(r,‏ من الأعداد الطبيعية بحيث يكون 


<7 





... < (:4)7 < ()2 < (2)5 . وبهذا نحصل على النظام : 
(4)6 > ۶0,0 م , a=qb+n‏ 
(4)8 > () 0,0 * و , ارو ع< هط 


(:40 > ()0,4* 5 , + رو - ۲ 


(ب) 4 > ()0,4 بر Qa Fa,‏ = مر 
بل F-1‏ 

العنصر ,رم هو قاسم مشترك اعظم ل » » 5 . 
وعندما نقرأ هذا النظام من أسفل إلى أعلى نحصل على المتتابعة |٣,‏ ,7 ۰ ي,7|” » 
۰۰ ۰۱ ۰ ۱۵ وبهذا يكون ,مقاسماً مشتركا ل © » 5 . 
وإذا كان + قاسما مشترکا ل 4 ۰ 5 فاننا بقراءتنا النظام السابق من أعلى إلى أسفل 
نحصل على المتتابعة 7|/ ۰ :417 » ... » ۱۳ . أى أن ر هو قاسم مشترك أعظم ل 
۾ » 5 . وللحصول على × » بر عنصرين فى ۸ بحيث يكون ,۶ = 5بر+ © نقرأ النظام 
السابق مرة أخرى من أعلى إلى أسفل » فنحصل من المعادلة الأولى على ”7 كتركيبة 
خطية من م۰ 6 وهكذا ... 
وفى النهاية نحصل على ,7 كتركيبة خطية فى © » 5 . 
١5-4-*‏ أمثلة محلولة : 
مثال ١‏ : فى حلقة كثيرات الحدود [×]7 برهن على أن 2 + هو قاسم مشترك أعظم 
ل 2+ 2 ۰ 2+4 . 
البرهان : واضح أن (4+ 2) | (2 +2۲ ۰ (2 + )|  )+2(‏ أى أن 2 +۲ 


قاسم مشترك لکلتا کثیرتی الحدود . یتبقی أن نثبت أنه (قاسم مشترك) أعظم . 


۲ 





ذا كان ۶0 ۰ [2]26 > بحيث إن (216 + 162) | كر ۰ (26+4)|/ » فإنه 
يوجد [×]7 ٤‏ ع بحيث إن 4+ 216 - جر . ولأن ,2 نطاق متکامل وبالتالى []2 
نطاق متكامل (ملحوظة (۰-۱-۲ (۳))) فان : 

deg(g) = deg(/g) = deg(2X + 4( =1‏ + ( [)168 
ومن ثم فإنه إما أن يكون 0-(068)7 وأما أن يكون 0-(068)9 . إذا كان 
0- ([)468 فان ۶0 ,4= 7 ۰ ومن ثم فان (×2+ )| كر يقتضى: أنه يوجد 
7 © ر9, ,8,۲ بحيث يكون 


0 يط( یط + X7” +22 = a,(b, + bX‏ 
لأن 2= (×2+ )068 . وهذا يقتضى أن 1= رطره . وهذا يستلزم أن 2 © ,4 
وحدة أى أن 1= ,ه أو 1-- ره . وفى الحالتين فان (255+2)|,ه . ای أن (20+2)| / 
فى حالة 1= ( )عع › لیکن × ه + ره حر › #0 به . 
مرة أخرى 4+)2| ۶ يقتضى أنه يوجد 0۶)67 بحيث يكون 214-0014 . 
وهذا يستلزم أن 4 = معره وهذا يستلزم أن 0 . والآن (26 +*20) | “ر يقتضى أنه 
يوجد 72 ع d,رd ٠‏ 0+ ,4 بحيث يكون : (ل,4 +4,2()0,1 + ره) - 21 + ۲ 
(لأن 2 -(22 + 22)ع06) . ومن ثم فان : 0 -,4 ج 0 = بر ۱ 

7 نطاق متكامل 

وعلاوة على هذا فان 1= ,۵,0 وهذا يقتضى أن 2 © ,© وحدة أى أن 21 - ,© . وهذا 
يستلزم أن 1+ - ,4 . وأخيرا فان 2= هره يستلزم أن 2= ره إذا كان 1= ,4 » 
عم إذا كان 1-- 4 . وبالتالى فان 2+ أو 2-ست/ وفى الحالتين يكون ار 
قاسما ل 2+ ۲ . أى أن 2+2 قاسم مشترك أعظم ل 1+2 › 2+4 . 
مثال؟ : فى 72 يوجد قاسمان مشترکان اأعظمان ل 36 ۰ 48 هما 12+ لأنه توجد 
وحدتان فقط فى ,7 هما 1+ . 


رك 






قاسم مشترك أعظم لکثیرتی الحدود 1+ 2۳-2 ۰ ۱-1 هو 


2-1 . ولكل © >2 :0 يكون 2-0 قاسماً مشترکا أعظم لکثیرتی الحدود 


1+ 2¥- × › 1- زر لش 00 ع 2ك ع 0 وحدة . 
4 


أما فى []2 فان كثيرتى الحدود 1+ ۳۶-2 ۰ 23-1 لهما قاسمان مشتركان 
أعظمان فقط هما (1- )± لأنه لا توجد إلا وحدتان فى []2 هما 1+ . 
مثال ۲ : استخدم الخوارزمية الإقليدية لإيجاد القاسم المشترك الأعظم ل 49349 . 
5 فى 2 
الحل : 
4 + 15555 × 3 = 49349 
5 + 2684 × 5 = 15555 
9 + 2135 × 1= 2684 
8 + 549 × 3= 2135 
x 488 + 61‏ 1= 549 
0+ 28*61 488 
إذن القاسم المشترك الأعظم هو 61+ 
مثال 4 : اوجد القاسم المشترك الأعظم لكثيرتى الحدود 
72+ 92+ 9۱+ 7۳+ 2 ع +3X° +3X+1 <P‏ 2136 ح B‏ 
فى [ ]42 . 
الحل : 
)1+ 3+ 3+ 3+ ۷ ۳+2()0) - 2+ 7۲+ 9+ 9+ 7۳+ 2۳ 


(القسم الثانى) نظرین الحلقات ۲۳60۲۷ 8109 | 


وبالتالی فان 2 + + یکون قاسما مشترکا أعظم . ولجمیع ‏ ع 0+2 بکون 
1 


(2 + )£ کذلك قاسما مشترکا اعظم فى [×]@ . 
9 


مثال 5_: اوجد قاسما مشتركا أعظم لكثيرتى الحدود : 
82-93 7ر13 19۳+ P= ۲۲ -3۳ +3 1117 +11X°-11X°‏ 
B= ۶-3۶ +3X°*-9X° + 5223-2‏ 
فى [ ]4۵ 
الحل : سنستخدم الخوارزمية الاقليدية کالاتی : 
)3+ 5- 6-36-37 + ع1 2 - 4ع[ ) اجر 
*-3X°-2X 2-57 +3( + )-59( ۶-118 +59(‏ يل )(19- 62 + 2 -) = P,‏ 


+3)-59X 3-1181 +59(+0‏ )ل - 3+ 5 جإز وت 3 ردت عت 


ای أن 59 + 59-118 هو قاسم مشترك أعظم لكثيرتى الحدود فى [/2]© 
وکذلك 1- 2 + > هو قاسم مشترك أعظم لکثیرتی الحدود فى [×]@ . 
مثال ١‏ : مستخدما الخوارزمية الاقليدية اوجد قاسماً مشتركا أعظم للأعداد ۰231 630 » 
5 فى ,7 
الحل : 
8 + 231 × 2 = 630 
3 + 168 × 1 = 231 
2+ 63 × 2 = 168 
1+ 42 × 1= 63 
0+ 21 2= 42 
أى أن 21 هو قاسم مشترك أعظم ل 630 › 231 فى 2 (1) 
5 + 495 × 1 = 630 
33 


0 + 135 × 3 = 495 
5+ 90« 1 > 135 
0+ 45« 2= 90 
ای أن 45 قاسم مشترك أعظم ل ۰630 495 فى 2 2) 
3 + 231 * 2 - 495 
3 * 27 231 
أى أن 33 قاسم مشترك أعظم ل ۰495 231 فى 2 (3) 
أى نتيجتين من النتائج الثلاث السابقة (1) » (2) ۰ (3) تعطينا قاسما مشتركا أعظم للأعداد 
الثلاثة فى 2 . أى أننا نأخذ قاسما مشترکا أعظم لاثنين من القواسم المشتركة العظمى 
الثلاثة السابقة فيكون قاسما مشتركا أعظم للأعداد الثلاثة المعطاة فى 2 . ويكون هذا 
القاسم المشترك الأعظم هو 3 . 
مثال ذلك قاسم مشترك أعظم ل 21 » 45 هو 3 . 
وكان يمكننا كذلك أن نأخذ قاسما مشتركا أعظم لأى عددين مع الأعداد الثلاثة ثم نأخذ 
قاسما مشترکا أعظم لهذا القاسم المشترك الأعظم مع العدد الثالث فيكون قاسما مشترکا 
أعظم للأعداد الثلاثة . 
مثال ذلك قاسم مشترك أعظم ل 21 ۰ 495 هو 3 . 
مثال ۷ : من )5-١-5(‏ ۰ (۸-۱-۲) نعلم أن (2,,4) نطاق إقليدى » حيث 


d:Z\{0} +N 
#اإجام‎ | 
۷۵,6 1:۱10( 39, 2: م + و6 - ه‎ (1) 
r=0 or 24)"( > 4)6( 
: ولد هناك فة ع "نارهم وله سجر الال الى بر ية له فلگ‎ 


630 = 3 × 231 - 3 
231 = 4 ×63 - 1 





63 -3 1 


إذن يوجد القاسم المشترك الأعظم بين 630 ٠‏ 231 هو 21 (كما سبق يوجد قاسم مشترك 
أعظم آخر هو 21- ) 
0 - 495 × 2 = 630 
5 - 360 × 2 = 495 
0 - 225 × 2 = 360 
5 - 90 × 3 = 225 
45 × 2= 90 
أى أن 45 قاسم مشترك أعظم بين 630 » 495 
x 231 - 8‏ 3 = 495 
3+ 198 × 1= 231 
3 6 = 198 
أى أن 33 قاسم مشترك أعظم بين ۰495 231 كما سبق . 
مثال 8 : عبر عن القواسم المشتركة العظمى الموجبة فى مثال 5 بدلالة الأعداد 
المناظرة فى صورة خطية . 
الحل : لدينا 
2 - 63 = 21 
8 - 63 × 3 = (63 × 2 - 168) - 63 = 
8 × 4 - 231 × 3 = 168 - (168 - 30231 = 
0 × 4 - 231 × 11 = (231 × 2 -630) 4 - 231 × 3 = 
0 - 135 = 45 
5 - 135 × 4 = (135× 3 - 495) - 135 = 
5 - 630 × 4 = 495 - (495 - 4)630 = 
1 × 2 - 495 = 33 


¥ 


: هه و یه 011 ا 0 


| الباب الثالث : القسمة فى النطاق التکامل 00503155 Division in Integral‏ 
مثال 5 : برهن على أنه فى نطاق المثاليات الأساسية يكون لكل عنصرين مضاعف 
مشترك أصغر . 
البرهان : ليكن 7 نطاق مثاليات أساسية » وليكن ۲ ع ,۵ . 
نحن نعلم أن تقاطع مثاليين يكون مثاليا . ومن حيث إن 7 نطاق مثاليات أساسية فإنه 
يوجد (7 ع ۸ بحيث إن : 
([×] هو المثالى المتولد من <) 6]< [2[6]0] 
سنبرهن على أن 4 يكون مضاعفا مشترکا أصغر ل » › 5 كالآتى : 

)1( ۸ |<[طات اا [ماك [/]<[/]-<-[0[010] 
أى أن 1 مضاعف مشترك ل 226 . 
والان ليكن 7# مضاعفا مشتركا ل © . ط كذلك . أى أن : ”| ۰ 2۱۸ . هذا 
يقتضى أن [۳[>]0] » [5] -[7] وهذا يستلزم أن [6]-[]6[ه]- [7] أى 
أن (2) |2 من (1) ۰ (2) ينتج أن £ مضاعف مشترك أصغر له » 5 . 
ملحوظة : يمكن بسهولة تعميم النتيجة السابقة » فإذا كانت (7 © ,ه,...,.ه حيث 7 نطاق 
مثاليات أساسية » فيوجد مضاعف مشترك أصغر 0 للعناصر 1ه › ... » ,2 يعطى ب 


]-]۱ [4] 


مثال ۱۰ : برهن على أنه فى نطاق المثالبات الأساسية یکون لكل عنصرین قاسم مشترك 
أعظم 
البرهان : ليكن < نطاق المثاليات الأساسية » وليكن 7 ۵,8 . سنكون مجموع 
المثاليين [م] ۰ [5] الذى هو مثالى من )٩-۲-۱(‏ . ومن حيث إن 7 نطاق مثاليات 
أساسية فإنه يوجد 7 © ع بحيث يكون 

[ع]-[5]+41] 
سنبرهن على أن ع قاسم مشترك أعظم ل ۾ ء 5 کالاتی : 
(و يقسم (a‏ م|ع > ود - ۳:۵ 276 <[و] [a]‏ > إع | - [6]+41] 


۸ 





والان لیکن ۰6۱۵ 2۱6 ه (/ ع ,برك بحيث إن » < بن » 9 62 


& [۵[]0] ۰ [9[(6]6] < 
[عاء [6] +[4] 2 [ع] 
أى أنه بوجد ۲ ٤س‏ بحیث یکون 2۱ چ أى أن چ | © ویکون ‏ قاسما مشترکا أعظم 
۰0 6 
راجع کذلك الملحوظة فى (۱۲-4-۳) . 
مثال ۱۱ : برهن على أن كثيرة الحدود [۲](ررم/7) 1+ 2۲ لها معکوس ضربی فى 


1 ](ر/7) . 

البرهان : لاحظ أن : 1=1+ 4+ 412 - )1+ 2X‏ 

ای أن 1+ 2 هی معکوس نفسها الضربی فى [](/7) . 

مثال ۱۲ : ليكن ۸ نطاق مثالیات أساسية » ۸ عط,ه 0# . برهن على أن : 
1٤ 200)0,6(‏ ج مثالیین متعاظمیین معاً [5] ,[ه] 

(راجع تعریف المثالیین المتعاظمین معا فى جبر المثالیات) 

البرهان : ليكن 4 قاسما مشترکا أعظم ل + ۰ 5 . وبالتالی فانه من الملحوظة فى (۳- 
۱۲-۶) أو من مثال ٠١‏ السابق يكون [2] = [a] + [b]‏ 

ولكن [4] » [5] متعاظمان معا » فيكون [1] = ۸ = [4] 

(وهذا يكون إذا كان وفقط إذا كان ۸ © 4 وحدة) 

وهذا يكون إذا كان وفقط إذا كان (6:0) 260 ©1 

مثال ۱۳ : برهن أو انف : 

(أ) 4- هو قاسم مشترك أعظم ل 12 » 16 فى ,7 

>) 


ج هو قاسم مشترك أعظم ل ۰3 4 فى 0 





الحل : (1) صحيحة 4]12 - ء 4|16 - . ولجميع 12 | ء 16 | + يكون 
xe {+1,+2,4‏ 


وواضح أن 4-|× 


(ب) فى © : صحيحة ) ©15- ۰ =20eQ‏ 


ين | | ن 


إذا كان 0۱60 re‏ قاسما ل 4۰3 فان : eQ‏ - 
0 


سم | | ه نه 


مثال 14 : برهن على أنه لكل 2١10(‏ ع 2,5,7 يكون للمعادلة (52007) 8ع جه 
حل فى 2 إذا لم يكن هناك قواسم مشتركة بين © ٠‏ 7 (عدا 1+) 
البرهان : إذا لم يكن هناك قواسم مشتركة بين © 7۰ (فيما عدا 21 بالطبع) 
كان القاسم المشترك الأعظم الموجب بينهما على الصورة 
7علابكظ , 1م +۸۵ 
(انظر (۳--۰۱۲ (18-4-8)) 
وبالتالى فإن : 
#(طلم-) = unb=b > a(4b)-b‏ +2۸۵9 
وهذا يقتضى أن المعادلة (0007) 2 جه لها الحل 2 ع 2 x=‏ . 
مثال ١5‏ : عمم مثال ١4‏ : برهن على أنه لكل [0) 71 © 2,5,7 يكون للمعادلة 
(:52007) 8ت عه حل فى 7 إذا كان وفقط إذا كان القاسم المشترك الأعظم الموجب ل 
© ۰ « يقسم 5 . 
البرهان : إذا كان القاسم المشترك الأعظم الموجب ل ۸ » ۾ يقسم م فإننا نكتب 
6 ,4 , ۸۷۱6 +260 
وهذا یقتضی أن رہ + رة - 9 حیث 2 عبر 


۶ 6 + 


۱ القسم الثانى) نظریم الحلقات ۲۳6017۷" Ring‏ | 
وبوضع ر = × نحصل على : (نزلم) + جه =( » أى أن (6)920071 = ax‏ 
والآن إذا كان القاسم المشترك الاعظم الموجب ل م۰ 7 لايقسم 5 فإنه يكون : 

لجمیع 2 ع 2,0,۲ : 8ع y(da + un)‏ 

وبالتالی فانه یکون لجمیع ,2 ع 2,۸1  :‏ ۶0 +20 

ومن ثم فان المعادلة ‏ (۳0087) = جه 

لایکون لها حل فى 2 . 

مثال ۱5 : بالنظر إلى مثال ١5‏ السابق مباشرة وضح بنائية (استدلالية) لتوجد حلا فى 
7 للمعادلة (5)002007 = عه حيث ,2 ع ۵,9,7 

إذا كان للمعادلة حل . استخدم هذه الطريقة لتعيين حل للمعادلة (42 18)04= ×12 
الحل : سنوجد ” 4 " القاسم المشترك الأعظم الموجب ل ۾ ۰ كما جاء فى )١5-4-9(‏ 
على الصورة 2 6 لا ,2 ر«لم + 4۵ = d‏ 

إذا لم يكن 7 قاسماً ل 7 فمن مثال ۱۰ السابق مباشرة لایکون للمعادلة 
(5)52007 دنه حل. 

إذا كان 7 قاسما ل م فلاحظ أن : 


ولأن 4 يقسم 5 فيكون و لد ويكون للمعادلة 
ax = b(modn)‏ 
2b ۱ ۱‏ 
حل حيث يعطى " أحد " الحلول × ب كم 


والان فى المعادلة (0d42ص)18=‏ ×12 
6 + (12) (3) = 42 
6 (2) = 12 





` Division in Integral Domains المتكاصل‎ 


أى أن (12) (3) - (42) (1) = 6 هو القاسم المشترك الأعظم الموجب ل ۰12 42 . 


وواضح أنه يقسم 18 . إذن يوجد حل . سنأخذ لحل و 30ل طبر 


مرة أخرى لدينا 
ke 7‏ ,18+ 421 < »122 
أى أن 
7 عع ,3 + 27716 2 
2-- بيرج 1-< / 
و ع< بر ج 3- < | 
وج ]۶ 
2 رج و ] 
وواضح أنه لكل عدد فردی ‏ یوجد حل . وجمیع الحلول توضع على الصورة : 
lel‏ ,78+ 9 
مثال ۱۷ : برهن على أن خوارزمية القسمة تسری فى [2]1 ۰ حيث N)»(‏ = (6) 4 


حیث 82+ 42 = (0: + )۸ (قارن مع مثال ۷ فى (۱۱-۲-۳)) 

الیرهان : ليكن [2]7 > ,۰0 8۶0 . نکتب 0 > ,۲ و 
ناخذ 7 © ره,,4 أقرب ما يمكن إلى العددین الكسريين 5 , 7 على الترتیب 
لیکن رو + < ۰.6 0-08 حم . والآن : 


ی ان ۱-۴۳ _ (00- ,۸۷6۵ _ (م)2۷ 
N(6) N(2) ۳2 6‏ 


1 > > )+( > ت(رو-م)+ لو فرو- رو - زوجم 
2 2 2 
مثال ۱۸ : لیکن 21 +7 - يم ۰ 3-4< 8۸ . اوجد ۰ م فى [21 بحیث یکون : 
N(0)<M(B)‏ , 2 تره ديه 


fo 





الحل : مسترشدين بمثئال ۱۷ السابق مباشرة سنكتب : 


(بحیث 25 = (4) + 2۷۸۵(>3) , 0 +(4-) - 7+2 





7+2 _ 0 +20 4( _ 13 34 
3-4 )3-4()3+4( 25 5 





نختار +21 رو + O = q,‏ 
لاحظ أن 
1-i |‏ کت اعفار ور 72 N)‏ 
5 25 3-4 ۲۵ 
يي 9, ي12- 
4 د2 ۔ 
25 52 257 
وبالتالى فإن 


(م )3 + (1+7()3-4) < 21 + 1 
مثال 14 : اوجد قاسما مشتركا أعظم ل :6 +۰8 :5-15 فى :]7 
الحل : سنتبع نفس الأسلوب كما فى مثال ۱۸ المستقى من مثال۱۷ السابق . ولهذا 
بم + 5-157(0) = 6i‏ +8 
بحيث يكون 250 = ”(15-) + ”5 > (م) ۷ 


1+37- _ ((8+6()5+15) _ 8+6 _ين 
5 (5-157()5+15) 5-151 8 








إذن نختار 0+1 = 1ر4 + ,4= 0© 


وتحقق من أن : 


5 و 23 1 ہے N62(‏ 
2 3 + ات 5 5 27 
وبالتالی فان : 


(م <)7- 7+ (5-15):< 6 +8 


for 





5 
5-151 = )-7(0 + “م‎ 
5-15 _ (5 157) OTD 
a A CED 

أى أن 


(1+2700-7-) = 5-15 
ومن )١15-4-1(‏ يكون القاسم المشترك الأعظم المطلوب هو 7-: . 


تمارين 
(۱) استخدم الخوارزمية الإقليدية فى [2]2 لحساب القاسم المشترك الأعظم ل:16+7 » 


10-57 
(۲) ليكن [] مثاليا أساسيا فى [:]7 
(1) برهن على أن ی(" حلقة منتهية 
(ب) برهن على أنه إذا كان عنصر؟ غير قابل للتبسيط فى [28 فان پم[ يكون حقلا 
(ج) اوجد عدد عناصر كل من الحقول الآتية : 
]7 7 21 
)أ( 6 (ب) 006 (ج) 22 4 
(إرشاد : انظر مثال ٩‏ فى (۲۰-۳-۱)) 
(۳) برهن على أن خوارزمية القسمة تسرى فى النطاقات المتكاملة [2-/2]0 » 


[7]/2 ۰ [7]/3 ۰ حيث (77)0 = (4)0 حيث » عنصر غير صفرى فى أحد هذه 
النطاقات ( وبالتالى فإن هذه النطاقات تكون إقليدية ) 


۵-۳ حلقات كثيرات الحدود على نطاقات التحليل الوحيد 
Polynomial Rings over Unique Factorization Domains‏ ۱ 
۱-۵-۳ تعريف : 
لیکن ۸ نطاقا متکاملا » ولتکن (1]2[۱)0 > ,۵ << 
ادر 
( أ ) كل قاسم مشترك أعظم ل مه » ... » ہے يسمى محتوی (احعاعهع) من ر 


(ب) يقال إن ٤‏ بدائية (۷انصنیم) إذا كان مه » ... ۰ ,كه ليس لها قواسم مشتركة 





۲-۵-۳ أمثلة : 

)١( -‏ (2,2-) هی مجموعة محتويات كثيرة الحدود [×]7 8+ 4 + ?×2 
(۲) كثيرة الحدود [×]7 3+ 4 + 22 بدائية 

۲-۵-۳ ملحوظة : 

(۱) لیکن ۸ نطاقا متکاملا . لكل (26[۱)0]/ > 7 ولکل محتوی ()7 من 7 توجد 
كثيرة حدود بدائية [٭]۸ > "کر بحیث إن 1)/(۶= ز 

(۲) إذا كان × حقلا فان كل كثيرة حدود (6]27[۱)0/ > ر تکون بدائية . 

(۳) إذا كان ۸ نطاقا متکاملا فان کل کثيرة حدود غير قابلة للتبسیط (أو غير قابلة 
للتحلیل) [×]۸ > كر بحیث إن 0 < (/)068 تکون بدائية . 

(لاحظ أن كثيرة الحدود [72 2 غير قابلة للتبسیط ۰ لکنها ليست بدائية . ولهذا 
لایمکن |سقاط الشرط " 0 < (/)ع06 " .) 

(4) ليكن ۸ نطاق تحلیل وحيد » [0]۸ حقل القسمة ل ۸ . ولتکن [ 1612 © 7 بدائية . 
عندئذ فان / غير قابلة للتبسیط فى [×](0)۸ تستلزم أن ر غير قابلة للتبسیط فى [×]۸ . 
(لاحظ أن كثيرة الحدود []7 ع 2 + 2.6 غير قابلة للتبسیط فى [×]@ » لكنها قابلة 
للتبسیط فى []/7 » ولهذا لایمکن التتازل عن الشرط "7 بدائية " ). 


۶ ۵ ۵ 


5١1111010 : 0‏ 
(۲) واضح لأن إ0{ K\‏ = ۲ 
(۳) لتکن ۶ ليست بدائية . عندئذ فانه بوجد ۱0 © 4 بحیث ان ۸ © 4 » ویوجد 
021" بحیث یکون /4-/ر . ولان 068)7/(<0 = deg)/(‏ فان 
)R][( > ۸‏ ۳۶ وهذا یقتضی آن قابلة للتبسيط . 
(4) من اع = / حيث [*](9)۸ ٤ ۸]X[c‏ #,ع ينتج أن (00) 2 أو 
he (Q(R))'‏ وهکذا یکون ge R\{0}‏ أو he R\{0}‏ . ولذا كان ۰70 7 
محتوی ر › محتوی / على الترتيب › فاننا نحصل على ۸ 7)/(6 - (۸)[ع فى حالة 
عع ۰ ومن ثم فان #عج. وفی حالة (8140 ۸٤‏ نحصل بالمثل على ۸ ٤ر‏ . 
حاصل ضرب کثیرتی حدود بدائیتین هو كثيرة حدود بدائية . 
البرهان : لتكن ۶ › م کثیرتی حدود بدائیتین » ولتکن ور ليست بدائية . ليكن م قاسم 
أولى (آی عدد أولى یقسم) محتوی ۰ ولتكن ۶ ۰ ۰ چ/ کثیرات الحدود التی 
نحصل علیها من “رء م » ۸ على الترتیب بعد تخفیض معاملاتها مقیاس م . عندئذ فان 
7 تنتمیان إلى النطاق المتکامل Z,]×[‏ » ویکون 2-2-0 حیث 0 هو العنصر 
الصفری فى [×], 7 (انظر مثال ۱۰ فى (۸-۲-۲)) . ولان [72.,]21 نطاق متکامل 
فإنه ينتج أن ۶-0 أو 0= ع . وهذا یعنی أن م یقسم کل معامل فى / أو أن م یقسم کل 
معامل فى ج . أى أن “ليست بدائية أو أن ع ليست بدائية . هذا التناقض نهاية البرهان . 
ملحوظة : يمكن تعميم التمهيدية ببساطة على أى نطاق تحليل وحيد . 
٩-۵-۲‏ نتيجة : 
لیکن ۸ نطاق تحليل وحيد » وليكن [×]۸ ع ,7 . إذا كان (107 » (©)1 ۰ (8/)[ هی 
محتويات 7 ع » ور على الترتيب فان : 

118(-1)70(1)2( 


۶1 





اليرهان : من (5-1-") توجد كثيرتا حدود بدائيتان [×]۸ © “ع,”/ بحيث يكون 
٠ /-1!)/(“‏ ع(ع)7<ع . ومن تمهيدية جاوس يتضح أن المحتوى ( ع )1 هو 
وحدة فى ۸ (۱) . كذلك لدينا : چ(ع)7 /( )1< جر ومنها : (عگآ 109-0 
(۲). من )١(‏ ۰ (۲) ينتج المطلوب مباشرة . 

: نظرية‎ ٩-۵-۳ 

لیکن ۸ نطاق تحلیل وحيد » ۸]×[۱4)0 جر › × هو حقل القسمة ل ۸ . 13 كان 


: فإنه يوجد £ ع ط,ه بحيث إن‎ » 8, > K[X] حيث‎ 7 = gh 
R[X] كثيرتا حدود بدائيتان فى‎ hُ = bh < 9 = ag (۱) 


1 
۲ ] سدح 
)۲( ی 


أى أنه توجد کثیرتا حدود بدائیتان [11/6> چ, ۶ » یوجد ٣٤‏ بحيث یکون : 8 
البرهان : (۱) سنبرهن أولا على أنه لكل كثيرة حدود 6/0 کي و0 يوجد 
0 


> بحيث يكون R]×[‏ جم = ”چ بدائية : لیکن ۸ © ,کر اختیرا بحيث يكون 


2 


س ,۰ وليكن 7 هو مضاعف مشترك ل وی » ... » برى . عندئذ فان 8 = و تقع 
رک 


فى ]11 ۰ ویوجد محتوی من "و هو (1)8 » وكثيرة حدود بدائية [×]۸ © ع 
بحيث إن : کک ولان ۶۷0 و . #0 م فان I(g)#0‏ »> بحیث 


نحصل على 0 1 = "و . ولا ۶0 7 يكون e TASK‏ 


(۲) من (۱) يوجد "0,9 » توجد کثیرتا حدود بدائیتان [×]۸ © "۸, "ع بحیث إن 
5 ۰ ره 2 

ود« و . ومن ثم فانه یوجد  ۱)0(‏ «,تد بحيث یکون وش 

ونحصل على ۸ ود = یز . وإذا كان 10 هو محتوی /رفانه من تمهيدية جاوس بوجد 


2۰۷۲ 


Division in Integral Domains الباب الثالث : ۵ فی النطاق المتكاصل‎ ْ٠ 


۳ ع2 بحیث إن : 64د ()7ز وینتج أن : + اق اننا نف 





f= gh" =rg'h',re R 
0 


۷-۵-۳ نتيجة هامة : 

ليكن ۸ نطاق تحليل وحيد » [×]۸ © كر ۰ × حقل القسمة ل ۸ . 

ر غير قابلة للتبسيط (للتحلیل) فى [×]۸ ح> / غير قابلة للتبسيط (للتحليل) فى [1)]2 

اليرهان : إذا كانت / قابلة للتبسيط فى [×]۸ فإنه يوجد [/2]/ > ,۵ بحيث إن : 

deg)g( <0‏ ۰ 0< 36800 ۰ و . من (1-5-9) يوجد عندئذ [1]10ء ری 

. f =rgh ۰ 168) (<680( > 0 ۰ (تع)وعل‎ - deg(g) >0 بحيث إن‎ re R 

وبالتالى فان “رتكون قابلة للتبسيط فى [ ]0 : تناقض . 

۸-۵-۳ نتيجة : 

ليكن/نطاق تحليل وحید» ‏ حقل القسمة ل ۸ ٠‏ []1 ع f‏ بدائية » (712[۱)0ع . 
2 فى [2]1م = ع|/ فى R]X]‏ 

البرهان : ج | f‏ فى [/1]2 -> يوجد [] ©7 بحيث إن : = ع ڪ يوجد 

[0]»ء f,‏ » ويوجد ٣٤‏ بحيث إن : ۸= ع .ومن برهان (9-ه-5) 

يمكن أن نختار كار . ولأن بدائية يمكن أن نعوض عن "۶ ب /رونحصل 

على 7/7 عع » ای أن | فى R]×[‏ . 

: نظرية جاوس‎ ٩-۵-۳ 

۸ نطاق تحلبل وحید + [×]۸ نطاق تحلیل وحید 


الیرهان : )١(‏ سنبرهن بالاستقراء الرياضى على درجة كثيرة الحدود أن كل 
[2] عث/ر ۰ 0«د/ر . 2 ([72]2) ۶ يمكن أن تكتب على صورة حاصل 
ضرب منته من عناصر غير قابلة للتبسيط كالآتى : 
كل [×]۸ f e‏ ۰ ۰۶ 0-(068)7 نقع فی ۸ › ومن ثم فإنها تكتب على 
صورة حاصل ضرب منته من عناصر غير قابلة للتبسيط (لأن ۸ نطاق تحليل وحيد) 
ليكن [0) N١‏ ©7 » وليكن الادعاء صحيحا لجميع كثيرات الحدود R]×[‏ عط » 
hE ۲۳ ۷۵‏ <« 7 > 06800 . ۱ 
إذا كانت f ±0 ۰ f € R]×[‏ ۰ ۶۲ ۰ <(/)168 فانه یوجد محتوی من 
هو 160 ۰ كثيرة حدود بدائية [ ۸2 > f‏ بحیث إن : "ز(/) <1‏ . 
ولان ۸ نطاق تحلیل وحید ۰ ۸ (/)7 ۰ فان (7)7 ما أن تكون وحدة أو حاصل 
ضرب منته من عناصر غير قابلة للتبسيط . وتکون هذه نهاية البرهان لذا كانت ر 
غير قابلة للتبسیط . آما إن كانت £ قابلة للتبسيط فانه یوجد [×]۸ ,و بحیث ان 
deg(h) > 1620( =n ۰ deg(g) > deg(f)' =n « f° = gh‏ . 
ومن فرض الاستقراء سنكتب كلا من ع » ۸ على صورة حاصل ضرب منته من عناصر 
غير قابلة للتبسيط » وهكذا تكتب ”ر . 
(۲) للبرهنة على وحدانية التحليل لتكن رم ... » ,ره » رو بو /4 + ...»2 d‏ > 
1 » ...۰۰ ,© عناصر غير قابلة للتبسيط فى [ ]70 بحيث إن 

4ك نك أ 2 .6 
ولتكن درجات (5ععبعء1) 6۱ › .6۰۰ » ۰ ...۰۰ كلها صفرا » بينما درجات رم 
> ... » و“ 9۱ ۰ 2/۰۰۰۰ كلها آکبر من الصفر . من (۲-۵۰-۳) کل كثيرة حدود 
درجتها آکبر من الصفر تکون بدائية إذا كانت غير قابلة للتبسيط ومن ثم فان رم » ... › 
»ص ۰ ۱ ۰ ۰۰۰ ,4 كلها بدائية . ومن ثم فان حاصلی الضرب ,لل...,2 ۰ ,6,...4 


0۹ 








پیت ی ای اس ی سنوی | 
بدائیان (تمهيدية جاوس) . ومن ثم فان : +4,...4 - ...> .ولان ۸ نطاق تحلیل وحید 
فان = 7۸ ۰ وبترقیم مناسب نستطیم أن نکتب ,4 - > فى ۸ لجميع (,...,1) ©7 
ومن ثم فان ,0.9 - ,ص...,م فى K( K]×[‏ هو حقل القسمة ل ) . ومن (۷-۵-۳) 
تکون العناصر رم » ...۰۰ وم٠‏ ۱ ۰ ...۰۰ ,9 غير قابلة للتبسیط فى [×]۸ . ولان K‏ 
حقل فان حلقة كثيرة الحدود K]×[‏ تکون نطاق تحلیل وحيد » ومن ثم فان / < 7 
وبترقيم مناسب نستطيع أن نكتب ,و - رم فى [×]× لجميع (1,...,7) ie‏ . وهكذا 
فإنه ينتج أن : ,9 | ,ص » ,ص | ,© فى []ک . ومن (85-5-1) نحصل على ,9 | ,2 » 
,م | ٩,‏ فى [×]۸ . بحيث إن :م » رو تتشاركان أيضا فى [×]۸ . 





۱-۵-۳ نتيجة : 

۸ نطاق تحليل وحيد ڪ کل حلقة كثيرات حدود على ۸ فى عدد منته من " العناصر 
غير المحددة " تكون نطاق تحليل وحيد . وعلى وجه الخصوص لذا كان ۸ حقلاً فان كل 
حلقة كثيرات حدود على 7 فى عدد منته من " العناصر غير المحددة " تكون نطاق تحليل 
وحيد . 

۱۱۵-۳ أمثلة محلولة : 

مثال ١‏ : لتكن [ 117 ,0 +... + ' کر ,۵+ <<( » £0 ,» . برهن على 


أنه إذا كان #»ى ليس لهما قواسم مشتركة (غير ±1) » وكان 0-كر ۰ فان ,©|” » 
8 


S|a 


البرهان : لدينا 
n 7-1‏ 


r 
d, E + اب‎ 
5 





0= مه + ... + 


71-1 
0 = وم +... + کرت + رن ج 


۱-1 1-2 7-1۱ ا‎ n 
> r(a,r" +a,_ Sr" +...+ a8" (= - 


۶۰۹۰ 





رم ليس لهما قواسم مشتركة (سوى21) فينتج من تمهيدية إقليدس (۱4-4-۳) أن م۱۵ 


وبالمثل ( ره +..۲ کیره راید 6۳ 

ولان 5 ,م لیس لهما قواسم مشتركة فینتج كما سبق أن به |5 . 

مثال ۲ : اوجد جمیع کثیرات الحدود غير القابلة للتبسيط من الدرجة الثانية المطبعة (أى 

معامل أكبر قوة فیها هو 1) فى [2,]2 

الكل : این هتاك سنوی 1+ 222 ۶ 2 ديز ع X22‏ 

لاحظ أن 2- =[ › فمثلا (1- )(2+ ۲) - ۲-2 + 16۶ =1+ ¥ + 2ج 

وتکون قابلة للتحلیل . 

مثال ۳ : لنکن [ +1٤2]‏ + +۱ <() 7 . اکتب 0 کحاصل 

ضرب کثیرات حدود غير قابلة للتبسيط فى [×],7 

: الحل‎ 
¥ + ¥ + ¥ + 1- )X ° +1) +1 
= (X”-1)X +1 

(X-1)(X +1)(X +1) = (X +1)(X + 1() +)‏ = 
مثال > : لتكن [17], ,7 ©(20)/ ۰ غير قابلة للتحليل ومن درجة « » م عدد أولى . 


برهن على أن 9 حقل ذو ”م من العناصر 

البرهان_: [×], 7 >()/ غير قابلة للتحليل يستلزم أن المثالى [0/] مثالى أعظم 
فى [×],7 (۹-۲-۲) ومن ثم فان و يكون حقلا (۱۱-۳-۱) 

والآن : 


[72-1,...و0,1 - اور € Q,‏ |[(7)26]+ “ارك ...+ رید 16 e‏ 


a 





0 عدد العناصر فى هذا الحقل "م . 
مثال 5 : لنعتبر [ 2,126 
(أ) هل []2 نطاق تحليل وحيد ؟ ولماذا ؟ 
(ب) برهن على أن ([2]116 {a+ 17 )10(| ae 2, (X)€‏ ع: 1 
مثالى فى [ ]2 
(ج) هل [2]5 نطاق مثاليات أساسية ؟ 
(د ) هل [×]7 نطاق إقليدى ؟ ولماذا ؟ 
الحل_: 
(أ) نعلم من (1-۳-۳) مثال ۱ أن 2 نطاق تحلیل وحيد » وبالتالی فانه من نظرية 
جاوس )٩-۵-۳(‏ یکون [ ]2 نطاق تحلیل وحید 
(ب) واضح أن 7 ع0 أى أن ۵ + 7 
ليكن 27 (0) ۶× +ط,(×) ۴ +ه . هذا یقتضی أن : 
a+ 2 )(- )6 + Xg(X)) = 9+ X(f(X)-g(X))e I‏ 
(لأن 22 € ۵-9 << ,27 (a,b‏ 
والآن ليكن a+ Xf(X)e1 ۰ g(X)=b, +b X + ...+ 9۳" > Z]×[‏ 
هذا یقتضی أن : 
g(X (a+ Xf ) (6+ +...+b,X "(a+ Xf ) ((‏ 
+Xg (XY (X)‏ "عله +...+ bya +baX‏ = 
g(XY (Xe I‏ + هله رط +... + =bya +X (ba‏ 
(لأن ,22 € ه,5) 
ومن ثم فان 7 مثالى فى [ 212 
(ج) [7]1 ليس نطاق مثاليات أساسية . المثالى المعطى فى (ب) ليس مثاليا أساسيا 
فلا يوجد عنصر وحيد (2)۵۶ + يولد 1 . 









تعليل آخر : من (۱۰-۱-۲) لايمكن أن يكون [×]7 نطاق مثاليات أساسيا » وإلا كان 


7 حفلا ! 
( د ) [7211 لايمكن أن يكون نطاقا إقليديا من النتيجة )5-7-5١(‏ والا كان [×]7 
نطاق مثاليات أساسية . 
مثال 1 : اوجد أصفار [¥×],2 2+ 2يز + ×3+ ×= / فى ,2 
الحل : واضح أن 0= X‏ صفر ل / . وبالتجربة نجد أن الصفر الثانی الوحید هو 
4 - × وهو غير مکرر . 
أى أن كثيرة الحدود وهی من الدرجة الخامسة لها صفران فقط فى ,2 هما ۰0 4 . 
مثال ۷ : اعتبر 

(2 + ×3- '×) + بر م2 - '×) + ر (1 +عر6 - تير) + تیز(مد2 + ×6 = (مر,) ر 
كعنصر فى [ر]([×]@) . اكتب (بز,2) كعنصر فى [×]([ر]@) 
الحل : ۱ 

-2y( x+y” +26 (QD‏ ری تروق + ¥ (3- )+ نرق + سجن - «رممز 

تمارین 

(۱) لیکن ۸ نطاق تحلیل وحید . برهن على أن قاسما غير ثابت (nonconstant‏ 
(1171501 لكثيرة حدود بدائية فى []۸ یکون کذلك كثيرة حدود بدائية . 
(۲) اعتبر كثيرة الحدود  00][‏ 17-2 . هل هی قابلة للتحلیل ؟ وإذا اعتبرناها فى 
[ ]® هل تکون قابلة للتحلیل ؟ هل یتناقض هذا مع النتيجة (۷۲-6-۳) ؟ ولماذا ؟ 
(۳) برهن على أن 7,]X[‏ نطاق تحلیل وحيد . والان اعتبر کثيرة الحدود 
٠ 2+37 +2 +4 2,]1[‏ وبرهن على آنها یمکن کتابتها على الصورتین 


۳ 


الاتيتين : 


۰۲ 


(1+ )1-¥) ۰ (3+ 2(3- ×1(”)2- ) . هل يتناقض هذا مع کون 
[],2 نطاق تحليل وحيد ؟ ولماذا ؟ 

: ليكن # نطاقا متکاملا . صف جميع الوحدات فى‎ )٤( 

7,][ (ب) [×],,2 (ج)‎ RIX] (Î) 
لیکن 7 حقلا . برهن على أن جميع كثيرات الحدود ذات الحد الثابت 0 = مه تكون‎ )٥( 
]X[e ۴]×[ مثاليا‎ 

(1) ليكن ۴ حقلاً » وليكن [] المثالى فى ٨]×[‏ المعرف فى تمرين (5) السابق مباشرة. 


F(X] 1 :‏ یر م هش ی 

1 يتشا با ۱ : 

برهن على أن ر حقل يتشاكل مع ۳ بالطريقتين الآتيتين 
1 : 5 : 5 [18” یک“ بالضسط مه عة 

( أ ) کل فصل بواقى (1255ه 65106) فى 2 يتكون بالضبط من عنصر 


ولحة فى قر ريق رو اا 1y‏ 

(ب) بعمل هومومورفيزم ۲ج [7]2:م يكون نواته [0] » مع تطبيق نظرية 
الهومومورفيزم (۲-۲-۱) 

(۷) برهن على أن كثيرة الحدود [×]7 > ك/ر غير القابلة للتبسيط تكون بدائية . 

(۸) لتكن [7]2 € مه +... + ۳۳۲ + "× = كر . إذا كان 7 عددا كسريا (نسبيا) 
وكان 2-7 يقسم “رفبرهن على أن 7 عدد صحيح . 

)٩(‏ أوجد جميع كثيرات الحدود غير القابلة للتبسيط من الدرجة الثانية أو الثالثة فى 
[ مايل ۰ [ ماو . 


1٤ 





۱۲ تمسيط (نحليل کیرات الحدود . Factorization of Polynomials‏ 
باتفا غاب فاته ارين ن سین اها فخليل له کیره سوا عون لین هه عد 
عدم قابلیتها للتحلیل إلى عوامل درجتها أصغر من درجة كثيرة الحدود . وسنعطی هنا 
بعض الأدوات المساعدة . 
۱-۱-۳ شرط عدم القابلية للتحلیل لایزنشتاین(۱۸۵۰) 

Eisenstein Criterion (1850) 


ليكن ‏ [×]7 € a,‏ +... + “انه + =a,X"‏ كر 
إذا كان هناك عدد أولى م بحيث إن ,4 | م › ر,»|ص ۰۰۰۰۰ مها ۰ ,6۵| ”م فان 
“رتكون غير قابلة للتحليل (للتبسيط ) فى [ 71 
اليرهان : إذا كانت / قابلة للتحليل فى []2 فإنه يوجد [×]7 ٤۸,ع‏ بحيث إن 
<n ۰ f = gh‏ (/)068,(و)عء0 >1 . ليكن را ...+ g=b,X‏ ۰ عد..+ محر . 
عندئذ فإنه لأن ڕه | » ہه] ”م ۰ 86 - مه ينتج أن م يقسم واحدا فقط : إما وط » 
وإما وه . لنفترض أن م6 ۰ م6 ]م . أيضا لأن 2 = يه | م فان 15م . 
وبالتالى فإنه يوجد عدد صحيح أصغر / بحيث إن ,0 | م . والآن اعتبر 

a, = bc, + b,_,c, + ...+ bc, 
بالفرض ,ه | 7 ۰ وباختيار / فان كل حد على اليمين بعد الحد الأول فى المجموع السابق‎ 
يقبل القسمة على م . وهذا يستلزم أن م يقسم ,5,0 . وهذا مستحيل لأن م عدد أولى » م‎ . 
. لايقسم ,8 ولا يقسم وه‎ 
. ملحوظة : يعمم هذا البرهان مباشرة على [×]۸ © كر حيث ۸ نطاق متكامل‎ 
: نتيجة‎ 7-5-9 
-۳( ليكن ۸ نطاق تحليل وحيد » وليكن × حقل القسمة ل ۸ . / المعرفة بالشروط فى‎ 
تكون غير قابلة للتحليل (للتبسيط) فى ]1 (انظر (5“-ه-7))‎ )١-5 


3 





۰ Integral Domains Je Sak 
تكون كثيرة الحدود‎ ۸ N ۱/0( مثال : ليكن م عددا أوليا . عندئذ فإنه لكل‎ ۳-١-۳ 
ء م - ” > غير قابلة للتحليل (للتبسیط) (1/ م ء ر |ام › م | ”م)‎ Q]× [ 
والآن لجميع 1< ۸ يكون 4/7 عددا غير نسبى (غير كسرى) لأنه لو کان آ4 عددا‎ 
۶ - نسبيا أى أن 42 © م4 فان [0]16 © م- ×. ولکننا نعلم أنه لو کان مر‎ 
موجودا فى []© فإنه يكون أحد عوامل م - 20۳ أى أن م- 26۳ تكون قابلة‎ 
. للتبسيط (للتحلیل) وهذا غير ممكن‎ 
: تعريف‎ 4-5-7 
لتكن ۸ حلقة إبدالية لها عنصر الوحدة . بسبب الخاصة الكونية (العالمية) لحلقات كثيرات‎ 
عع يوجد بالضبط هومومورفيزم وحيد‎ ۸]X[ الحدود (۱-۱-۲) : لكل‎ 
6, يت بحيث یکون 0,00 ۰ 6 (0,)6 لجميع ۸1 . يسمى‎ :11۲[-11[ 
. المتعلق ب عم‎ )subistitution هومومورفيزم التعويض («دنطم:0720220ط‎ 
لكل [8]16 > نحصل على العنصر (/) ,© = (8)/ فى [×]۸ » بالتعويض عن‎ 
ع3 كور دد فى زه هذا از له مان رنه لک‎ 
م2 .یگمه‎ © R < f =a, + که +... + لابه‎ 
(6,6۵2 ((00)ي4,()6) يه ...مب < (#ه+...‎ 
6, هومومورفیزم‎ 
= 6+ وه‎ + ...+ ۵,8" = f(g) 
: وعلی وجه الخصوص إذا كان × = م فاننا نحصل على‎ 
۶-۵ vf e R[X] 
. أى أن الكتابتين “رء كر متكافتتان‎ 





۵-1-۳ تمهيدية : 
لیکن ۸ نطاقا متكاملا » [ ۲2۲ € ع 


هومومورفيزم التعويض ,6 المتعلق ب ج أيزومورفيزم إذا كان وفقط إذا كان يوجد 
۰06 96۲ بحیث إن : +b‏ لله دع ۱ 

البرهان : " ج " : ليكن 6+ له دع ۰ ]۰06 6۶۲ . لأن 46 فانه یوجد 
R‏ ع »© بحیث إن 1< 2۱ . نعرف (0- 017 < 1 . والان : 


1= ,وميه ج =X‏ + (ط- )۵۵ ((ط- > (a‏ يت < (( (XK )=0, (0, (K‏ ,0,00( 


RIX] 


)۸])[ (راسم الوحدة على‎ 
(6,00, (XK )=0, (0, (XK (( < 0, (aX +b)=a'(ak +b-b)=X ج‎ 0,00, =1 


RIX] 
. أى أن ,ت تناظر أحادى » وبالتالى أيزومورفيزم‎ 
. لان ,7 راسم غامر (شامل » فوقى) فإنه يوجد [×]۸ عكر بحيث إن -(ل0‎ : "+" 
: ومن ثم فإن‎ 
deg(g)deg(f) = 062)0,)[ (( = deg(X) =1 

ومن ثم فان (068)7 = 1= (068)2 . وبالتالی فإنه يوجد 1 ,۵,0,۵ 
بحيث إن ۲+ 0۱ - كر ,8+ 07 < ع » بحيث إن : 

X - 0,)(< 002 + 6( = a(aX + (ط‎ +" = a'aX + ۵۱0+" 


1= 'من ج 


1Y 





: ae FR أى أن‎ 


۱-۱-۳ نتيجة : 
لیکن ۸ نطاقا متکاملا » ۴ ۰ 5/7 ۰ 5+ غلمح ع . عندئذ فإنه لكل [11ع : 
/ غير قابلة للتحليل (للتبسیط) فى 76ج ():0 غير قابلة للتحليل (للتبسيط) فى []۸ 
البرهان : مباشر تماما من التمهيدية السابقة مباشرة (5-5-5) 
۷-۱-۲ نتيجة : 
لكل م عدد آولی تکون كثيرة الحدود 
J 22۲ 2۳ + ...+ +e 02‏ 
غير قابلة للتحليل (للتبسيط) (فى [/00]1) 
البرهان : ليكن ,© هو هومومورفيزم التعويض المتعلق ب 1 +25 > : م1138 . 
لاخظ أن ۲۳*21 ررك ).ومن ثم فان 
(1- 6)» - ((1- )یی 
(),0 0,0۲ < (),1(0- 6,۶ << 
6 هومومورفیزم 


> Xo,(f)= (X +17 -— 


>0 ef) 
1 r p-1 


ار 
~r)!‏ )7۱ 
ونلاحظ أن !م |م ۰ !(م#-صم)!” ]م (م عدد أولى وإذا کان قاسما ل r!(p-r)!‏ 


فلابد أن يقسم أحد العوامل وكلها أصغر من م) ومن ثم فان : 


لکل ‏ (1- مر....,1) ۳ یقع 7 ویساوی 


7 )ام لجميع re {l,....p—l}‏ 2 1[ ام 2 م P‏ )ام 3 4 ۱ 
1- ۲ 1-م 


ومن (۱-5-۳) تکون (/),ت غير قابلة للتحلیل فى [2]16 » ومن (1-5-1) تكون ر 
غير قابلة للتحليل فى [/2]12 ۰ ومن (۲-۰-۳) تكون كرغير قابة للتحليل فى [×]@ . 
۸-۱-۳ نظرية (الاختصار بالمقياس) 


لیکن ۸ نطاق تحلیل وحيد ۰ [/2]1 > ره << كر كثيرة حدود بدائية » 7 مثالی 
i=l‏ 


أولى فى ۸ ۰ »,© . وليكن ,=۸ ۰ [×]۸ -[2]/:م امتدادا 
(«10ومها×ه) للإبيمورفيزم الطبيعى الحلقی ۸ ج ۸ ء وليكن × حقل القسمة ل ۸ . 
عندئذ فان : [×]۸ >(/)م غير قابل للتحليل ->[1]2 © / غير قابل للتحليل 
البرهان : من (۷-۵-۳) يكفى أن نبرهن على أن [×]۸ © ر غير قابلة للتحليل ( فى 
[]8). إذا كانت / قابلة للتحليل فى [×]۸ فانه توجد كثيرتا حدود كلتاهما لاتساوى 
ثابتاً هما چ » ۸ فى [×]۸ بحيث إن ۸ ع حي (لأن / بدائية) 

ومن ثم فان (۵0(ع)م -(7)م . ولأن ۸ نطاق متكامل ۰ ۶ ,۾ نحصل على : 

deg(2(P)) ۱‏ + ((8)م)168 = ((/)م)وع0 = deg(g) + 168)1( = deg(f)‏ 
ولان (068)8 > ((ع)م)065 ۰ (068)7 > ((068)0)7 فاننا نحصل على 

(ع)068 = ((ع)م)عء0 ۰ (16800 = (:468)20 ۰ أى أن (/7)م تكون قابلة 
للتحلیل فى [×]۸ : تناقض 

فى حالة 2 - ۸ › م عدد أولى › R=,‏ . اختیار م یعتمد علی شیء من الحظ ! 
لأنه إذا اتضح أن (ر)م قابلة للتحليل ۰ فان هذا لايعنى شيئا على الاطلاق » فقابلية 


التحليل فى []۸ لاتستلزم قابلية التحليل فى 10 . 


۰:۹۹ 


م م ا نجل بط بمب دی چم ا و ھک وش ت ی ن وک ا 


: أمثلة محلولة‎ ٩-۱-۳ 
: ١ مثال‎ 
: لتكن [ ]7 1+ * ×-؟ رد . نختار 27 -7 ۰ وبهذا يكون‎ 
(/)م‎ - X° + 2٩ +]> [۲](ر)‎ 

ذا كانت (/)م قابلة للتحلیل فى [11](,رر/) فان (/)م یکون لها عامل من الدرجة 
الأولى أو الدرجة الثانية . کثیرات الحدود من الدرجة الأولى هی ۰ 1+ × فقط (فی 
1( ) 
۲ لیس عاملا ل (ر)م + 10 0+1 +۶۵ (0)()م 
2+1 ليس عاملاً ل للم <-1+1+1-1+0- (7(0)م 
كثيرات الحدود من الدرجة الثانية فى [26 ](ر/) هی 

۳۶ ۰۶:41 ۲ +۳۶ ۲+1 +2۶ 
إذا كان 7× عاملا من عوامل (/)م فان 0-(7()0/)م (لأن م هومومورفیزم » 
× عامل من عوامل (/)م) ولكن 
2 ليس عاملاً من عوامل ()م << 0 0+0+1-1۶ (7/()0)م 
ولذا كان 2+1 عاملا من عوامل (/)م فان 0= (7()1)م » لکن 

10 -1+1+1- (0)(/)م 

"ای أن 1+ × ليس عاملا من عوامل (7)م 
وكذلك إذا كان × + × عاملا من عوامل (/)م فان 0= (7()01)م = (6)/()0 


وهذا لايحدث 7 
یخفی. 1+ + 2 وبالقمة القايدية نحصل علی. : 
X° +1= (X° + X°)(X° + X +1(+ [1‏ + في[ = )/(0 


۷. 











ای أن 1+ × + ”× ليس عاملا من عوامل ()م . 
وبالتالى فان (7)م ليس لها عوامل من الدرجة الثانية ومن ثم فهى لاتقبل التحليل على 
الإطلاق في [21](ر/7) ومن ثم فهى أى ۶ لاتقبل التحليل فى [16]© 
مثال ۲ : برهن على أن شرط عدم القابلية للتحليل لأيزنشتاين ليس ضروریا 004) 
necessary)‏ . أى أنه شرط كاف (01602مهه )sufficient‏ فقط . 
البرهان : لنعتبر [7]26 16+ 7× = ()/ عندئذ فان 

2+ 21+ 2 -1+ ۳+1۱ -(1۱+ )۳ 
خذ 2 - مر وطبق شرط أيزنشتاين : 

1 2 
ومن ثم فان (1 + ليست قابلة للتحلیل فى [7]2 » ومن ثم فهی ليست قابلة للتحلیل 
فى [ ]۵ . 
ومن (1-1-7) تکون 60 غير قابلة للتحلیل فى []40 . (هنا 1 + ع) . 
ولکنه لایوجد عدد أولى م یقسم 1 (معامل #) . وهذا يبرهن على أن شرط آیزنشتاین 
لس ضروریا: .. 
ملحوظة : يمكن للاستغناءه عن النتيجة (5-5-1) هنا بملاحظة أن 
()۸/()ع = عكر إذا كان وفقط إذا كان g(X + a)h(X +a)‏ - و +01 
لجميع 7 ع © . 
وبصفة عامة فإنه إذا كان ۸ نطاق تحليل وحيد » وكانت [×]۸ > 7 عندئذ فإنه لكل 
۴ ع تكون ()/ غير قابلة للتحليل فى [×]۸ إذا كان وفقط إذا كان (4 + غ2ر غير 
قابلة للتحليل فى ]8 » لأن : 
g(X + a)h(x + a),‏ ع ره + f(X‏ ج g(X)R(X)‏ - (2) [ 
deg(g(X)) = deg(g(X + »((, 168)0:021( = deg(h(X + 2))‏ 


۷1 





ولهذا فإننا يمكننا لحيانا آن نطيق شرط أيزنشتاين بنجاح عندما نستعیض عن ۲ ب 

۸ + فى كثيرة الحدود المعنية على [/72]2 ۰ حيث تكون عادة 1,1+2+ -7 . 

مثال ۳ : اضرب مثالا لكثيرة حدود ‏ تكون غير قابلة للتحليل فى [×]۸ لكنها قابلة 

للتحليل فى [ ]۵ حيث 0 حقل يحتوى على ۸ . 

الحل : فى مثال۲ السابق مباشرة رأينا أن [7]2 1+ ” غير قابلة للتحليل . ولكن 

(ز- )+ ر) -1+ × أى أن 1+ 2 قابلة للتحليل فى [/1.1]© 

هذا لا يتناقض مع معلوماتنا السابقة فى  )۷-۵-۳(‏ ذلك أن © ليست هی حقل القسمة 

ل 2 . ولكن © هو حقل القسمة ل 2 . 

مثال 4 : برهن على أن كثيرات الحدود الآتية غير قابلة للتحليل فى [×]@ : 

7 ٩-2۳٩ +6۶10 +18 ۰20-92 +15 «< X؟-4X‎ +2 

ارغان #بالسية إلى 2 ۳۹-4۲ خد 2 وروطيق قرط آیزشتارن:: 

1 24 ۰ ۰2۱2 2272 إذن کثيرة الحدود غير قابلة للتحلیل فى [2]2 

ومن ثم فى [×]@ . 

بالنسبة إلى 15+ 1-9۲ » خذ 3- مء وکما سبق : 

1 (۰3|)9 15 3 15[ 3. إذن 91+15- 0 غير قابلة للتحلیل فى [×]@ . 

بالنسبة إلى 18+ 102- 6×7 + 70-213 خذ 2 - مرء وکما سبق 
22»7-)|2ء 2|6 »10(2-)|2ء 8 ۱۵2 2 

إذن کثيرة الحدود غير قابلة للتحلیل فى [ ]40 . 

مثال ه : 

برهن على أن المثالی [2 +1] یکون مثالیا اعظم فى [0]2) 

البرهان_: لان © حقل فمن )٩-۲-۳(‏ إذا كانت [×]@ ع 2 + كثيرة حدود غير 

قابلة للتحلیل (للتبسیط) فان [2 +2] یکون مثالیا أعظم فى [×]@ . 


A! 





والان ليكن ع =2 + . مرة أخرى لأن © حقل فان رفن( (يكفى 
أن يكون © نطاقا متکاملاً !) . ومن ثم فانه إما أن تکون 20 (068)7 وإما أن تکون 
0= (168)8 . إذا كانت 0- (/)ع06 ٠»‏ فان 1= (468)8. لیکن مه < ۰ حیث 
© ,ه 0# » ولیکن ,8+ ,5ج حيث 0 ع 9,9 ۰ 20 . عندئذ فان : 
( × + )ره 2+ × » وهذا یقتضی أن 2= رطره ۰ 1= طره . وهکذا فان مه 
یکون وحدة > أى أن / وحدة . وبالمثل فان 0= (68)8 یقتضی أن ع وحدة . ومن ثم 
فان 2 +20 تکون غير قابلة للتحلیل (للتبسیط) فى [0]2) . نهاية البرهان . 
ملحوظة : كان من الممکن أن نبرهن على عدم قابلية كثيرة الحدود [×]@ ع 2 + 
للتحلیل مباشرة باستخدام شرط آیزنشتاین » حيث 2 - م 

1 :22 227226 
مثال 5 : لیکن / حقلا . لتكن [/1]1 f )(٤‏ » درجة 2-00 أو 3 . 
عندئذ فان 0 قابلة للتحليل على (فى) [.]5 إذا کان وفقط إذا كان (65رلها صفر فى ۸ 
اليرهان : لتكن (0(/)2)ع - ()/ حيث [×]۴ ع(10(,7)26)ج » درجة (0)ع) » 
درجة (00) أقل من درجة (0/) . لأن []5 نطاق متكامل 
فان درجة (620) تساوی مجموع درجتى كثيرتى الحدود 200 ۰ 7000 ۰ وهی تساوى 2 
أو 3 . ومن ثم فان واحدة منهما (أى من 209 ۰ 8000) على الأقل ستکون درجتها = 1 » 
ولیکن 8)00-006+0 . واضح أن ط"ه- صفر ]و » وبالتالی هو صفر ]۰ 
وبالعکس ليكن © صفرا ل ۰/۵ أى أن 0( حیث ۶ عه . عندتذ فمن التمهيدية 
(۲-۲-۷) یکون»- عاملا من عوامل()/ أى أن 0)قابلة للتحلیل فى (علی) [5]06. 
مثال ۷ : لأية قيمة ل 5 3 2 تکون كثيرة الحدود [×]@ ع 5 + ×ط + 382 غير قابلة 
للتحليل فى [×]@ ؟ 
الحل_: سنوجد 7 ع 0 التی تجعل كثيرة الحدود غير قابلة للتحلیل فى [ ]2 ۰ ومن ثم 
فانها تکون غير قابلة للتحلیل فى [×]@ . 


VY 





(ذا کانت كثرة الحدود وهی من الدرجة الكانية قابلة للتحلرل » 3 ۰ 5 لیس بینهما قاسم 
مشترك غير +1 فانه یکون لها عامل من الدرجة الأولى وبهذا یکون لها صفر فى 2 ۰ 


وهذا الصفر يكون على الشكل حيث م لحد عوامل 5 ۰ ي أحد عوامل 3 وبالتجربة 
نجد أن : 
b= -8‏ جح 0= +b)1(+5‏ :(3()1) ج 1= 
b= 8‏ > 20 5+(0-1 + (1-)(3) ج 1- < 
6-- ج 5-0 + (5) + (3(65) جح 5 - 


5-6 ج 0 - 5 + (5-)8 + (5-)(3) ج 5- = 


8- ده - 5+ )2-08 م0 و + كد 


1 1 1 1 
2-6 0 جح 20 5+ (2) + - ج 0 - 5 + +b‏ 32 جد 
ج 5 3 00 2 


۳ 

0 

2 

0 

2 

q 

P 

q 

Pe 5 

8-- وج 0 -5+ 0 + ده = 5+ + 3¬ مس سظ 
3 3 9 
P2‏ 

q 

Po 

9 3 

2 

0 


16= وج 0 -5+ 9م جه و + y+‏ و 


اذن لجمیع [16+,±8) 71 (٤‏ نکون کثيرة الحدود المعطاة غير قابلة للتحلیل فى 
٠» 2][‏ وبالتالی غير قابلة للتحلیل فى []0) 
طريقة أخرى : ممیز المعادلة هو : 
52-0 = (4)3()5 - 
0- "±= _ 
(2(63) 
۰:۷ 





تن ا 7 يجب أن یکون 60 = مریعا وهذا لا يتأتي الا لذا كان 
8 أو 16+-2 ., كما سبق . 
مثال_۸_: برهن على أن [ 00 ع8+ 22 - * ۲+ * ×= کر غير قابلة للتبسيط (أى 
غير قابلة للتبسيط فى [012) 
البرهان_: سنبرهن على أن كثيرة الحدود المعطاة غير قابلة للتبسيط فى []2 ومن ثم 
فإنها تكون غير قابلة للتبسيط فى [/01 (0) هو حقل القسمة ل7 ۰ نتيجة (۷-6-۳)) 
وكثيرة الحدود المعطاة قواسم معاملاتها المشتركة هى 1+ فقط فإذا كانت قابلة للتحليل 
فى []2 فانه يكون لها عامل من الدرجة الأولى وبهذا يكون لها صفر فى 2 . وهذا 
الصفر هو أحد عوامل 8 ء أى هو أحد 1+ ۰ 2+ . ±4 ۰ ±8 ( ۾ -× عامل من 
عوامل زجب 0 -(0) / ) 
80 - 8+(20- 17( + :(1) = )£ 
.0 8 - 2-)ثر ,0 ۶ 16- (2)ر,0 + 210 (1-) 
0 264- - (8-)۲ ,0 + 408 = (8) £ ,0 + 32- - (4-)ر ,0 ع 80 - (4) ر 
وبهذا لايكون لكثيرة الحدود أى صفر فى []7 وبالتالى فهى غير قابلة للتحليل فى 
[2]1 »ومن ثم فى [/0]1 . 
مثال 5 : برهن على أن كثيرة الحدود 1- ٩-5٩-61‏ -: كر غير قابلة للتحليل 
فى []0). 
اليرهان : سنثبت - كالمعتاد - أن /ر غير قابلة للتحليل فى [2]2 فتكون غير قابلة 
للتحليل فى [×]@ . 
إذا كان ل /ر عوامل من الدرجة الأولى فسيكون 0 = (1/ أو 0 = (1-)/ (لانه لاتوجد 
عوامل للحد المطلق فى “روهو '1-" سوى 1+ ) 
110- -1-5-6-1- ()/ 
 )-1( --1-5+6-1--10‏ 


{Vo 











إذن ليس لها عوامل من الدرجة الأولى . 
بالرجوع إلى النظرية (۸-1-۳) 
نجرب 272-37 » ويكون 


2۸ + 2 > وام 
20 - (2)02 ,0 21 (1)م,0 ۶ 2 - (0)م 
وليس ل (/)م عوامل من الدرجة الأولى كما هو متوقع 
لأن معامل > هو 1 فإننا نعتبر كثيرات الحدود من الدرجة الثانية التى معامل ”× 
فيها هو 1 
والان کثیرات الحدود من الدرجة الثانية فى 0/9 التى معامل 7× فيها هو 1 هی : 
2 31 در و 
AT‏ 2 ونير 
که ار 2 چن 0 كام ليا حفر هو 2 کان ند 
([) عامل من الدرجة الاولی » وهو غير صحیح مما سبق . 
گان او ۲+ لو 2+2 عاملا من عوامل 7م كن 
0= (۶)0)م ء ولکن 270 -((0)/)م ۰ إذن 12 » ×+ ”× ۰ 2+ ۸ 
لایمکن أن تکون عوامل ل ((2)۴)2 . 
إذا كان 2+ 2× أو 1+ ×+ 7× عاملا من عوامل (/)م كان 0= (()0)7 » ولکن 
10-((0)/)م . إذن 2+ 7× 1+ + لايمكن أن يكونا من عوامل ((0)7)20 . 
والآن : 
3+ + (1+ 1()۶- ۲ - نيز + ذه ) = (م 
لذن 1+ × ليس عاملا من عوامل (/)م 


۷٦ 








X + 2( +2 +1‏ + 22 )(2 + 22- ذه[ ) = ()م 
إذن 2+ + × لیس عاملاً من عوامل ([)/ 

(XX? +2)(X + 21+-2(+2+1‏ = )/(0 
إذن 2+ ×2 + × ليس عاملا من عوامل (/)م 
أى أن (۶/)م لیس لها عوامل على الإطلاق من الدرجة الثانية وسبق أن ليس لها عوامل 
من الدرجة الأولى » أى أن (/)م غير قابلة للتحلیل فى [ ×( 7) ۰ وبالتالى تكون 
ر غير قابلة للتحليل فى [ 2246 »ومن ثم فى [/]0) . 
ملحوظة : كان من الممكن أن نأخذ 27 = . ونترك هذا للقارىء كتجربة . 
مثال ۱۰ : المطلوب إنشاء حقل ذى 25 عنصراً 
الحل : سنستخدم كثيرة حدود من الدرجة الثالثة م غير قابلة للتحليل فى حقل "مناسب" ۴ 
فيكون المثالى [/] المتولد منها مثاليا أعظم » وبالتالى يكون ۴1 حقلا (نظرية 
(۱۱-۲-۱)). سناخذ (,2 ح) رم حقلا ونأخذ كثيرة الحدود [],7 26+ 262 » 
وهی غير قابلة للتحليل فى [],2» 
إذ أن : 

0 - 2+ 4(7) ,#0 1 - 2+ 3(۳) ,#0 1 - 2+ 0,)2(2 عد 3 - 2+ 1(۳) ,0 عد 2+ (0) 
فليس لها أصفار فى ,2 » وبالتالى ليس لها عوامل من الدرجة الأولى » وهی من 
الدرجة الثانية » فتكون غير قابلة للتحليل (انظر مثال 5 السابق) 
والآن 

+l abe 7,‏ ]جک وب اد 


(انظر مثال ۱٩‏ فى (۸-۲-۲)) 


VY 


حقل يتكون من 25 عنصرا لأن كلا من ۵ › 5 يأخذ خمس قيم 0 » ... » 4 » وهما " 
مستقلان " . (راجع مثال ٤‏ فى (۱۱-۰-۳)) 
مثال١١‏ : المطلوب انشاء حقل ذى 27 عنصرا . 
الحل : سناخذ هذه المرة الحقل (و .7 ) رو 7 ؛ وسناخذ کثيرة الحدود 1+ 42 ر 
وهی كذلك غير قابلة للتحلیل فى [2,]0 » لأن : 
0 1+ 2.2 + :(0,)2 »1 -1++2.1 + (0 ,0 1 -2.0+1 + 0( 
إذن ليس لها أصفار فى [2,].5 » وبهذا لايمكن أن يكون لها عامل من الدرجة الأولى ؛ 
وهی من الدرجة الثالثة أى هی غير قابلة للتحليل (انظر مثال؟) . والان 
2 #عرظيه |[1+ +2X‏ جع +X‏ که رول برت ام 
هو حقل يتكون من *3 أى من 27 عنصرا . 
ملحوظة : كتدريب حسابى دعنا نحسب : 
HIKED‏ 263 ]ع 1 عر ع (EDE FIX FIS‏ 
+X +1+[X +2X +1]‏ 2+ ¥+ ور +2X+1]=‏ ]دعر + ¥( = 
11332 2+ )۲ - 
(لأن [1 + X3 +1+[X +2X +1] (x +27 +1e []X°+2X‏ = 
FIX +2 +1[ < ۲ +X +2 + 1[‏ 2-- 
يمكن كذلك التخلص من “ار بقسمة ۳ علی 1+ 2+ 3 
مثال ١١‏ : برهن على أن كثيرة الحدود [12]© 1+ × + ”× +× تكون قابلة 
للتحليل (للتبسيط). هل يتناقض هذا مع المثال (7-5-5) ؟ 
الحل : ۱ (1()32+1+غ) < 1+ +X‏ ۶ + ع 


YA 





4 < 4 ليس عددا أوليا . 

مثال ۱۳ : لیکن (7 نطاقا متکاملا » ۲ حقلاً يحتوى 7 . إذا كانت [1(]1 ع 7 وهی 
قابلة للتحليل على [2]06 » ولكنها غير قابلة للتحليل على [55]0 . فبماذا يمكنك القول عن 
تحليل / على 0] ؟ 

الحل : يكون تحليل فی (على) 97 على الشكل چ » -/ حيث 72 42 » لكنه ليس 
وحدة فى 7 › [1]|/ عع . 


مثال ۱٤‏ : برهن على أنه لكل عدد صحيح موجب + يوجد عدد لانهائى من كثيرات 
الحدود فى [2].6 من الدرجة ‏ » غير قابلة للتحليل فى [0]26 . 
البرهان : لأى عدد اولی م ستکون كثيرة الحدود [ ]7 ع م + "+= كر غير قابلة 
للتحلیل فى [×]7 (شروط ایزنشتاین متحققة) وبالتالی هی غير قابلة للتحلیل فى 
[] (نتیجة (۲۳۲7۳)) 
مثال ٠١‏ : إذا كان م عددا أوليا فبرهن على أن كثيرة الحدود : 
f = 2۳ - 2*7 + 1*73 -...- ۲ +1 Q[X]‏ 
تكون غير قابلة للتحلیل . 
انظر مثال )۷-٦-۳(‏ . ناخذ 3< م ۰( 2= م الادعاء تافه) . 
سنستخدم هومومورفیزم التعویض ,ت المتعلق ب 1- × -: و د [2]2 
لاحظ أن : 
1+ * = 1(7+ ر) 
(1+ 0,0۵۲ < ((1+ )0 < 
(1), +( 0,2 < (),1(0+ )7 < 
© هومومورفیزم 


۹ 


7 |4 ۳ 4+ ۳ 10 ”لح 1+ (1سهط)- (/) بارج 


مسب 
1 


(-D' E +...+p‏ +... + - ۳۲ - (ل) 0 ج 
۸ 


وأكمل .. 
مثال ۱1 : برهن على أن كثيرة الحدود [×]@ 1+ 8+ *26- 2 = f‏ غير 
قابلة للتحلیل فى [ ]© 
البرهان : سنبرهن على أن / غير قابلة للتحلیل فى [×]7 ومن ثم تکون غير قابلة 
للتحلیل فى [×] (نتيجة (۷-6-۳) 
لأن " الحد المطلق " هو 1 فلا یوجد سوی 1+ کصفر لکثيرة الحدود إذا أمكن تحلیلها 
وکان أحد عوامل التحلیل من الدرجة الاولی . (تذکر أن التحلیل فى [×]7 ! ۰ انظر 
مثال ۱ فى (۰)۱۱-۵-۳ تمهيدية (۲-۲-۲)) . ولکن 
0 ۶ج 5 < 6+1 + 21-2 (7)1 

۶0 8- < 8+1- 21-2 (1-) [ 
إذن لایمکن أن تتحل “ربحيث یکون أحد عواملها من الدرجة الأولى . آما إن آمکن تحلیلها 
إلى عاملین كل منهما من الدرجة الثانية ([×]7 نطاق متکامل فیکون مجموع درجتی 
العاملین = 4 = درجة (/)) فهناك إحدى إمكانيتين للتحلیل فقط : 


(X + ۵: +1()2۲۶ + BX +1) (1)‏ در 
أو 

J =(X + 0۵/1 -1()2 + BX -1) (2)‏ 
فى (1) لدينا بتسوية المعاملات المتناظرة فى الطرفين : 

(معاملى × فى الطرفين) 0=a+8‏ 

(معاملی × فى الطرفین) +0 - 8 


م 


ای آن 0-8 وهذا تناقض 
فى (2) لدینا بالمثل بعد تسوية معاملی © ۰ معاملی × فى الطرفین : 
. ۸ +0 -< 0 
6 -/0-- 8 
كذلك 8 = 0 نفس التناقض السابق 
إذن لايمكن تحليل فى [)]2 وبالتالى لايمكن تحليلها فى [ ]40 . 
مثال ۱۷ : 
هل كثيرة الحدود 2+2+ ×+ 27 مر غير قابلة للتبسيط فى [×],7 ؟ ولماذا ؟ 
عبر عن فی صورة حاصل ضرب کثیرات حدود غير قابلة للتبسيط فى [ ]2 
الحل : من مثال ٠‏ السابق لأن “رمن الدرجة الثالثة فإذا كانت قابلة للتبسیط (للتحليل) فان 


والعكس (تمهيدية (1-1-1)) وسیکون ‏ حيث م » و أحد عوامل "2" فى / (مثال١‏ من 


(۱۱-۰-۳)). والآن عوامل 2 فی هى 1+ › 2+ أو بعبارة أخرى 1ء ۰4 ۰2 3 
ولكن الأسهل الحساب عند 1+ ۰ 2+ كالآتى : 
0 -2+1+2+2-<-(0)/ 
f£(-1=-2+1-2+2=-1‏ 
£2)=1+4+4+2=1#0 
1+4-4+2=10-=)2-( £ 
إذن كثيرة الحدود ‏ غير قابلة للتحليل فى [2,,]2 (وبالتالى ليست قابلة للتحليل فى 
[2]1 وكذلك فى []0) كما سبق) . وبالتالى يكون لدينا حاصل الضرب التافه : 


2 + 2+ ۳۶ + 263 - ز. 


۸۱ 


مثال ۱۸ : ادرس قابلية التحليل لكثيرة الحدود 2+ 2 + 11  <‏ فى 7Z,]×[‏ 
الحل : تماما كما فى مثال ۱۷ السابق إذا كان هناك تحليل لكثيرة الحدود فسيكون هناك 


عامل من الدرجة الأولى © - ۳ » حيث مه قاسم ل 2 أى أن © هو 1+ أو 2+ . 
ونحسب (©6رفى کل حالة : 


ان ت هد امل 


أى أن 1+ × ليس عاملا من عوامل /ر 


/)2-3+4+2 - 40 


ای آن 8-2 .لیس عاملا من عوامل ر 


اه 


-5-- 2 +4- 2-3 (2-)/ 
أى أن 2+ عامل من عوامل ر 
إذن لدينا عاملان من عوامل 7 وتكون 

f =h(X -1)(X +2)‏ 
ولأن [×],7 نطاق متكامل فان 
(انظر (6-۱-۲)) 2+ (068)8 = )2+ deg(/) = 1080 + deg(X -1( + deg(X‏ 
فيكون ۸ من الدرجة الأولى . ولأن المعامل المرشد ل = 1 وكذا المعاملان المرشدان 
فى العاملين 2+ ر ۰ 1- ¥ فيكون/. على الصورة 

(X + a)(X -1)(X + 2( = ۳۶ + 2 + 2) f) 
وبتسوية الحدين المطلقين فى الطرفين نحصل على‎ 
a= -[ 


AY 








وتكون 

(06-12)06+2) حدر 

(3- ۲) 1(۳- ¥( =( 
مثال ۱٩‏ : برهن على أن 2- 87+ * ×= كر غير قابلة للتحلیل فى [×]@ ؛ لکنها 
قابلة للتحليل فى [×]® ۰ [¥]° . 
البرهان :إذا كانت / قابلة للتحلیل فى [×]7 فستکون قابلة للتحلیل فى [×]@ » 
٠ R]*[‏ [2]2) . ونوجد جذور المعادلة 0 / التى هی أصفار كثيرة الحدود ر . 


-8 ۰64+ 8 
2 


4+2 -- = × حد 2-0 2- 8۲+ 2 


وبالتالی لاتكون كثيرة الحدود ر قابلة للتحلیل على [7]2 أو [.]© » بینما هی قابلة 
للتحليل على [¥] » [16]© . 
وليس فى هذا أى تناقض مع النتيجة (۷-۰-۳) لأن حقل القسمة ل © هو © نفسه 
ولیس 12 أو ©. 
مثال ٠١‏ : لتكن 9+ 2+ 21٨-37‏ =: /ر. ادرس قابلية ر للتحليل فى [2]2) 
مستخدما نظرية الاختصار بالمقياس (5-9-) . 
الحل : سنأخذ 22 -7 وبهذا يكون لدينا : 
 < 23 +X + 1‏ 

ونعلم أنه إذا كانت / قابلة للتحلیل فسیکون لها صفر . ومن حيث إن الحد المطلق 
1 = ره فان الصفر المحتمل 1 (انظر مثال ۱ فى (0۱-0-۳)) . والان : 

۱ 0 -(1)/ (0 1۶ -(7)0) 
إذن كثيرة الحدود غير قابلة للتحلیل فى []ررم/7 وبالتالی فهی غير قابلة للتحليل فى 
[ ]0 . 


م 





| الب المتكامل n Integral Domains‏ 
ملحوظة هامة : إذا اتخذنا 37 -2 فسيكون لدينا 21 - /ر 


وهی غير قابلة للتحلیل فى م7 لأن 2 وحدة فى و2 . 





لکننا لایمکننا أن نطبق نظرية الاختصار بالمقیاس (۸-۹-۳) لأن ,2 23 ,4ح ,4 . 
تمارین 
(۱) ادرس قابلية كثيرة الحدود @Q]×[‏ ع 2 + 3۴ + × -: £ للتحلیل . 


(۲) برهن آو انف : 


5 [ لماوك . 
E (')‏ ل 


]ل .ء 


(۳) أنشئ حقلا يتكون من تسعة عناصر . 

. آنشی حقلا يتكون من ثمانية عناصر‎ )٤( 

(۰) برهن على أن 4+1 غير قابلة للتحليل فى []@ » لكنها قابلة للتحليل فى 
RIX]‏ 





(1) برهن على أن 4+ ۲ + * ۲ غير قابلة للتحليل فى [×1(ر)⁄) . 

(۷) لتكن 6+ × =: | عنصراً فى [×],7 . اكتب / فى صورة حاصل ضرب 
كثيرات حدود غير قابلة للتبسيط فى [],2 ٠‏ 

(۸) برهن علی آن کلا من [],7 ۰ یت أو ارو تاساك كل كينا 


وبرهن على آنهما متشاکلان (انظر مثاله فى (۲۰-۳-۱)) 
4) اوجد جميع أصفار كثيرة الحدود 1+ 4 - ”× - 4۲3 + 44 + ور = 
جمیع 


A 





(۱۰) ) لیکن / حقلا » [/1]1 > 7 . برهن على أنه لاختبار قابلية التحليل ل ر يمكننا 
(۱۱) لیکن ۴ حقلا » ولیکن [۳]2 (26)م غير قابل للتبسیط . برهن على أن 


(۴ >2)([۱۰]+») حقل جزئی من رہ۴ ۰ ویکون متشاكلا مع ۴ 
(انظر مثال ۳4 فى (۸-۲-۲)) 
(۱۲) برهن على أن [2]1 ×+ ”×+ ۱ ٩+‏ +× + ح: كر تتحلل إلى 
عوامل غير قابلة للتبسیط کالاتی : (1+ × - )1+ ¥ + 1()۳۶+ )۳ 
(۱۳) لیکن ۲ حقلا ۰ [0) ۴۱ >2 . برهن على أن : 
[ ۲۲2 >(7)1» غير قابلة للتحليل  ۴]X[‏ >(0)ر غير قابلة للتحلیل هل 
یختلف هذا التمرین عن التمرین (۱۰) ؟ 
)١15(‏ برهن على أن [×]@ ا كل E‏ غير قابلة للتحلیل 
3 ۰ 1 7 

(إرشاد : عرف 35 = : / . ر غير قابلة للتحلیل فى [×]@ إذا كان وفقط إذا كان / 
غير قابلة للتحليل فى [75]2 ۰ وأكمل ...) 
)٠١(‏ برهن على أن 4 +2 + + غير قابلة للتحليل فى [/11© 
(15) حلل [×],7 4+ ۳٩‏ إلى عوامل خطية 
(۱۷) ادرس قابلية تحليل كثيرة الحدود [/2,]2 3+ 2 + × = کر إلى عوامل غير 
قابلة للتبسيط. اكتب /. كحاصل ضرب كثيرات حدود غير قابلة للتبسيط فى [ ]و7 
(۱۸) برهن على أن 12+ 6 + ۲۶ : كر غير قابلة للتحليل فى [×]@ . هل هی 
قابلة للتحليل فى 8]X[‏ ؟ فى [¥×]€ ؟ 
)۱٩(‏ برهن على أن 8- 37+ × غير قابلة للتحليل فى [×]@ 
(۲۰) برهن على أن 1+ 0٩-227‏ غير قابلة للتحليل فى @Q]×[‏ 

هوملع 


ل تية صحيحة أم خاطئة : 
(1) 2-2 غير قابلة للتحليل فى []00 
(ب) 38-6 غير قابلة للتحليل فى []0) 
(ج) 22-3 غير قابلة للتحليل فى [×]@ 
(د) 2+3 غير قابلة للتحليل فى [2,]2 
(۲۲) عين أيا من كثيرات الحدود الآتية » يحقق شرط أيزنشتاين لقابلية التحليل فى 


[]0 : 
(1) ۶-12 (ب) 24+ 6۶-9 + 807 
(جب) 18- 24+ 420۳-96 (د) 30- 1028+ 2-258 


تا IX]‏ + 
(19) هل و بيرو_ هر حقل ؟ ولماذا ؟ وماذا عن ری برع - بر 


(۲۶) لیکن ۶ حقلا » 5 مجموعة جزئية من ...۸:۱ من العوامل . بر 
على أن مجموعة جمیع [, ,]۳ >(,۲ ,)۶ التى تساوی الصفر عند 
جمیع 5 > (,۵,...,۵) تکون مثالیاً فی [,7۲]21,...2 . 


A٦ 
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The characteristic of a field الحة‎ ٠ ۱-٩ 


۱-۱-۱تعریف : ليكن > حقلا » "1 عنصر الوحدة فيه . الر اسم : 
لب ر1:م 


nan.1 
: هومومورفيزم حلق لأن‎ 
Vn,m € Z: p(n +m) = (n + m).1= l+...+1 l+...+1 + 1+ اج‎ 
من المرات 7 من المرات 72+ من المرات‎ 7 
< 7۱.1+ 7.1 - p(n) + p(m) 
بالمثل‎ 


p(nn) = -].رسم)‎ )1+...+1( )]+ ...+1( =(n.1(n.1) 


۸ من المرات ”من المرات 
p(n )p(n )‏ = 
(وإذا اعتمدنا الشرط (ج) فى )١-5-1١(‏ : 1= 1.1= (001) 
من نظرية الحلقات فى مثال ۱۸ من (۸-۲-۱) نعلم أن نواة هومومورفيزم الحلق يكون 
مثاليا » ومن مثال ۳ فى (۷-۲-۱) نعلم أن 4 مثالى فى 2 إذا كان وفقط إذا كان 
يوجد N‏ ع 7 بحيث يكون 72ح 4 . 
إذن يوجد N‏ © ب بحيث إن .۰ .2012 (0) 16۳ 
يقال إن مميز الحقل & هو q4‏ ۰ ونکتب Char(kKk):=q‏ 


۲-۱-۱ ملحوظة : 
0 ۷۸ ۶0 (۸)م جه © راسم واحد لواحد 0600-0 


4 «7.1۶0 Vn #0 


SAA 





Char(K)#0 > 37 ع‎ ۱۱۱0:7120 


واضح أن هذه ال 7" هی أصغر 7 فى (۱]0 7 بحيث يكون 7:.1-0 ای أن 
المميز فى هذه الحالة هو أصغر 72 فى [0) N١‏ بحيث يكون 71.1-0 . 

۳-۱-۱ أمثلة : 

(۱) الحقول © » 6 ۰ € لها الممیز 0 

(۲) لكل م عدد أولى نعلم أن 4 حقل (انظر (۱۲-۳-۱) فى نظرية الحلقات) 
ومميزه هو م . 

(۲) حقل القسمة لحلقة کثیرات الحدود [ (Z471‏ له لممیز 2" + لکنه بحتوی 
بالطبع على عدد غير منته من العناصر . 

: تعریف‎ 4-1-١ 

ذکرنا فى مثال ۳۶ من (۸-۲-۲) تعریف الحقل الجزنی K (The subfield)‏ من 
الحقل × . یسمی فى هذه الحالة حقلاً فوقياً (۵۳/1610داه) للحقل ۾ . 

: ملحوظة‎ ٩-۱-۱ 

لتکن ‏ مجموعة جزئية من الحقل 1 . ۸ حقل جزئی من ۸ إذا كان وفقط إذا كان : 

(۱) ۸ یحتوی عنصرین على الاقل . 

a-bek : طره‎ 61 JS )۲( 

a"ek : ۵0 ۰ abek الكل‎ )9( 

العنصران فى (۱) هما "0" صفر زمرة الجمع (+ , 6) » "1" عنصر الوحدة فى 
زمرة الضرب (,(۰)6۱)0 (۲) تضمن أن (+,2) زمرة ۰ (۳) تضمن أن 


(,(۱)0 ) زمرة 


۸۹ 





: ظة‎ 0-1-١ 


ليكن / حقلاً جزئیا من الحقل > . لأن عنصر الوحدة فى > هو كذلك عنصر الوحدة فى 
E‏ فان (E) = Char(K)‏ عور 
۷-١-١‏ ملحوظة : 
مميز الحقل يساوى الصفر أو هو عدد أولى 
لیرهان : کن ك 0 2 + کف للممیز لیس عددا ا وا 
فإنه يوجد 11 © 71,7 بحيث یکون 72# = ( ٤٥۸۵۲)‏ . وبالتالی فان 

0 = (Char(K)).1 = (mn).1= (m.1)(n.1) 
ولان × حقل إذن 0 = 7.1 أو 0 = ۸.1 . ومن ثم فان :7 > (غ0707)1) أو‎ 
فانه ينتج أن 1 - 7 أو ۸=1 . آی‎ Char) (= 7# ولأن‎ » 7097 )16( > 
. . أن (07)16 عدد أولى‎ 
ملحوظة : مميز النطاق المتكامل كذلك يساوى الصفر أو هو عدد أولى‎ 
: تعریف‎ ۸-۱-۱ 
يقال لحقل 2 انه حقل آولی 11610 عصندم) عندما لایوجد حقل جزئی © داخله‎ 
۰۲ #۶00 بحيث إن‎ 
لكل حقل × یوجد‎ 

( حقل جزئى  CK‏ ۱ عم حامر 

وهو حقل أولى بداهة » ویسمی الحقل الاولی (The prime field of K) & J‏ 


: نظرية‎ ٩-۱-۱ 
: ليكن 7 حقلا » 2 حقله الأولى . عندئذ فان‎ 
Char(K)=0 جه‎ ۶ <0 (۱) 
5 7 
Char(K)= p ۶0 م جه‎ (۳ 


۰۹۰ 





وهكذا فإنه بدون حساب الأيزومورفيزمات (تاونطم:1505201 10 )up‏ یکون 0 › 
2 حيث مر عدد أولى الحقلين الأوليين الوحيدين . 


الیر هان ات فى الحالتين واضح من (1-1-) 


AP ی‎ RES a 
7 ج|‎ 7.1 


مونومورفیزم . وبسبب الخاصة الكونية (العالمیة) لحقول القسمة یوجد مونومورفیزم 
مج 9:00 بحیث یکون ۱7-0 . ولان (4©)0 حقل جزئی من الحقل 
الأولى م ينتج أن 2 (6)0© » ویکون ‏ ۰ © متشاکلین (لان © 


مونومورفيزم) 


فى حالة ۶0 م - ( 070016 لدینا 2م - (67)6 وبتطبيق نظرية 
الهومومورفيزم للحلقات (۳-۳-۱) ينتج أن 


2 7 
ker(0)* p2‏ = )2( 
ولان م عدد أولى فان ے7 حقل ۰ وهو حقل جزئى من ۳ » الذى هو حقل أولى 
فینتج أن 


ردم 


: أمثلة محلولة‎ ٠١-١-١ 

مثال :١‏ قرر إذا مأ كانت العبارات الآتية صحيحة أو خاطئة 
(أ) ممیز 72 هو 7 

(ب) كل نطاق متكامل مميزه هو الصفر يكون غير منته 
(ج) 2 حقل جزئى من © 

الحل : 

(أ) خاطئة » مميزن 72 هو مميز ,7 أى هو الصفر 
(ب) 


مثال ۲: اوجد ممیز کل من الحلقات الآتية : 


(1( ,27 (ب) ,602 ,1 
(ج) 6932 ,2 (د) © ,2 
(ه) 0Z,‏ ,2 (و) ور © ,له 
(ذ) 2,©42 

الحل : 

(1) صفر (ب) صفر 

(ج) صفر (د) 3 

(ه) 12 (و) 30 

(ز ) صفر 


سؤال : ۰12 30 ليسا عددین أوليين هل یتناقض هذا مع (۷-۱-۱) ؟ 
مثال ۳ : ليكن ۸ نطاقا متکاملا فيه 0= 20.1 ۰ 0= 12.1 (تذکر أن ۸.1 معناها 
المجموع 1-+...+1+1 ل 7 من الحدود) . ما مميز ۲ ؟ 





الحل : من (۲-۱-۱) هل" أن شیر نا كان وروی شش فطلي ها 0 ع 7.1 
لجميع (71140 >7 . وهذه ليست الحال هنا 
أما إذا كان المميز لا يساوى الصفر فهو أصغر (2]140 > 7 بحيث يكون 0 7.1 
> وهو عدد أولى . وبالتالى يكون المميز هنا هو 2 . 
مثال ؛ : فى حلقة إبدالية ۸ مميزها هو 2 . برهن على أن العناصر متمائلة القوة 
تكون حلقة جزئية منها . (راجع مثال ۱۰ فى )١5-1١-١(‏ فى نظرية الحلقات) . 
البرهان : 0 = ”0 وبالتالی 0 عنصر متمائل القوة )۱( 
ليكن (,» عنصرین متمائلی القوة » أى أن : ه= ”ي » 2-8م 
a‏ ۱ 
(a~b)” = a -2ab+b” = aq -b” =a-b‏ 
المميز =2 R۸‏ إبدالية 


أى أن 6-8 متمائل القوة )۲( 


(ab) = abab = aabb = ab” = ab 
إبدالية‎ ۸ 


إذن 48 متماثل القوة ۳( 
من )١(‏ ۰ (۲) ۰ (۳) ينتج المطلوب مباشرة . 
مثال 5 : اوجد أصغر حقل جزئی من حقل الاعداد الحقيقة يحتوى على 2 
الحل : الحقل الجزئی المطلوب هو 
(© > طره | ۵۰2+ {a‏ -: [ 0۳2 
انظر مثال ۲۱ فى )١15-1-١(‏ من نظرية الحلقات 
وواضح أنه أصغر حقل جزئی من R‏ يحتوى على 2 ۰ لان أى حقل جزئی من 1 
یحتوی على ۷/2 لابد أن بحتوی على 651/2+© حیث © > ط,ه 


| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 








مثال > : لتكن ۸ حلقة إبدالية لها المميز م ٠»‏ عدد أولى . برهن على أن راسم 
فوربینیس (2 وبالط۳006) × ج × هومومورفيزم حلقى من ۸ إلى ۸ . 
البرهان : لجميع > زرد : 


)1( ( 0090( 00 = رد = ( مره < ( بم 
۴ إبدالية 


وول )ر رح + ×= ۳ بر+ +y (= )x‏ ۵0 


معامل الحد العام فى المفكوك السابق هو : 





P|___P! 
r r!(p —r)! 


م یقسم ! و 2 م > معام لجميع م> > 1 2 كما أن ر عدد أولى فإذا قسم 
۱( - )!7 فلابد أن یقسم أحد هذه العوامل وهذا مستحیل مما سبق . إذن م7 یقسم 
البسط ولا يقسم المقام فی !م وبهذا يصبح المفكوك 
r!(p —r)!‏ 

=x" +y" = p(x )+ PY) (2)‏ ۴( بر + +y)=(x‏ 0 
من (1) » (2) ينتج المطلوب مباشرة . 
مثال ۷ : ليكن ۲ حقلا له المميز م › عدد أولى. برهن على أن eF|x”=x}‏ ماح عر 
حقل جزئى من . 
البرهان : 0= ”0 أى أن 06 أىأن )1( * ۲ 


le KK أى أن‎ [7 =1 





لیکن > > ,× هذا يقتضى أن ×= ”× .» برع مر . وبالتالى فان : 
(Gy) = xy” =xy" > xy "eK (2)‏ 
۴ حقل 
كذلك فان : 
۶ر 1-) + ”بور 1(7-) +...+ (e‏ ++ ا ×= یرت بز) 
۸ 


٤ 


القسمالثالك) نظريمّ الحقول 211601 Field‏ | 


0 الحدين‎ AS ME aS 


والأخير ويكون لدينا 





Gp برع‎ BEY 
لدينا حالتان : (1) 22 مر‎ 
) رر ×= ر + += ر (1-)+ برد ”( بر‎ 
(ب) ۶2 م أى أن م عدد أولى فردى » ويكون‎ 
"بر ×= یز بر)‎ 
)x فى الحالتين ۶ر - # يرع یز‎ 
أى أن : (3) ع (- ير‎ 
. من (1) » (2) » (3) ينتج المطلوب مباشرة‎ 
. ر ينتميان إلى نطاق متكامل له الممیز م ۰ عدد أولى‎ ٠× مثال ۸_: ليكن‎ 
: برهن على أن‎ 
بر + جرع #(بر + ر)‎ #7 (i) 
۷ 62:6 +y)7 =x (ب) "برب‎ 
)» + واوجد عنصرين × ۰ بر فى حلقة مميزها 4 بحيث يكون * بر+ * ×+“( بر‎ 
: الحل‎ 
(أ) تماما كما فى المثالين السابقين مباشرة‎ 
”۸ (ب) بالاستقراء الرياضى على‎ 
)( 1[-م : صحيحةمن‎ 


n رج‎ +1 


e "بيرج‎ =) +, 


4۹0 








1 ")+ 2 سر 5 ل +( سر p”‏ 06 5 
وکما سبق فى المثالین السابقین مباشرة تختفی جمیع الحدود من الفکوك السابق فیما عدا 
الحد الأول والحد الأخير » ویکون لدینا : 


+ بر 1[ "م )+ (x + =) J‏ 
والان لناخذ 1 = ر= × فى الحلقة ذات الممیز 4 فنحصل على : 
۴+ 2-1 + 0- *2 - (1 +1) 


۲-۱ امتداد (اتساع) الحقول Field extensions‏ 

۱-۲-۱ تعريف : الزوج (۸ ,۸) المكون من حقل × ۰ وحقل جزئی من ۸ 
يسمى امتداد (اتساع) حقل (1605102<© 5611) وسنكتب عادة ۲ < × بدلا من 
(۸ ,) . ويقال أحيانا إن الحقل > امتداد للحقل / . 

ليكن د × امتداد حقل » وبهذا يكون × مع الراسمين : 


1 (۲ 4K ۲ KxK زب‎ 
(a,k ) جم‎ ak )x,ر(اج‎ )x + ر‎ ( 


م - فراغا خطيا (أى فراغا خطيا على الحقل ) 

يسمى (&) ,سنل =:[۸: ]K‏ درجة (068766) (وتكتب عع1) امتداد الحقل kدK‏ . 
(() ,تطتل هو بعد الفراغ الخطى × على الحقل ) 

يقال إن امتداد الحقل   <‏ منته (6انص) إذا كان مه2[>5: /] 

ويقال لحقل 7 إنه حقل بينى (11610 1261550201316) فى امتداد حقل 5۸ کر 
عندما يكون 7 حقلاة جزئیا من × و ۸ حقلا جزئیا من £ . 

۹٦ 








۳-۲-۱ ملحوظة : لیکن ۸د اتساع حقل . عندئذ فان : 
[K :k]=1 2K =k‏ 
البرهان : :۸K[=[‏ ]ج 1عنصر الوحدة فى > يكون اساسا للفراغ الخطى × على / 
K -1-+ ©‏ 
٠-۲-١‏ نظرية الدرجة Degree Theorem‏ 
إذا كان £ حقلا بينيا فی امتداد حقل مج × فان : 
[K :/[ <<] :L][Z :/[‏ 

وعلی وجه الخصوص فان امتداد الحقل ۸د 7 یکون منتھیا إذا كان وفقط إذا كان 
كلا الامتدادین ,1-17 ۰ ۸د[ منتهیا . ولذا كان (,عد,...,,) ساسا للفراغ الخطی 
1 علی ‏ ۰ وکان (,...,,:() اساسا للفراغ الخطی × على 1 فان العناصر ر زرد حيث 
i © )1,...,72(‏ » (1,...,#2) € ر تبنی اساسا للفراغ الخطی × على / 
البرهان : 

)1( مه - [ :]ع م - [ /: dim, (L)=[L‏ < ( كل) dim,‏ ع [ 2 : [K‏ 

[K :k]= dim, (K) < dim, (K)=[K :L]=#[K :L]=* (2)‏ 
(۳) لیکن ۸د[ ۰ 2< × اتساعى (امتدادى) حقلين منتهيين » ر ۲و...:,2) 
أساسا للفراغ الخطى بل علی ٠‏ إ,نز,...,,نز) أساسا للفراغ الخطى × على 1 . 
المطلوب البرهنة على أن العناصر ,زر » (728,...,[) © ۶ » (”,...,1) © ر تبنی 
أساسا للفراغ الخطى × على 1 . 
العناصر المذكورة تبنى نظاما منشئا (موندا) (حصهاوره عnمgenerati)‏ لأنه لكل 


je {...,7} ر ولكل‎ =2 DY; بحيث يكون‎ D,,...,D, EL نز يوجد‎ eK 
ز‎ =1 


mM 
يوجد 6 ,,4,....ر,© بحيث يكون ,×ږه 2 = ,5 ۰ وهكذا يكون‎ 
i=l] 


وهذه العناصر أيضا مستقلة خطيا (120676206016 رلتوعصنا) على )۸ » لأنه من 


a, ۷‏ و لاوز در ۳2 Þ3‏ ينتج أن 0= a,x,‏ 3 لكل (#,...,1) € j‏ 
در اد 12 


(لأن (, ...ر آساس للفراغ الخطی × على بل) » ومن ثم فان 0= ره لكل 
(#«,...,ل) € i‏ » ولکل (1,...,2) ع ر (لان (,,*,...,,*) أساس للفراغ الخطی ,1 
على ) نهاية البرهان . 

والآن : لیکن رح كر امتداد حقل . بعبارة مكافئة نقول ٤‏ امتداد حقل ل ۳ ۰ يقال 
. إن ٤‏ له درجة ۸ على ۲ ونکتب « ع [/ : كم] إذا كان ٤‏ له البعد 7 کفراغ خطی 
على 7[ . 

: نتيجة‎ ٩-۲-۱ 
. ليكن 7 د ۲ اتساع حقل منتهیا‎ 
عل]‎ : L] = ]K : 6[ بحيث یکون‎  < ۲ لكل حقل بینی £ فى امتداد حقل‎ )۱( 
1=) فان‎ 
: البر هان‎ 

[K :k]=[K :1۳[]۲ :k]=[K :L]>[L :k] =1 

ومن (۳-۲-۱) یکون )=1 
(۲) إذا کان [۸ : 1] عددا أوليا فان امتداد الحقل ۸د × لايوجد فيه أى حقل بينى 
فعلى . وعلى سبيل المثال فلا يوجد أى حقل بينى 'فعلى" فى اتساع الحقل 18 2< © لأن 
درجة هذا الاتساع "2" (1 ۰ : يكونان أساسا للفراغ الخطى حع على ) 





Ring adjunction and field adjunction الضم «الالحاق) للطقه وللحقل‎ ؟-١‎ 
: تعريف‎ ۱-۳-۱ 

لیکن ۸ د كر اتساع حقل » 4 مجموعة جزئية من × . يسمى : 
(8ح u4‏ 7,4 حلقة جزئية من 7 : )اه k[]4]=‏ 
UA cL}‏ #,ط حقل جزئی من K‏ : لص ح: (4) / 
الحلقة الجزئ 





فى حالة (,۵,...ی۵< 4 نكتب غالبا [,©,...,,©]6 بدلا من k]4[‏ 
( ,2...4( ۸ بدلا من K)4(‏ . 

۲-۳-۱ ملحوظة : 

لیکن # د 7 امتداد حقل . عندئذ فان : 

(۱) لكل مجموعة جزئية 4 من × يكون (۸)4 حقل القسمة ل [۸]4 

k[a]= {f (a)|f >] [( يكون‎ ae K لكل‎ (¥) 

k(4 UB) = (Kk (4))(8):K من‎ 8 ٠ 4 (؟) لكل مجموعتين جزئيتين‎ 

)١( : البرهان‎ 


0 همه 
(ر اسم الوحدة) 1<رم| 30 ۱ 


0 
(A) 


1 (راسم الوحدة) 


¢ 


الكونية (العالمية) - مونومورفيزم واحد بالضبط (4) ۸+ 6:0 بحيث يكون 
1 ري |6 . © راسم غامر (شامل » فوقى) كذلك » لأن (6)0© حقل جزئى من 


(۸)4 (أيضا من ) ويتحقق : 





من التى تحتوى على 4لا / » أى هو أصغر هذه الحقول الجزئية فینتج أن 
(6)0© ح (4) ۸ . وبالتالى فان (0(=۸)4)م أى أن © شامل (غامر) . وبهذا 


یکون الحقل (164 متشاکلا مع حقل القسمة 9 ویکون هو نفسه حقل القسمة لت[ 
(۲) المجموعة ([ ]6 (@\lf‏ ۷7 << 1۲ 
حلقة جزئية من 6 لأن ۸6۴ (لأن [ ]61 ×= /) آی أن ¢+ 1۲ . 


[ )(۵)۵(<۷ [ع- ره >((و.‎ geklX]  [ و,‎ > [ efagae R 
حلقة‎ »]2[ 


وكذلك ۸ (6(ع - )= (0) 2 -(ه) / 
كذلك فان 1 (م) دا ۸ . ومن حيث إن [2] آصغر حلقة جزئية من 7 تحتوی 
على ()د ۱‏ فیکون ٠. )1( ]8[ C۸‏ 
ولكن لكل حلقة جزئية ۶ من × بحيث إن کت (2) دا ۸ فإنه من الواضح أن 
کت ۸ فيكون [4»] 6 ح- ۸^ (2) ۰ من (1) ۰ (2) ينتج أن [4] 2-6 . 
KUAUB)C} )۲(‏ , 5 حقل جزئى من 6 k(4 UB)={L|‏ 

cL}‏ قهنا(4)م , ] حقل جزئى من |ط)هم ح- 

= (k(4))(B) 

۲-۲-۱ تعريف : 
يقال لاتساع (امتداد) الحقل ‏ 2/2 7 سيط (16حصرو) إذا وجد ع0- بحيث 
يكون (2)0/- × . ويسمى » فى هذه الحالة عنصراً بدائياً (primitive element)‏ 
لاتساع الحقل )د ¿ . ۳ 5 
4-7-١‏ مثال : 7 
واضح أن R]:[‏ © . کذلك فان أية حلقة جزئية من ) تحتوی على ٠ NR‏ 7 
تحتوی € . وبهذا یکون نقاطع هذه الحلقات الجزئية یحتوی على €. ومن ثم فان 


۵۰ ۰ 


(القسم الثالث) نظریت الحقول ۲۳6۵0۲ ۳16۱۵ | 


10۳1-60 . وبهذا یکون [ :]18 حقلا ویکون  )‏ [ :]18 < (:)18 . ومن ثم یکون 
العدد المرکب ‏ عنصرا بدائیا لاتساع الحقل 18 د ب). 


>-١‏ العناصر الجبرية والتسامیه 


Algebraic and Transcendental Elements 
: تعریف‎ ۱-٤-١ 


لیکن 7 < × امتداد حقل . 
يقال لعنصر × عه انه جیری (212607210) على / . إذا وجدت كثيرة حدود 
(۱۱0[ ۸]۲ > / بحیث یکون 0 - (60/ ۰ فإذا کانت ‏ الوحيدة المطبعة غير القابلة 
للتبسيط (للتحلیل) ذات الدرجة (الصغری) 7 قیل إن © جبری على ۸ من درجة 7 . 
ولذا لم توجد مثل هذه كثيرة الحدود فیقال إن العنصر متسام(۲25000060021)علی »] . 
وئسمی عناصر ) الجبرية على © الأعداد الجيرية (algebraic numbers)‏ . 
وسنری أن هذه الأعداد تکون حقلا بينيا فى © € 
5-4-١‏ ملحوظة : 


ليكن دج القن ری ابو 
(۵) رج ل 


واضح تماما أن ,م هومومورفيزم حلق . 

© جبری على م + ۵(=0) 1:7 e۸]‏ ,۶0 37 ج لیس واحدا لواحد ,6 
© متام علی ‏ © 0-(0) 7:[ ٤۸]‏ ۶0 ر جه واحد لواحد ,© 
۳-۶-۱ ملحوظة : 

لیکن م < × امنداد حقل » ولیکن × عه متسامیاً على ۸ . عندئذ فان : 

(۱) الحلقة [ه]۸ تتشاکل مع حلقة کثیرات الحدود []۸ 

(۲) الحقل (ه)۸ يتشاكل مع ۸0 حقل الدوال الكسرية (النسبیة) 

]6 )۵(:/ [» )۳( 





k[X [ ج‎ k[a] 
[ رجا‎ )( 
. على / یکون کذلك واحدا لواحد . أى هو آیزومورفیزم‎ 

(۲) من (۱) [ه]۸ تتشاكل مع [×]۸ » ومن (۲-۳-۱) (ه)۸ هو حقل القسمة ل 
[ه]۸ ٠‏ ومن تعریف (60)/ ينتج المطلوب مباشرة 

(۲) من(0[)۱]/ يتشاكل مع[×]۸» ولانه لجميع 77۷ تکون کثیرات الحدود ل ...ء 
۳ مستقلة خطيا فیکون ەە = ([ ۴] ۸( di,‏ أى آن<(66) [KQ:k]=dm, (K@)=diıq,‏ 
4-4-١‏ نظرية : 

لیکن 6/< > امتداد حقل » ولیکن 7 © عنصرا منسامیا على / . 

عندئذ فإن : 

(۱) 62 عنصر متسام على / 

k (a (>: (a) (۳) 

(۳) امتداد الحقل 7 < (ه) ۸ یحتوی عددا غير منته من الحقول البينية . 

البرهان : 

(۱) لذا كان “© جبریا على ۸ فانه توجد كثيرة حدود (۱)0[ ]> /ر بحیث یکون 
0 -(02) ۶. وعندئذ فان © تکون صفرا لكثيرة الحدود (2 ل) =f‏ ۽ 0 أى أن » 
جبرى على ۸ : تناقض . 

(۲) من (۲-۳-۱) إذا كان (6)02/ عه فإنه ينتج أنه يوجد [ ]> ع, 7 بحيث 


(۱) الراسم هومومورفيزم غامر (شامل » فوقی) ولان © متسام 


يكون : ى . وبالتالى يكون © صفرا لكثيرة الحدود: (062) - (2 )۲۵ -< :/. 
)4( £ 


و ۸ لايمكن أن تساوى الصفر لأن (( >) )عل # ((* ۲) :)498 وبهذا يكون ۾ 


0.۲ 





(۳) من )١(‏ واضح أنه بالاستقراء الرياضى يكون ... ,4 ,3 = ۸ ,2 عنصرا متسامیا 


k c...ck (a )ck (a (> (a) على ۸ ومن (۲) ينتج أن‎ 


۵-۱ كثيرة الحدود الصخری The minimal polynomial‏ 
٠-١-١‏ ملحوظة : 
لیکن ۸< × امتداد حقل ›» كر ع4 ۰ رب [ :K]X‏ © هومومورفیزما بحيث 
إن (0) ۶=( )9 لجميع [ ]> ر. إذا كان © جبريا على / فإنه يوجد بالضبط 
ثيرة حدود مطبعة وحيدة [ 06] 1 © ,کر بحيث يكون [,/] = (,) Ker‏ 
البرهان : ,© هومومورفيزم لأن : 
(a)+ g(a) - P,(f (+0)8(‏ [2 (8(0 + /)- (ع + 9,0 :1 علا /ء و, ۷ 
(ع),4.( ,0 = (a)‏ ع.(ه) [- (a)‏ ع. ) - (2. 90,0 
والآن لأن ۵ جبرى على ۸ فینتج من (۲-4-۱) أن (0) (,يم)«عكء ينتج من 
(۱۱-۱-۷) فى نظرية الحلقات المطلوب مباشرة (تذكر أن نواة الهومورفيزم الحلقى 
تكون مثاليا) . 
5-6-١‏ تعريف : 
لیکن ۸د × امتداد حقل » × عه جبريا على ۸ . ينتج من )١-5-١(‏ أنه توجد 
كثيرة حدود مطبعة وحیدة [ ]6 ,كر حيث (0-(م) ]|[ ۰1۲ ۲ -[,/] تسمى 
كثيرة الحدود الصغرى من a‏ على / (The minimal polynomial for a over A).‏ . 
۳-۵-۱ نظرية : 
لیکن 5۸K‏ × امتداد حقل ‏ ك/ ع جبریا على / » 
A={f 111 [:7 («a)=0}‏ 
عندئذ فإنه لكل كثيرة حدود مطبعة 4 © ع تكون التقريرات الآتية متكافئة : 
(۱) ع هی كثيرة الحدود الصغرى من © على ۾ 





deg(g) > deg) : f 24۱60 لجميع‎ )۲( 

(؟) ع غير قابلة للتبسیط فى [1] 

وهكذا فان كثيرة الحدود [ ]۸ © م تكون كثيرة الحدود الصغرى من © على ۸ إذا 
كانت وفقط إذا كانت ع مطبعة » غير قابلة للتبسيط فى ۰/1 20 )2 

البرهان : )١('‏ > (۲)" : إذا كانت ع هی كثيرة الحدود الصغرى من © على ۸ فان 
4 > [ع] ومن ثم فان ( 0620 > (ع)068 لجميع 4١0‏ © ر 

(۲) > (۳)": لیکن 2/۶ حيث [ ]7,6 . ينتج أن : (©)(©) 0=g)۵(=f‏ 
ولان ۸ حقل فان 4 ع / أو ۸٤۸4‏ . ومن (۲) ( 0620 > (068)9 ومن ثم فان 
hek ` (=k ۱۲0(‏ أو (06800 > (ع)468 » ومن ثم فان "1 . 

(۳) © (0 : لتكن ير هی كثيرة الحدود الصغرى من © على / . عندئذ فان 
[,/راء ع ۰ بحيث إنه يوجد [ ٠ ۸ ٤۸]×‏ ,// - م .ولان بم غير قابلة للتبسيط 
(- غير قابلة للتحليل) فى [٭]۸ ينتج أن ۸٤۸‏ .ولان كلا من ع ٠‏ / مطبعة 
فان 1= ۸ ويكون =f‏ 2 

۱ : مثال‎ ٤-٥-١ 

برهن على أنه لكل عدد أولى م تکون كثيرة الحدود م- * X‏ هی كثيرة الحدود 
الصغرى من ل على © . 


البر هان : نعلم من (۲-۰-۳) فى نظرية الحلقات أن كثيرة الحدود م - "× حيث مر 
عدد أولى غير قابلة للتبسیط (للتحلیل) فى [ ]0 . 
کذلك فان 0= م- ”(م) » أى أن مل صفر لكثيرة الحدود م- 2 ۲ 


و م- 3 ل مطبعة »فمن (۲-۵-۱) ينتج المطلوب مباشرة . 
۵-۵-۱ نظرية : 


لیکن ۸د × امنداد حقل ۰ × عه جبریا على ۸ . ]هی کثيرة الحدود الصغری 
من © علی ‏ . عندئذ فان : 


۵ 





م ل[ ناج رم + -زماء 

[K(a):k [ - 1620 ( )۲( 

(۳) إذا كان ( 162 = 77 فان !' ه,...,1,0) تکون اساسا للفراغ الخطی (©)/ على ۸ . 
البرهان : اعتبر ` ۱ 


[۵] جه [ p:k[X‏ 
(6)ع <۲ و 
واضح أن م هومومورفیزم » غامر (شامل » فوقی) » 
Ker(p) = {g e 11 ]:0(g) =0}‏ 
ek[X ]:g(a)=0}‏ ع) < 


تذكر أن ۸ حقل يقتضى أن [×]۸ نطاق مثاليات أساسية ۰ (07)0 مثالى فى 
[2] ۰ أى أن (127)6 مثالى أساسى فى ]۸ ۰ وهو يساوى المثالى المتولد من 
كثيرة الحدود الصغرى من © على / ۰ أى أن [7]-©59)6. وبتطبيق نظرية 
الهومومورفيزم ينتج أن : 6[ =[م]). ولان كثيرة حدود صغرى ٠‏ فهى غير 
قابلة للتبسیط وینتج من )٩-۲-۳(‏ فى نظرية الحلقات أن المثالى [] مثالى أعظم » 
ولأن 7110 حلقة إبدالية لها عنصر الوحدة فينتج من (۱۱-۳-۱) أن [ه]۸ حقل ای 


. kla] =k (=F) 1 


(۰)۲ (۳) : من (۱) لدينا : }) 0680 > ],deg(g)‏ ]1 ع : (0) مأ kla]=‏ 

(انظر مثال ۱٩‏ فى (۸-۲-۲) من نظرية الحلقات). ولأن © راسم غامر (شامل » فوقى) 
فإنه لكل [2]©6 »© 5 يوجد ٤۸]×[‏ ع بحيث يكون (م)چ=(. وباختيار [ ۸K]×‏ © 9,7 
بحيث يكون (:0620 >(7,068)0+ =f‏ ع نحصل على (7)8-(©)ج - 5 . والان 
لكل [»]/ ع 5 يوجد ع 8,/...../3/ بحيث یکون "۳ ,0 +... + م +6,1 - م 


۵ ۰۵ 





الخطى [ه]۸ على ۸ . وإذا كانت العناصر 1 © ۰ ... » ”م مرتبطة خطيا (- 
معتمدة خطيا = غير مستقلة خطيا) فيكون لدينا كثيرة حدود (۱)0[ ]> ع ۰ 
( 1620 > (ع)ععd‏ ۰ » صفر لكثيرة الحدود هذه . وهذا تناقض لان ‏ كثيرة الحدود 
الصغرى من © على ۸ (انظر (۲-۰-۱)) 


Algebraic field extensions >> الامتدادات الجيرية للحقول‎ ۱-۱ 

: تعریف‎ ١-5-١ 

یسمی امتداد الحقل ‏ < 7 امتداد حقل جبرياً (متعصهاه 11610 )algebraic‏ إذا كان 

کل عنصر فى 7 جبرباً على ۸ . ویسمی امتداد حقل متسامیاً (transcendental field‏ 
(66825102 لذا لم يكن جبريا » أى عندما یکون هناك عنصر × © © متسامیا على 1 . 
5-5-١‏ نظرية : 

لیکن 2 د ك/ امتداد حقل . عندئذ فان : 

4, » ... ۰ 2 إذا كان امتداد الحقل ۸د 6 منتهیاً » فانه يكون جبرياً » ويوجد‎ )١( 
=۸ )4,,...,4,( عناصر فى “1 بحيث يكون‎ 

(۲) إذا وجدت عناصر ك2 » ,۵,,...,۵ جبرية على ۸ بحيث يكون (,۵,,..,8)< > 
فان امتداد الحقل يكون منتهيا وبالتالى جبريا . 

البرهان : )١(‏ إذا كان 7 هو بعد الفراغ الخطى 1 على ۾ » فانه لأى عنصر > ع © 
تكون العناصر 1 » ”ى » ... » ”© مرتبطة (- معتمدة = غير مستقلة) خطيا على 1 . 
ومن ثم فإنه لكل 22 © © توجد-كثيرة حدود [1١10[‏ 2] © 7 بحيث يكون 0ح (©) ۔ 
وعلاوة على ذلك فان(,...,)/-1 لكل أساس (,,...,4) للفراغ الخطى × على / 
(۲) البرهان بالاستقراء الرياضى : إذا كان > عه جبريا على / وكان () = > ۰ 


فإنه ينتج من )5-5-1١(‏ أن عم >[/: ]K‏ . 


كمه 


رالقسم الثالث) نظريتّ الحقول ۲۳6۵۲۷ ۲16/0 ْ 
ليكن (7211140 » وليكن الادعاء صحيحا لجميع الحقول البينية »ال » (,4,...,,©)/-/1 
حيث 6۱ ۰ ...۰ ,ره جبرية على ۸ . عندئذ فانه إذا كان (,,,©,...,,©) ۸= 1 حيث 
كل © ب,,©,...,,© جبرية على ۸ . فينتج أن : 

:K (5...4, JI[K (@,,...,4,):k ] > ©‏ (ببب)(,4.....ب4) | - زع : کر 
(لأن بره جبرى على (,۵,..ی6) ومن (4-۲-۱) و ))٥-٥-۱(‏ أى أن امتداد 
الحقل المعنی منته ۰ وبالتالى من (۱) فهو جبری . 
۲-۱-۱ استنتاج : 
لیکن × حقلا بينيا فى امتداد حقل © 2 × . عندئذ فان امتداد الحقل k‏ < × يكون 
جبریا إذا كان وفقط إذا كان الامتدادان : 7 2ح ۰ 7< [ جبريين . 
البرهان : من الواضح أنه إذا كان ۸د × جبريا فان 6 2 بل 27 × جبريين . 
والان ليكن الامتدادان ‏ ۸د[ ۰ 7< × جبريين » وليكن × عه . عندئذ فانه 
يوجد 1 © ,5,....,58 بحيث إن 0= 9+ +..+ "م 8+ "۰0۳ ويكون © جبریا 
على (,5,...رو5) >۰1 
ولأن ۸ < 1 جبری فتگون 50 ۰ ... » رط جبرية على / ونحصل من )١-5-١(‏ على 


0ت > kK O,,...,0,):K]‏ ,یر : XA‏ نرق 6[ : (©)( ...بر ع/]>[ع1: (0)ع1] 
4-7-١‏ 


أى أن [ :(۵) ۸] منته » ومن ثم فهو جبرى » وبالتالى يكون 2 ۵ جبريا على ۸ » 
ويكون 27 > جبريا . 

: استنتاج‎ 4-1-١ 

لیکن ۸ د امتداد حقل » ,/مجموعة كل العناصر فى × الجبرية على / . عندئذ فان : 
(۱) 1 حقل بینی فى الامتداد ۲ < 1 

(۲) الامتداد ۸د ]ا جبری 


(۳) إذاكان × عه جبريا على 1ء فان برع » 








البرهان : )١(‏ واضح أن لاح / . ليكن ٤1‏ 5,© .من )5-5-١(‏ ينتج أن : 


امتداد الحقل / د (ط,ه) ۸ جبرى. لأن 8 - » وكذلك 257 (إذا كان 0 ۶ 8) عنصران 


فى (ط,ه) ۸ فان ظ -ه ۰ ۵8 (ذا كان ۶0 () يقعان فى £ إذا كان با ع ط,ه 
(۲) واضح من تعريف 1 

(۳) إذا كان 2 ع 4 جبريا على 5 فمن )5-5-1١(‏ يكون الامتداد 1 د (1,)۵ جبريا . 
ومن (۲) السابقة مباشرة ومن )"-5-١(‏ يكون د (1,)0 جبريا ۰ أى أن © جبرى 
على 1 وبالتالى 1 4€ . 

١-5-ه‏ ملحوظة : 

المجموعة © (مجموعة كل الأعداد الجبرية) هی حقل بينى فى الامتداد © < © » 
والامتداد © < © جبرى » ولايوجد عدد فى © يكون جبریا على @ ولايقع فى 0 . 
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۷-۱ انشاء امتدادات | 
۱-۷-۱ نظرية : 

إذا كان ۾ حقلا » ر كثيرة حدود ليست ثابتاً معرفة على []/ ۰ فانه یوجد > حقل فوقی 
۰1-1 7 ه بحيث یکون 20  )۵(‏ 

البرهان : إذا كان م عامل ل / غير قابل للتبسیط . فان المثالی [م] فى []/ یکون 


مثاليا أعظم (انظر (-4-7)) » ومن (۱۱-۳-۱) يكون لاس x‏ حقلة . 


Construction of field extensions 





نعتبر الآن الإبيمورفيزم الطبيعى 
اك 1 
:k[X‏ 
]م[ «[ :م۸ 
وتحديد م على ۸ يكون مونومورفيزم » لأنه لعنصر €۸ × 
[ماء x‏ >3 [ م]< ( 0 x +[p|=‏ 





أعظم فى[×]۸ وبالتالى يكون 7 ليس غير قابل للتبسيط أى قابلا للتبسيط وهذا تناقض . 
إذن نواة م محددا على م هی (0) ويكون م راسما أحاديا (وبالتالى مونومورفیزما). 
ومن ثم فيمكننا أن نوحد (1068211697) ()م مع کل © × ويمكن أن نعتبر ۸ حقلا 
جزئيا من £ . العنصر ۸ >( )م = يكون صفرا ل ومن ثم ل کر لاله : 

0 -[ص] - [ما+ م = (م)م =)) p(a) = p(p(X‏ 


([ص] هو صفر 0,7[ 10/) 


۸-۱ حقول التشقیق وتمدید أيزومورفيزمات «تشاکلات الحقول 
Splitting fields and extension of field-isomorphisms‏ 

نريد أن نبرهن هنا على أنه لكل كثيرة حدود ليست ثابتة [ ]۸ © f‏ › حيث ۸ حقل » 

يوجد حقل فوقى أصغر وحيد - بدون حساب الأيزومورفيزمات - فيه تتحلل 7 إلى 

عومل خطية (أى عوامل من الدرجة الأولى 

: تعريف‎ ١-8-1 

يقال إن امتداد الحقل د حقل تشقيق (11610 114128م5) لكثيرة حدود ليست ثابتة 

[ ]> / (يقال أيضا إن حقل تشقيق/ على ) إذا تحقق 

(۱) ۶ تتشقق على 4 فى عوامل خطية » أى أنه يوجد > € 5, ,4,...,,©» بحيث يكون : 

f =b(X (,ه- ع0)...(ه-‎ 

(۲) > هو الأصغر بالنسبة إلى )١(‏ أى أن / لاتشقق فى حقل بينى فعلى فى امتداد 

الحقل 27 7 فى عوامل خطية . 

۲-۸-۱ مثال : 

8< © هو حقل تشقيق لكثيرة الحدود [ ]18 1+ × . بينما @ (00)0 هو 

حقل تشقيق لكثيرة الحدود [ ×]@ 1+ كر 


. الباب الأول : الفاهيم الأساسية ا 
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۳-۸-۱ نظرية : 
ليكن ۸ ۱۰ حقلین » ولیکن '/ج ۸:ص تشاكلا (آیزومورفیزما) » [] 7-7 
التشاکل المناظر لحلقات کثیرات الحدود . 
ولتکن [ ×] ۸ ع £ غير قابلة للتبسيط (للتحلیل) » ولیکن © صفرا ل 7 فى حقل فوقی 
ل يم ء ام صفرا ل (8)6 =' /ر فى حقل فوقی ل ۱ . عندئذ یوجد بالضبط 
آیز ومورفیزم وحید 
'ه- (۵)۵ (a), ۵۱6 =p,‏ ج (6) :۵ 
البرهان : 
إذا حقق 2 الخصائص السابقة © فسیحقق : 
%(g (6( (۳)‏ - ((ه) ۵2 :1 Vgek[X‏ 
لأنه إذا کان KK‏ € ببل,..., بك , ” کب +..+ × + م۸ چ فان 
( ”عي +... + (A, + Aa‏ = ((ه) ۵62 
P(A) + (A, )0(a) + ...+ ۵), )0(a” (‏ = 
)a'+ ... (A, ()6(“‏ ,)م + p(A,)‏ = 


= 02) ©) 

أى أن الشكل الآتى يكون إبداليا (commutative)‏ 
E O <C 1‏ 

2 / م 


09 6405 هس رم (م)و 


وإذا وجد أيزومورفيزم آخر ۷ يجعل الشكل إبداليا يكون لدينا : 
pop < ۱۷0۵ => ۵<۷‏ 
م غامر (شامل) 


6۱ ۰ 





أى أن © وحيد ( إن وجد) 
والآن نثبت أنه يوجد بالفعل هذا ال © : 
واضح أن )pم(Ker‏ ع (Ker(p)= {f 6۲1: (a =0} ù) f‏ 
أى أن (م)۲ءK‏ ع  [‏ ولكن ۶ غير قابلة للتبسيط فيكون [/] مثاليا أعظم وبالتالی 
يكون (م)12 =[ /] . 
والآن 
() 06۵ جح 0 - (ه)(( )١)0‏ =( 60م 
وينتج من مثال ۳۰ فى (۸-۲-۱) فى نظرية الحلقات أنه يوجد هومومورفيزم غامر 
(شامل » فوقى) 6 / ج (6) :© يجعل الشكل السابق إبداليا . ولان © 
هومومورفيزم غامر من حقل على حقل فلابد أن يكون © أيزومورفيزما . 
(تذكر أنه إذا كان هناك هومومورفيزم بين حقلين فنواة الهومومورفيزم إما أن تكون 
الحقل النطاق أو (0) حيث (0) هو صفر حقل النطاق) . 
والآن إذا كان / © 5 فان (0)6 - 5 » ونحصل على : 
Db),‏ = (( )م < ((ط)2ة) م - ()(2ه م )- (/(م ه))- (()من - رمم 

(a) = م2) = (( كلام)ة‎ (۴ )=(p'oP)(X )= 0) (( = p(X ( =a! 
أى أن © تحقق الخصائص المطلوبة‎ 
: استنتاج‎ 4-8-١ 
لیکن 27 2/ امتداد حقل »ع ك2 ع'4,» جبريين علی  . إذا تطابقت كثيرتا الحدود‎ 
الصغريان من © ۰ 2۲ على ۸ ۰ فإنه يوجد بالضبط أيزومورفيزم وحيد (0)/ج (م)):م‎ 
) بحيث يكون ,1= /|۵ ۰ '©- (©)6 ( »1 هو راسم الوحدة على‎ 
: مثال‎ ۵-۸-۱ 


0۱1 


ده و هو هه مس و و ووو د اه هه ما دود و جه عدم حسم مو رمعم جمدم معد ممح معا سم سس جر موی ومس م لو ورام 


2+ صفران لها ۰ فهی كثيرة الحدود الصغری من 2+ على © . ومن (4-۸-۱) 
یوجد بالضبط آوتومورفیزم وحید (2/)@ + (0062:م بحیث یکون 2ل-- (062 ۰ 
م1 - 0۱0 ۰ بالطبع فان هناك آوتومورفیزم الوحدة على (2/) الذی پرسم 2/دفى ۷/2 . 
ولأن كل آوتومورفیزم ۷ على (0/2)© له الخاصة : 

2 - 1+1 - ۷ )1( + (1) = (1+1) = با‎ )2( = (2°) = (N2) 
ينتج أن ۰۷2-(۷/2 او 2-=(2/)س‎ 
وبالتالی فانه لایوجد اوتومورفیزمات آخری على (2/)@ ۰ يوجد فقط اثنان‎ 
. آوتومورفیزم الوحدة » © السابق‎ 
: نظرية‎ 1-۸-۱ 
لیکن ۰۸ ۱ حقلين » ' ج ۸:ص شاكلا (ایزومورفیزما) » []/-[0:ظ‎ 
الایزومورفیزم المناظر لحقات کثیرات الحدود. ولتکن [ ]1 كثيرة حدود غير ثابتة.‎ 
فانه‎ › f ":< 9)7 حقل تشقیق ل(‎ 6 ' 2 K ' ۰ حقل تشقیق لكر‎ > < kK إذا كان‎ 
: یوجد آیزومورفیزم ' / ج /:/۷ له الخصائص الائية‎ 
۷7۱ 2 0 )ا(‎ 
. ۲ برسم مجموعة آصفار  فى > على مجموعة آصفار ۲ فی‎ ۷ )۲( 
وعلی النقیض من التمدید فى (۳-۸-۱) فان ۷۶ ليست وحيدة . وهذه هی نقطة البداية‎ 
. لنظرية جالوا‎ 
۸ ۱۶ البرهان : بالاستقراء الریاضی على 7 عدد أصفار /ر الموجودة فى‎ 
: إذا كان 0 -م فان /< 6 ۰ وبالتالی فانه یوجد / © ۵,,...,2,,6 بحیث یکون‎ 


(ره- ۵(..)۲- f =e‏ وینتج أن : ((,م- ۲...()- ۵۲( -( ۱-۳ £ 


o1۲ 


| mene 3 


۱ (القسم الثالث) نظریم الحقول Field Theory‏ 
وبهذا بحقق الایزومورفیزم ' ۸ج ۸:ص الخصائص المطلوبة . 

ليكن الان 1 < 7 ولیکن الادعاء صحيحا لجمیع ۱۰1 ۰ © ۰7۰ > ۳ التی تحقق 
فروض النظرية » وبالإضافة إلى هذا تقع 1 -+ على الأكثر من اصفار کر فى ۱۸ 5. 
والآن إذا حققت / ,2 ۰/۲ 61۰۰7۰0 فروض النظرية وکانت ٣‏ من الأصفار 
ل f‏ : ,۰ ...۰ ,ه تقع فى ۱ . فنعتبر كثيرة الحدود الصغرى رمن ره 
علی ‏ . 

هذه قاسم لر وبحیث یکون (0))<<:"م قاسما ل ( )©= ' ير .ولان ۲۲ 
تتشقق فى عوامل خطية فى " ۰5 یکون ل ' م صفر هو ه فی ۰ ومن (۲-۸-۱) 
بوجد آیزومورفیزم 40 ۸ ج (,©) 2:2 بحیث یکون ‏ © - ۵۱7 ۰ 4= (0)4 
والان بتطبیق فرض الاسنقراء الریاضی على (,©) 1 ۰ ( ۷ ۰1۰۰۵۰ ۲ 
ينتج المطلوب مباشرة . 

۷-۸-۱ نظرية : 

ليكن # ۰ :1 حقلین » '/ه :0 تشاكلا (آیزومورفیزما)» ولیکن [7]]#ب- []/:) 
التشاكل (الایزومورفیزم) المناظر لحلقات کثیرات الحدود . ولتکن ر کثبرة حدود ليست 
ثابتة فى 12 . 

إذا كان ۸د × هو حقل تشقیق لكر ۰ ' ۸ د' × حقل تشقیق ل( )۵ :۱ 
فانه لكل صفر © یوجد عامل غير قابل للتبسیط ل 7 فى > لیکن هو چ ء ولکل 
صفر "۵ ل (2':<008 یوجد تشاکل (آیزومورفیزم) ' كج ):۷ له الخصائص 
الآتية : 

(۱) ۷ ترسم مجموعة آصفار / فى × على مجموعة آصفار ۲ فى "1 . 

w(a)=a' )۲( 

(۲) لجمیع 61 ۶ : (00 <( )۷ 


البرهان : لأن ع غير قابل للتبسيط فإنه يوجد أيزومورفيزم ('ه)' / ج (6) 6:7 
بحيث يكون ×=(×)@ لجميع ٤۸)‏ × ۰ '4ه-(6)6 (انظر (۳-۸-۱)) . ولان 
(۵) ۸ < حقل تشقيق ل »› ('ه) ۸ د ' > حقل تشقيق ل' / فإنه من )٦-۸-١(‏ 
يوجد أيزومورفيزم ' 1ج ۷:۸ بحيث يكون (606 =( )يا لجميع (8) > × › 
يرسم مجموعة أصفار فی > على مجموعة أصفار ' f‏ فى ' K‏ 

والآن نستطيع أن نبرهن نظرية وجود ووحدانية حقول التشقيق . 

۸-۸-۱ نظرية : ۱ 

لیکن / حقلا »كر كثيرة حدود غير ثابتة فى []2 . عندئذ فان : 

(۱) يوجد حقل تشقيق ل كر . إذا كان ۸د > امتداد حقل » /ر تتشقق على × فى 
عوامل خطية ,©- × » ... » ,۸-۵ فان ۸ < ( ,6,...,,©) ۸ هو حقل تشقيق ل /ر. 
(؟) إذا كان ۸< 6 /<۲ حقلى تشقيق ل كر » فإنه يوجد أيزومورفيزم 
"1ج :۷ بحيث يكون 1= ۸| ۷ ۰ يرسم مجموعة أصفار “رفى > على مجموعة 
اصفار ر . (ستطیع الآن آن نتکلم عن حقل التشقبق لکثيرة حدود غیر فإ . 
(۳) كل حق تشقیق  </‏ لكر یکون امتداد حقل منتهيا . 

البر هان : 

(۱) باستخدام (۱-۷-۱) عددا منتهیا من المرات نحصل على امتداد حقل ‏ < K‏ 
K ۰‏ © ,04,.... ,© » 21 5 بحیث یکون : 

(,ه- )...(- 8)06- . وهکذا تتشقق ۴ على (6)6,...4/ فى عوامل خطية . 
امتداد الحقل ۸K‏ < (,4,,...,4) ۸ هو حقل تشقيق ل ۶ لانه إذا تشققت كر على حقل 
بینی لك فى الامتداد 27-(,62)©,,....,242/ فى عوامل خطية › فإنه يوجد 
b,,...,b, € L‏ » 661 بحيث يكون (,6- =c)) -b(...)‏ ير . ولان 


١) [(ي4....04! = زرا...رط‎ ۰ 7 =m oT kK(@,...@, JX [ 

L=k(a,,...,a,) فان‎ Kk (b,,...,b,„ ) CL 16 (5...4, ) ولان‎ 

(۲) فى )٦-۸-١(‏ ضع ' )= ۰ ,1=ص ينتج المطلوب مباشرة . 

(۲) حقل التشقيق ل۴ المنشأ فى (۱) من )5-5-١(‏ يكون منتهيا . ومن (۲) فان كل 
٩-۸-۱‏ مثال : 


الأعداد المركبة 23/2 ,۵ 


i‏ + 7/2)05 = يه 
3 3 


isin“)‏ + دمم 12 ح- ره 


هی آصفار كثيرة الحدود [ ]0 2€- ×= f‏ فى © 

ومن ثم فان (,۵,وهی0)2 هو حقل التشقیق ل كر ومن (2-0-۱) یکون 

(:۵,,ه,1) ساسا للفراغ الخطی (,©)© على © ومن (۳-۸-۱) یکون الراسمان 
(2,3) > ز و هريط + ba,‏ + رط جا هر + b,a,‏ + وتو( 0)0) ج Q(a,)‏ 

آیزومورفیزمین 

ولکل #۶ [ یکون © < (,006,(۳۱۵۵6۵ . لثه لكل (به)02)6,(6۵ € × 

a+ba; +ca; =x =a +b'a, +۵ : یوجد ) 6۲6 ,۵,6,6 بحیث ان‎ 


إذا أخذنا 2=ز ۰ 4-3 فإننا نحصل على : 


هاه 











| الباب الأول : المفاهيم الأساسية 





كمه 0/4 من 1+ :2(0 a+b‏ 


من +i sin <) +e (cos +i‏ “2(0 + = 
ومساواة الجزءين الحقيقيين فى الطرفين نحصل على : 
E EES EVE SEES‏ 
2 2 2 2 
a = 6] = ۲,0 << (1)‏ 2 
وبمساواة الجزعين التخيليين نحصل على : 
وتنم رشك ٠۷2‏ ۵- رت »له مب رشم ۵42 
2 2 2 2 
)2( الماح ناه < زج 
من (1) ۰ (2) ينتج أن 0<ه<ه » ای أن @ © x‏ 
وبالمثل إذا أخذنا 1= ۸<2۰ وكذا 1=ز › 4=3 فیکون © © × . 


أمثلة متنوعة 

مثال ١‏ : حدد : أى التقارير الآتية صحيح وأيها خاطئ : 

(أ) العدد 2 متسام على @ 

(ب) € امتداد بسيط ل 1 

(ج) كل عنصر فى حقل 7 يكون جبريا على ٣‏ 

(د) 1 امتداد حقل ل @ 

(ه) 40 امتداد حقل ل ,± 
(و ) ليكن € ع جبريا على © من درجة ” . إذا كان 0= (/0) / لكثيرة الحدود 
[ ]© ( 2) 0۶۶ ۰ عندئذ فان ۸<( ) deg)‏ 
(ز ) ليكن € ع جبريا على ) من درجة ۸ . إذا كان 0= (0) / لكثيرة الحدود 
)X (> RIX [‏ ۶ 0 › عندئذ فان 1 < (( ۲م) deg)‏ 
ح ) کل كثيرة حدود غير ثابتة فى []7/ لها صفر فى امتداد ما للحقل ٣‏ 
ط ) کل کثيرة حدود غير ثابتة فى ]2 لها صفر فى کل امتداد للحقل ۶٣‏ 

ی ) لذاکان × غير محدد ۰ فان [ ]© = (7)@ 

ك ) 7 جبری على © 
الحل : 
(1) ۰ (ب) صحیحان 


) 
) 
) 
) 


(ب) صحيح : إذا كان ۴ ع ۵ فان ۾ صفر لكثيرة الحدود 4-> 
0 صحيح 

و) صحيح 

( 


) 
( م 
) 
(ز ) خاطی : 2 جبرى على © من درجة 2 بتعریف : 





ك ) صحيح : نعرف ۰+1 /1-: كر (درجة 7 هی 2) 


مثال ۲: برهن على أن العدد الحقيقى كل + 1ل جبرى على © 

البرهان : ضع 5 +۰1 -:ء هذا یقتضی أن 5 +1< تن أى أن 5< (2-1) › 
ومن ثم فان 4<0- ۵٩-207‏ . إذن نعرف كثيرة الحدود 21-4" ر فیکون 
15 ضفرا لها » وينتج المطلوب . (العدد جبری على © من الدرجة للرابعة) 
مقال: ۳ :: اوعد كثيرة الحدود الضغرئ من العنضن .1+5 ی © 

الحل : مما سبق وجدنا أن 15 ضفر لكفرة اللحدوة =X*-2X7-4‏ $ 
وهی كثيرة حدود مطبعة (معامل ¥ هو الواحد) . كذلك هى غير قابلة للتحليل أو 
التبسيط فى [ ]0 (اختبر ذلك) . إذن فهى كثيرة الحدود الصغری المطلوبة . 

مثال ٤‏ : صنف كلا من € ع الاتية إذا كانت جبرية أو متسامية على الحقل / 


المعطى . إذا كانت جبرية فاوجد الدرجة . 


a=l+i,F=R )1(‏ (ب) F=R‏ , له 
(ج) 0 ”7 , له یه )د( © ع ۲ , له 
(ه) (2م0 << م a=./7+1,‏ )و( © -م , a=r‏ 
)ذ( a=r ,F=Q(7)‏ (ح) F=Q(F)‏ , نورين 


a:=./2+r , ۴F =@)7( (ط)‎ 


o1۸ 





1۱( 7+ 1< بل یقتضی أن [< 0-1 ومن ثم فإن : 1--1+يم2- o‏ أى أن 
0= 2+ 2- 07 وبالتالی فان 4=1+1 جبرية على 19 ودرجتها 2 . 


(ب) =١‏ نعرف كثيرة الحدود ۴[ 6 ۲له- ×= ر . © جبرية ودرجتها 1 
(ج) © متسامية 


(د) لد ديو يقتضى أن 7= © ۰ ونعرف (7)@ € ۲*7 <: . به 

جبرية ودرجتها 2 

(ه) 1+ ۰/۲ < © یقتضی أن - (0-1) ومن ثم فان : 22 - “(6-1) . 

نعرف كثيرة الحدود (0)72 © *7- (1- )= . 0 جبرية ودرجتها 4 

(و ) © متسامية 

(ز ) 7= یقتضی أن 0= ۵-7 . نعرف كثيرة الحدود )0 ج - زد . 

0 جبرية ودرجتها 1 

(ح) 0-72 يقتضى أن #< © . نعرف : (0)20 > 23-7۴ -: كر . إذن 

4 جبرية ومن الدرجة الثالثة . 

(ط) 17+ 1/2-© يقتضى أن ×=( 2/.-يم) لی أن : 

= 2-2/2ي302./2+36- 02 ومن ثم فان : *(2 + 2307 (7- 64+ (o‏ 

نعرف كثيرة الحدود : 

£ ع‎ (X3 +6۲ -7)”-2(3X 2 +2( € ©)2( 

فيكون 0 جبرية ومن الدرجة 6 

ملحوظة : 

لاحظ أن /0 ليست جبرية على الإطلاق » ولكنها جبرية على الحقل الموضح فى كل 

ماسبق . وكذلك ر فى كل الحالات السابقة غير قابلة للتبسيط (للتحليل) ومطبعة (وذات 

درجة صغرى) ووحيدة . 

مثال 5 : لكل من الأعداد الجبرية :0 » اوجد كثيرة الحدود الصغرى لك على 0 
۹ 





e ل) 7ب‎ 36 )١( 


الحل : 6/-3/ = يقتضى أن 6].-3- تين ومن ثم فإن : 0= 3+ 60۶ - ايح . 
ثيرة الحدود 3+ 7 6/۲-*-< كر غير قابلة للتبسیط على © (مثلا باستخدام شرط 
آیزینشتاین) » وهی مطبعة » ۰3-6 صفر لها فهی كثيرة الحدود الصغرى المطلوبة . 


(ب) 7+ ديه يقتضى أن 7 += > ومن ثم فان : 7 دب مگ هن » 


أى أن 0 62ص 2 - بم . نعرف كر كالآتى : عونم د الريك وه 
9 3 9 3 

مطبعة وغير قابلة للتبسيط فى [ ]© (اختبر ذلك) » © صفر لها . إذن هى كثيرة 

الحدود الصغرى المطلوبة . 


(جب) + +2/. ad‏ يقتضى أن =i‏ 0-2 وبالتالى فإن : ۵ - 3+ تم 
ومن ثم فان : 8= ”(3+ ”م) أى أن 02-20/2+9-0. كثيرة الحدود 
9 ۲۱-22 <: كر مطبعة وغیر قابلة للتبسیط فى [ ×]@ (اختبر ذلف) » به 
صفر لها . إذن هی كثيرة الحدود المطلوبة . 

مثال 5 : لیکن E‏ امتدادا لحقل منته ۳ ۰ حيث يتألف / من ۾ عنصرا . ولیکن 
667 حبري على ۴ ھن رة برهن عل آن (م) ۳ بالف من “و عنصو 
البرهان : © جبرى على ۳ وله الدرجة 7 معناه أن .كر كثيرة الحدود الصغرى من 
© علی لها الدرجة « . ومن النظرية )0-5-١(‏ نعلم أن ( )88 -[5)0(:17] 
وبهذا يكون 7-[0(:1)] . ولكن (2) ۴ فراغ خطى على الحقل ۴ وله البعد ۸ » 


وهو يتشاكل مع ”/ وبهذا يكون عدد عناصره هو "4 . 


OY. 





مثال ۷ : لیکن ' امتدادا بسیطا (/7')0/ للحقل م ٠‏ وليكن » جبریا على 7 . لتكن 
درجة كثيرة الحدود الصغرى من © على ۲ هی 721 . برهن على أن أى 
عنصر (/0) ۳ = £ 6€ يمكن التعبير عنه بطريقة وحيدة كالآتى : 

8B =b, + 6+... + بط‎ 


حيث جمیع ;۵ عناصر فى ٣‏ . 
البرهان : نرید أن نعبر أولا عن أى عنصر فى (»)۳ . 
نلاحظ أولا أنه بالنسبة للهومومورفیزم الاساسی العادی 
(The usual basic homomorphism)‏ 
ہ9 » فان كل عنصر فى 
F(a) - „(FX [(‏ 
يكون على الشكل 
P,(f (¥ (( =f )۵( (*)‏ 
كثيرة حدود شكلية (1ھنہصہہرامم 10115031) فی 0 ۰ معاملاتها فى ٣‏ . 
لتكن كثيرة الحدود الصغرى من 07 على ٣‏ هی : 
م + ...+ ” مب + 2۲ <( )و 
ومن حیث إن 0= (2) ۰ فانا نحصل على : 
يل -... - ( 0 ع< o"‏ 
وباستخدام هذه المعادلة يمكن التعبیر عن کل 0 حيث 7< 7 بدلالة قوی © التی 
هی أصغر من #. وعلی سبیل المثال : 
 ...- 0‏ 1_0 - رب < وین = a"‏ 
0ل ...- پل 0 )تحت 


o1 


والآن باستخدام هذه الملحوظة فإنه إذا كانت ۳0 ٠»‏ فان 6 يمكن التعبير عنها 





فى الصيغة المطلوبة :" 
=b, +b a+ ...+b,_a‏ 8 
وليس فقط الصيغة العامة (*) 
وللبرهنة على وحدانية هذه الصيغة : ليكن هناك صیغتان ل ۸ کالاتی : 
b, +b a +...+b, 0 = 6-6 +bia+...+b a"‏ 

: عندئذ فان‎ . b,,b e F حيث‎ 

bf (X"" =g(X (> F[X [,2)0( =0‏ ر, )...+ (b, ~b;)+(b, bX‏ 
وهكذا فان درجة 20 أقل من درجة كثيرة الحدود الصغرى من 0 على ٣‏ › 
0 -(0)ج كما ذكرناء و (0)ع مطبعة » فلابد أن يكون 0 = 2008 . ومن ثم فان 
b, <‏ » وتكون الصيغة وحيدة ۰ 
هل يمكنك حل المثال بطريقة آخری ؟ راجع نظرية (0-۱-«) ! 
مثال ۸: كثيرة الحدود []ر7 ع1+ ×+ رح (0)م غير قابلة للتبسیط فى [ کل]ر,7 
لأنه إذا كانت قابلة للتبسیط فیکون لها عامل من الدرجة الاولی فیکون لها العامل ‏ أو 
العامل 1+ > » ولکن 160 -(0)م ۰ 1:0 - (7)1 فکلاهما لایصلح عاملا . 
(انظر (۲-۲-۲) فى نظرية الحلقات) . 
ونحن نعلم من النظریة(۱-۷-۱) أنه یوجد امتداد حقل ٤‏ ل7 یحتوی على صفر :0 
كت 1 یا بر امن مال ۷ لابق مبشزة (ه) 2 يكو من اضر 03-06 
بون CE‏ م0 ما ۱ ای يكون من اشامت 0 ۰0۶ 1+0 . 
يترك للقاری حساب جدولی الجمع و الضرب . وعلی سبیل المثال فان : 


al + (ه‎ = a+ تم‎ 


ا ص م ل ص ملم تن سي ةسمش ةم ی 


ولكن 1-0+/0+ 0)م ء أى أن 1=1-=»+ ب ای أن 1- 0+02 
كذلك فإن : 
نيم + يم + + 1 ح هه + 0()1 (I+‏ 
0 - ع1 - تع +1= تو +2 +1 - 
مثال ٩‏ : (انظر نظرية (۱-۷-۱)) 
ليكن R‏ = )» وليكن لدينا 1+ * ×= / ونعلم أنه ليس لها أصفار فى ۰1 وبهذا تكون 
غير قابلة للتبسيط فى [ ]18 . وبالتالى فان [1+ * ×] يكون مثاليا اعظم فى [ ]18 » 


ل [ ۳2 حقلا . سنوحد (#نقمء0) r€ R‏ مع [862+1]+م فى 


[X2 +1] ۰ 
_R[X] TTT Og. 

ورب دما وبهذا يمكن رؤية 18 كحقل جزئی من 00 <: کر ۰ 

لتکن ×+ [1+ ]+ ×= . بالحساب فى کمن ميان 


+X +1)+1‏ 1[()22+ ]+ ع[ ) <1+ o‏ 
(العنصر المحايد فى >1) 1]=0+ ]-[1+ 2 ۲] +2+1 بر 
أى أن © صفر لكثيرة الحدود 2+1 كر . 
بالطبع فان كثيرة الحدود 1+ ” 2 لها الصفر ”" » لكننا هنا ننشئ حقلا يحتوى على 
الأعداد الحقيقية وصفر لكثيرة الحدود 1+ * 2 ينشأ من استخدام الأعداد الحقيقة فقط . 
مثال ٠١‏ : بالاشارة إلى مثال ۸ السابق : كثيرة الحدود 1+ ++ 2 ل لها » كصفر فى 
(0) ,۰ وبهذا يجب أن تتحلل إلى عوامل خطية فى [ ]((/7,)0). اوجد هذا التحليل . 


الحل : سنستخدم القسمة المطولة مع مراعاة أن 1+ + 02 - 0 کالاتی : 
م مع لی 


o 


aX‏ - 2 زر 
1+ ر([+بی) <1+ aX +X‏ 
ب - aX - 0 +X‏ 
+a =0‏ تم +1 
أى أن : (1+يم + 0( - (XxX? +۲ +1)=(X‏ 

مثال ١١‏ : لتكن [ ]7 16+ 26 -: £ . برهن على أن /ر ليس لها ية أصفار 
فى أية حلقة تحتوى ,7 . 
البرهان : إذا كانت © صفرا ل كر فان : (1) 1-0+/20 . كذلك ولأنه فى أية 
حلقة تحتوى على ,2 يكون 0= ,۰40 فان لدينا أيضا : 2= 2+ 4 = )1+ 0=2(2 
وهذا تناقض . 
مثال ۱۲ : بالرجوع إلى مثال ٩‏ السابق ‏ جذر ل 1+ 22 . 
برهن علی أن. 2+1 یمکن آن تکتب على صورة حاصل ضرب عولمل خطية . 
البرهان : لدینا [1+ ]+ ×= . وبالتالی فان : 

(X - 0۲ + ترم - 2 يآ - (يم‎ =X ° -(X +] 2 +۳ 

- 1*-)* +] ۶ +1} 

وفی نفس الوقت لدینا [1+ * ] +1--<[1+ X ° +X?‏ 
ولقد اتفقنا عل أن نوحد بين ۰-1 [1+ ” ]+1-. وبهذا یکون 


(X -07()2 + 0 --)-1( =X * +1 


5۲ & 


(1-/. = ),(1- ۲(:+ #) -1+ 2 لراء لكن © ليس هو حقل تشقيق كثيرة 
الحدود ر» ولكن حقل تشقيقها هو (© © 5,/| + م) Q)(:=‏ 
بينما كما سبق فى (۲-۸-۱) فان € هو حقل تشقيق 2م على ۰1 كذلك فان 
[ 006 2-2 × يمكن كتابتها على الصورة (2/+2()6/-06)-2-2] أى يمكن 
تحليلها على 18 لکن حقل تشقيقها هو (0 © ٣,۶‏ | ۳+52 -: (2/)© 
مثال ١4‏ : اوجد حقل التشقيق لكثيرة الحدود [ ]0 2- 2٩-2‏ << ز 
الحل : 
[ ]00 €+ )(2- 2 ) ح 2-2 ٩-۲‏ رد 
وبایجاد أصفار كثيرة الحدود : (1+-202-2()2) فان الاصفار هی 22,3 وبهذا 
یکون حقل تشقیق /ر على ) هو 
((6/2)© »ع رمه | {a+ Bi‏ = (06/2(6 -: (: ,6062 
{a + ط١/2(+‎ (e +d 2)i |a,b,c,d € ©(‏ = 
مثال ۱۵ : اوجد حقلى تشقيق لكثيرة الحدود [ ×],2€72+ 2+۲ ×= / 
الحل : 
=(X -([+i)(X -0-1((‏ ار 
وبهذا يكون أحد حقلى التشقيق ل على ,7 هو : 
Z,(i) = {a +bi |a,b e Z,}‏ 
ولايجاد الحقل الآخر : نعلم من النظرية (۱-۷-۱) أن العنصر 


B=X +{X?+X +2] FY, ا‎ 


oo 


ی هه :2 و هم مه ااااااااااا00ا00ا0اا 000 


الباب الأول : الفاهیم الأساسية ۱ 


هو أيضا صفر ل . ونحن نعلم أنه لابد أن یوجد صفر آخر ل f‏ موجود فى ٣‏ 
(لأن من درجة 2) »۰ ویکون ۳ کذلك حقل تشقیق ل على ,7 . ولایجاد الصفر 
الاخر نجری القسمة المطولة الاتبة حیث یکون /- > أحد عاملی ‏ (انظر مثال ۱۰ 


لسابق) : 
X + )+1(‏ 
ENED‏ و زا - 1 
۲ - 2 ۲ 
2+ (0+1) 
- - 116+ 6) 
2+ + 2 
ومن حيث ان / أحد صفری کثيرة الحدود ‏ فیکون 
0- 2+ + 8 
ویکون 
(X - 8(۲ + 8+1(‏ = 


=X +X? + +2]‏ /,(2-/2- ۲( - ¥( = 
وفى الواقع فإنه إذا كانت [*]م كثيرة حدود غير قابلة للتبسيط (للتحليل) فى ٣]×[‏ 
(أى على الحقل '7) > وکان © صفراآ ل (K)م‏ فى امتداد ما ل '/ فان 


JY yy‏ اند رمم 


وهو ما یتفق مع ما ذکرناه فى (۸-۸-۱) عن وحدانية حقول التشقیق ۳ 





مل انو اکن ره SEO N‏ مرس ESEN‏ 
أيزينشتاين) أنها غير قابلة للتحليل فى [ ]60 . كذلك هی مطبعة » 42 صفر لها 
فهى كثيرة الحدود الصغرى ل 4/2 على © . بتطبيق )5-5-١(‏ يتضح أن : 

رم ۰ب * = Q2)‏ - نه 

(276, 206 , 276,274,276 ,11 
أساس للفراغ الخطی (2/)@ على الحقل © » أى أن : 
a, € 0(‏ | 276,و+ 2% +a, 2% +a,‏ 276يه + 2% {a, +a,‏ = (0)4/2 
مثال ۱۷ : صف عناصر (00)3/5 
الحل : 45 جبری على © لأنه صفر لكثيرة الحدود ‏ 3-5 ر 
ومن (0-۱-) یکون (57,5/8,) أساس للفراغ الخطی (0064/5 على © ویکون : 
|a, > 0( ۱‏ كرو + 5% {a, +a,‏ = (1/5)© 

مثال 1۸ : برهن على أن (1/3+ 00/2 = (3/ہ,2/)@ 
البرهان : 2" : واضح لان (2,/3/@ 2,/3€/ يقتضى (2,/3/)@ 3€ +2/ 
"'ح" : (3/+ 0)/2 > 3+ 1/2 یقتضی أن 


من للق انق بيج و 
)3+ 06/2 ع 2/. E TE ak‏ (3/+ 2/) 


I‏ 200/2 5/2 2,/3له- زه ys‏ مباشرة آن 
)3+ 2/)© 3€ ,)3+ 2/)© > 2/. 


۰۳۷ 


1 | الباب الأول : المفاهيم الأساسية 


مثال ١5‏ : اوجد حقل التشقيق لكثيرة الحدود ۱-1 على © . عبر عن إجابتك 
فى الشكل (2)2) . 
الحل : 

X°-1=(X -1(X?+X +1( 


3 س عوبر لطن - :)1 = 


وبهذا يكون حقل التشقيق المطلوب هو (3-/)© 
مثال ۰ : صف عناصر Q(z)‏ 
الحل : 7 ليس عددا جبريا على © حتى تنطبق عليه النظرية )5-5-١(‏ . وواضح أن 


۱ و0 + 476 + ... + a,"‏ 
04 لوس 2 لزحوكي ا ت در الماك 
+b,‏ ۳ ...۲ رم 


}0+ رظي € رطى { = Q(z)‏ 


مثال ۲۱ : اوجد كثيرة حدود )م فى [ ]4 بحيث يكون 
[ 2 ع 15 
pe‏ د (00۱+۷5 


اتف ل على ك رد للشو ار 5له ]له ی © ام نطيق 
النظرية (۰-0-۱) کالاتی : 
5 -22-1(2) جح 5ہ +1= 2 × ج 1+5 × 
٩-2۶3 -4 -0‏ جه 
تکون كثيرة الحدود الصغری المطلوبة هی 2-4 ٩-2‏ ×=( 2) 
مثال ۲۲ : اوجد 40 6 »,۵,6 بحیث یکون : 


هی 0۰۷۹ 


o۸ 





(لاحظ أن ۰۰۰6 موجودة لأن : 


01 QG@/2) = {a + 61/2 +34 | عرقره‎ e Q} 


الحل : لاحظ آن 02 جبری علی 0 قد تش کو ا س 
[ 0]/۷) ۷*2 وبهذا تکون [2,/4,) اساسا للفراخ الخطی (2/)© على © . 


والان : 





3 
1+4 = +۵2 +4 
2-2 


2 - 3/4 8- 4/2 - 26404 + 261/2 + 2 = 1+14 ج 
وشن (4/2,4/4,) أساس ل (0)42© على ©0: 


)1( 1= 24-2 اج 
2b -a =0 (2)‏ 
)3( 1= 6- م2 
من (1) ۰ (3) ينتج أن : 
4( 2= 2-0 


دم | دن 


من (2) ۰ (4) ينتج أن : 2 »م << ۵ . وبالتعويض فى (3) نحصل على <=¿ 


مثال ۲۳ : برهن على أن (+0 04-0 )= (i‏ 
البرهان : سنثبت أن (0)1+7 © 4-1 كالآتى : 

(01+7) ع1+7,2 فینتج أن (0)1+7 © +1- . فينتج أن (0)1+2 © -1. 
(+1)© 36 فينتج أن (0)1+7) © 4-7 . ونثبت بالمثل أن (#-0)4) © 1+7 كالآتى : 





(-4)© » : فينتج أن  )0)4-1(‏ 1+7 . 
مثال ۲٤‏ : عبر عن GAY‏ فى الصورة 22 حية Q‏ > مره 
الحل : 


4 3 3-42 <ليه-ة رن 
2 وه a GEOG)‏ 





مثال 1۵ : برهن على أن (2/)@ لايتشاكل مع (006/3 . 
البرهان : ليكن (0)0/2© متشاکلا مع (0)0/3 أى أنه يوجد تشاكل (آیزومورفبزم) ): 
(0/3© + (06/2:م 
واضح أن 0-1[ . كذلك فان 3/- (60/2 . ومن ثم فان : 
3 - 3/.. 3أ. = ( ۵/2( 2 لحم = (2./2/.)م = (2)م = 2 

وهذا تناقض . 
مثال ۲5 : اوجد جمیع الحقول الجزئية فى (06/2 
الحل : © حقل جزئی فى (0/2)© ولایوجد حقل فعلی فى © . إذن نبحث عن 
حقول بينية فى امتداد الحتل © د (2/)© . ليكن هناك الحقل البينى .2 . نعلم من 
نظرية الدرجة (۲-۱-) أن 

[© : (0/2©] > [۵ : ]21 : (000/2] 
ومن (2-0-۱) 2-[06/2(:0] لأن 3-2 كرح 7 هی كثيرة الحدود الصغری 
من ۷/2 على © . ای أن 

]006/2( : 1 1] : ©[ - 2 


2۳۰ 





هذا معناه أن 1-[2:0] أو 1-[00/2(:5©] ای أن © - 1 أو (0)00/2 - ,1. 


مثال ۲۷:اوجد حقل تشقيق كثيرة الحدودم- ”على () حيث4» عدد كسرى(نسبى) موجب 


الحل : أصفار كثيرة الحدود المعطاة فى (4,0/)@ حيث 6۳ ,...,1,0 الجذور 
النونية للواحد هى : 
a‏ 0,..., لوزن ب a wa‏ 

ويكون (ص ,»)0 هو حقل التشقيق المطلوب . 
مثال 1۸ : لقد ذكرنا بدون برهان أن 7 ۰ © متساميان على © 
(أ) اوجد حقلا جزئیا 18 ح ۶ بحيث تكون 7 جبرية من درجة 3 على / 
(ب) اوجد حقلا جزئيا 18ح £ بحيث يكون 7+ © جبریا من درجة 5 على £ 
الحل : 
(أ) واضح أننا سنبدأ من 42 ثم نجرى عملية ضم (أو إلحاق) » وحتى تكون 77 
جبرية من الدرجة 3 على الحقل ۴ فيجب أن تكون صفرا لكثيرة الحدود 2- " × 
جيث كر عه . نأخذ 7= فيكون (7)@ = ۲ . لاحظ أن كثيرة الحدود غير 
قابلة للتبسيط على (*2)© 
(ب) مثل ( أ ) كثيرة الحدود هنا (7 + 6)-7 ۲ ويكون (0)6,77) = ] 
مثال ۲۹ : 
(1 ) برهن على أن 2+1 6+ * X‏ غير قابلة للتحلیل (للتبسیط) فى [ ]7 

(يقال كذلك كما سبق غير قابلة للتحليل (للتبسيط على 7) 
(ب) ليكن © صفرا لكثيرة الحدود 1+ 2 + ۲ فى امتداد للحقل ,7 . 
برهن على أن 2+1 + " ل تتحلل إلى عوامل خطية فى [ ×]((7)0) بإيجاد هذه 
العوامل فعلیا . 


الحل : إذا كانت 1+ 2 + 3 = کر قابلة للتحليل فى [ ]ری فيكون لها عامل من 
الدرجة الأولى أى على الشكل 7- 2 . ومن حيث إن 7 يتكون من عنصرين فقط 
هما 0 ۰ 1 فان 7 إذا وجدت تكون 7-0 أو 72-1 »ء ويكون  )0(-0‏ أو 
0 -()0/ . نحسب (0) كرء () : 


" إذن/ غير قابلة للتحليل فى [ ]رم (أى غير قابلة للتحليل على ر⁄) . 
(ب) سنستخدم الآن مثال ۷ السابق . 1+ ×+ × هی كثيرة الحدود الصغرى 
للعنصر 0 الذى يلحق (يضم) ل ر لتكوين (22)0 حتى يمكن أن تتحلل / عليه. 
وبالتالى فان أى عنصر فى (722)0 يكون على الشكل : 
™( 0,1- ب ,مب +2 + م 
فين زد رن تفه مطولة على نت بر كالاصل :4 
(ه + X?+(a+1)X +(e?‏ 
ا ET‏ ب ۲ 
 - 0 3‏ کر ۱ 
(a+1X 2 +1‏ 
(a+1X * - )0۶ + 0۲‏ 
1+ ۲( + ۶ع) 
- ین - 0 + (o?‏ 
o +o? + 1-0‏ 


o1 





1=0+ + لان 0 صفر ل 1+ شر + تررح كر فى Z2,)(‏ 
والآن نحصل على العامل الخطى الأول فى خارج القسمة(۵+ )±+ ۲([+02)+ =X‏ و 
وسنستخدم هذه المرة تجربة العناصر الثمانية فى (/22)0 (انظر *) وهی : 
م 1 عم تم 1+۵ قوب[ a+?‏ » ++ 1 . وبتجربة 2م 
نحصل على : 
بو + ?20+ ثم + ی = بم + o?‏ + تيم (1 +ديم) + o^‏ 
+a =0‏ ثيه + ابه رج 
انان = عامل خطي لج 2+1 ۲+ 3 به 
ھن ار ری بر كفو د رکه لاله مشق عامل اک 
نفضل أن نحصل عليه بالقسمة المطولة مرة أخرى لخارج القسمة 
(@ + )+ 1(2۲+:0) +2 × على ٥‏ - × كالآتى : 
X +o +a +1‏ 
+a‏ تيم + X°+(a+1X‏ ۱ ت 
 - 0۲‏ ۲ 
بم + (o +a+1)X +o‏ 
۶ - ترم - (o +a +1)X - a^‏ 
بو + ی + ثيم = بو + ?20+ تيم + o"‏ 
(لاحظ أن 2-0 فى ,,2) 
باقى القسمة هو 0 + يم + “0 وهو يساوى 1(=0+ ۵۶ + 0/0۶ كما سبق . 
اذن تتحلل 1+ 2 2+ 3 ۲ علی (2.,)0 کالاتی : 
(1+بن + تبم) - 0۶2(۲- 0/()۲ - ۲) 1+ 2 +۲ 


o 


يوستو سم شع سمو جه مه عه ع مس مجح سس سس سس عع سو عه عع عع ع ع عجعج مج ع سمه وت جوع حبس مج ,مج وص سوبو سرج هعمس مجو سوسس nanan‏ ع عه سمه م ع ممع مح عه مع ممعم مع عع ممص سمي 


(لاحظ أن (1+ين + ٥)-=1+ے‏ + تيم فى Z)(‏ ) 
مثال ۲۰ : ما درجة الامتدادين : 18 22 › © < 0 
الحل : 2 -[12:©] أى أن درجة الامتداد R‏ 2< © هی 2 » لأن (1,2) يصلح 
اساسا للفراغ الخطى © على 18 . بينما © -[0: ©] . 
مثال ۳۱ : اوجد [© : (2,4/2/)©] 
الحل : 
(06/2((/2) - (6/2,1/2© 
وبالتالى فإن 
[© : (2([]©0/2/)© : (06/2()4/2)] - [© : (6/2,1/2©] 
(انظر (0-۱-) (2- ” 2(068006- 7 )068 = 
6= 32 - 
ومن مثال 6-[00)4/2(:00] 
(ای ن (0)0/2-(0/2,/2© بل (4/2)© -(2,/2/)© لان (1/2)© › 
(06/2,#2) لهما نفس الاساس کفراغین خطيين على الحقل © . وفی الواقع فإنه من 
الواضح تماما أن (4/2)© د (2,/2/)) 
ملحوظة : يمكن أن نبرهن على أن (0)0/2,1/2 = (0)1/2 کذلك بملاحظة أن : 
(2,4/2/)© > (4/2)© > © 
[© : (4/2([.]0)1/2)© : (06/2,/2] - [0 : (0./2,1/2] - 6 ¬ 
[Q(N 2,2): Q6‏ = 
1= [(1/2)© : (00/2,1/2] ¬ 
وبصفة عامة إذا كان £ امتدادا ل ۳ (كحلقين) وكان 1 = [5 ]E:‏ فان" = (7)1 = E‏ 


ort 


مثال ۳۲ : اوجد [@ : (0/3,./5)©] 
الحل : كما سبق فى مثال ۳۱ (5ل06/3((6) (5/ہ,3/)@ 
ومن ثم فإن : 
[© : (3([.]©)/3/)© : (9)/3(()/5] = [© : (كل.,3/.©] 
(3- 7 )068 (5- ” ۲ 2, 
4 2 
طريقة آخری : (3/+,1) اساس للفراخ الخطی (5/ہ,3/)@ على الحقل (5/)@ » 
(1,5/5) أساس للفراغ الخطی (0/5)© على الحقل © 
ومن برهان نظرية الدرجة يكون (3/5/د,5/د,3/د,!) ای (3:۷/5,۷/15یل) أساسا 
للفراغ الخطى (0/3,/5)© على الحقل © . 
مثال ۳۳ : اوجد كثيرة الحدود الصغرى للعنصر 2/++ 3-/+ على © 
الحل : ضع 2+ 3-/. - × . هذا يقتضى أن 
2-6 +1- - لو +2 + 3- - ?¥ 
أى أن 2-6 -1+ 2 × . وبالتالى فان : 2121-4 4م 
ومن ثم فان : 25+ * 26 2٩+‏ هی كثيرة الحدود الصغرى المطلوبة . 
لاحظ أن 2/-+3-/۰ صفر لها » وهی مطبعة » وهی غير قابلة للتبسيط على © . 
مثال ۳4 : ليكن ٤‏ امتدادا منتهیا للحقل 18 . برهن على أن 18 = £ أو €= E‏ 
البرهان : الحقل م امتداد منته للحقل 16 فينتج أن £ امتداد جبرى للحقل 16 
(انظر .)5-5-١(‏ وبالتالى فان €¿ £ . ولكن : 
(من نظرية الدرجة ) {E :R]‏ 8 : ©] > [18: 0] 2 


ممه 





ای أن [(C:E]=2‏ أو [C:E]=1‏ 
2-[0:8)] يقتضى أن 1 - 2 . 1=[£:€] يقتضى أن €= £٤‏ . 
مثال ۳9 : ليكن © > ره » 50 5 . برهن على أن (5/)© =(4/)@ بستلزم أنه 


يوجد @ © © بحيث يكون EDE‏ 


اليرهان : لدينا حالتان : الحالة الأولى : © © 5د . وبالتالى فان 0 © ۷/2 . نعرف 
0 وہ 
@ شلا سه فى ان 8ح - »ع . 


الحالة الثانية : © 6 ول : وبالتالى فان © 2 هل . ضع (5/)© > ذل بر+ ×= a‏ 
فينتج أن 0= × ومن ثم فان * برط © . 

مثال ۳۱ : لتكن [7)  <۵* +۲ +c e‏ . اوجد. عنصرا بدائيا (انظر (۳-۳-۱)) 
لحقل التشقيق ل /ر على 00 

_ +b? عمه-‎ 


2a 


الحل : إذا كان 07 صفرا ل 7 فان : 0 


وبالتالى فان العنصر البدائی عم4- 1/62 يجعل (عمه- :0/6 حقل تشقيق ل" على © . 
مثال ۳۷ : لیکن 2 امتدادا للحقل ل ۰ ۵76 جبرباً على ۰۳ (@)۴ 6€ . 
برهن على أن درجة / تقسم درجة 0 . 

الحل : درجة » هی درجة كثيرة الحدود الصغری من العنصر ‏ على الحقل ٣‏ 
(راجع (۰))۳-۵-۱(۰)۱-4-۱ وبالطبع کذلك بالنسبة إلى ۸ . کذلك لدینا من (2-0-۱) : 
درجة كثيرة الحدود الصغری من 0 بالنسبة إلى الحقل ۴ هی : [۳)0/(:۳] (وبالمثل 
بالنسبة إلى /) . والان 

F cF(6)c F(a) (6e F(@) (لأن‎ 

(نظرية الدرجة) ]۴ :)6( [F(e):F1=([F(«):F(8)].[F‏ > 


“لاه 


ب اک 
مثال ۳۸ :برهن على أنه لايوجد عنصر فى (0/2)© يكون صفرا لكثيرة الحدود 23-2 
البرهان : أى صفر لكثيرة الحدود 2- * ¥ ستكون كثيرة الحدود هذه بالنسبة له هی 
كثيرة الحدود الصغرى على © » ودرجته هی درجتها 3 . بينما لايوجد أى عنصر فى 

(0)002 درجته 3 » لاه لايوجد أى عنصر فى (2/)© تكون كثيرة الحدود 
الصغرى له على © درجتها 3 . 
مثال ۳۹ : برهن على أن (3,0/7/)© = (7/+ 06/3 
البرهان : (3,0/7/)© ٤‏ 7/+,۰/3 يقتضى أن (3,/7/)@ »ء 3+7 أى 
أن (3,./7/)©- (7ل.+ 3/ل)© . (1) 
والآن (0)/3,/7 > 7/+ ۰/3 يقتضى أن 


د 
ا 


أى أن e‏ ومن ثم فان : (1/7+ 6/3 © € 3/.- 7/. 


ولكن (7/ + 06/3 > 7/ہ + 3/ ۰ وبالتالى فإن (7/ + 3/)© > 3,./7/ه أى 
أن (7/+ 0/3 © > (06/3,:۷7) (2) .من (1) » (2) ينتج المطلوب مباشرة . 
مثال ٤٠‏ : اوجد درجة كل من الامتدادين الآتيين .وأساسا لكل منهما : 

(۱) (2,./3/)© على © 

(ب) (0/2,./3,./5)© على © 

الحل : 

رز (3/2(()/3)©) - (3ل.,0)3/2© 





oY 


وبالتالى فمن نظرية الدرجة : 

]9 4/2 ,./3( : ©[ = [(Q(N 3)2) : ©)/3([.]©)/3( : ©[ 

deg(X -2).deg(X 7-2) =3.2 =6‏ = 
سنتخذ (1,۹/2,4/4) اساسا للامتداد (0/3)© د (3()2/)@ ٠‏ (1,/3) ساسا 
للامتداد © د (3/)© (انظر (۵-۵-۱)) » ومن ثم سنتخذ 

(2/3,/4,1/4/3لة, 3,4/2 رل 

اساسا للامتداد © د (3/2,0/3)© (انظر برهان نظرية الدرجذ) 
(ب) (کلم((3ل06/2((6)) = (كلء,3ل.,2/)© 
وبالتالى فمن نظرية الدرجة 
N2, 3)1. [N 2,3): N2).‏ : (5ل.,06/2,/3] = [0060/2,۷2:۷5(:)2] 
[© : (00)1/2] نظرية الدرجة 
-5).deg(X 7 -3).deg(X ” -2) = 2.2.2 =8‏ : 06802 = 
سنتخذ (5/ہر1) اساسا للامتداد @)/2,N3(‏ د(5لہ,0/2,/3@ ۰ (3لديل) 
اساسا للامتداد (2/)@ د (3/ہ,2/)@ ۰ (41,1/2 اساسا للامتداد © د Q)/2(‏ 
. ومن ثم (كما سبق) نتخذ 


(31/5/: 5,2 /ه 2١/5,‏ لد, ۰/3 ۹/2 ,۹/5 ,۰۸/3 2 لديل 


أساسا للامتداد 0 ¬ (3,./5/., 006/2 

مثال ٤١‏ : اوجد درجة کل من امتدادات الحقول الآتية » واوجد أساسا فى كل حالة : 
Q3) (1)‏ د (0/2,./6)© (ب) (0/3© <(000/2+۰۷3 
(ب) (۵6/2+۷3 02:۷3 )5( 02,600 
الحل : ( أ ( 


]© 0/2 ,١لم(‎ : ©)./3([ = [Q(N 2,23): ©)/3([ 
- ]9)/2,/3( : ۵6/3([ = deg(X * -2( =2 


(ب) ۱ 
[(3/)© : (3(()/2/)©)] = [(3/)© :(3/.+ 00)/2] 
مثال ۱۸ 
deg(X ”-2)=2‏ = 


تقد ا 1102 

(ج) ©0/2,١/3([-1‏ : (0/2,./3©] = [(006/2:۷3(:06/2+۰۷/3] 
مثال ۱۸ 

وسنتخذ الأساس £1 

(د ) ])5 + 06/3 : (۰/10+ 0061/2:۷6] 


[(5/+ 06/5 : رل + 2,3 =[Q(N‏ [(5ل + Q3‏ : ((کل + 2,2(3 [Q(/‏ = 
])5 + ۰۵6/3 (۷/5((6/2+ 06/3)] = 
deg(X ?-2) =2‏ - 
م اسان ٠‏ 12 
مثال 4۲ : حدد : أى التقارير الآتية صحيح وأيها خاطئ 
)١(‏ کل امتداد حقل منته يكون امتدادا جبریا 
(۲) كل امتداد جبرى لحقل يكون امتدادا منتهيا 
(۳) الحقل "القمة" 'لبرج" منته من امتدادات منتهية لحقول يكون امتداد منتهيا للحقل"القاع" 
(إذا كان لدينا "عمود" من الحقول كل حقل يحتوى على الحقل الذى يسبقه مباشرة فانه 
۲ 
يقال إن لدينا "برج" (0076) من الحقول . مثال ذلك ۳ 
0 


۰۳۹ 


(4) 8 مغلقة جبريا 
(يقال لحقل ۳ إنه مغلق جيبرياً (10560ه 31865612102119) إذا كانت كل كثيرة حدود 
غير ثابتة فى [7]1 لها صفر فى ۲ ) 
(ه) © مغلقة جبريا داخل 18 
(1) € مغلقة جبريا داخل ( )© » حيث ‏ غير محددة 
100 (۲) مثلقة جریا » حیث ۲ غیر محددة 
(۸) الحقل ( 202 لیس له اغلاق جيرى (ع2نادم1ه )algebra1c‏ » لان € 
ی 
(ليكن £ امتدادا للحقل ۶ . عندئذ فان : 

( 0 جبرى على مر | Fe = {ae E‏ 
هو حقل جزئى من £ » يسمى الإغلاق الجیری_ ل ۴ فى )٤‏ 
)٩(‏ مميز أى حقل مغلق جبریا يساوى الصفر 
(۱۰) إذا كان £ امتدادا مغلقا جبریا للحقل / ء فان ۶£ يكون امتدادا جبريا ل / 
العل: + ۳۸ صتحيحة ى ولاق شین : 
مثال 4۳ : الحقل © : حقل جميع الأعداد المركبة الجبرية على © (تسمى باختصار 
الأعداد الجيرية) مغلق جبریا 
۵ اغلاق جبرى على 18» لكن € ليست إغلاقا جبريا على 60 » لأنه توجد أعداد متسامية 
الحقل © إغلاق جبرى ل © 
مثال 44 : برهن على أن الحقل / يكون مغلقا جبريا إذا كانت وفقط إذا كانت كل كثيرة 
حدود غير ثابتة فى []7/ تتحلل إلى عوامل خطية . 
البرهان : ليكن الحقل ل مغلقا جبريا . ولتكن كر كثيرة حدود غير ثابتة فى [۲]2 . 
عندئذ فإن 7 لها صفر ۴ عه . ومن (۲-۲-۲) فى نظرية الحلقات يكون ۾ -× 
عاملا لكرء بحيث يكون ©(6- ) = 7. عندئذ إذا كانت م ليست ثابتة فيكون لها 
صفر 6 . ويكون 58(/7- ۲( )= ۶ . وبالاستمرار بهذه الطريقة 
نحصل على تحليل ل ر فى صورة عوامل خطية . 


0ه 





وبالعكس كل كل ره اليا CEE‏ 
لقان الوب تلم عانة شط لب ره قن 5 کر 29 وھا یکرت بر 
مثال ه؛ : برهن على أن أى حقل مغلق جبریا لايكون له امتدادات جبرية فعلية » أى 


أنه لاتوجد امتدادات جبرية £٤‏ بحيث یکون ۰1 ٣۴‏ 
۳ 


البرهان : لیکن £ امتداداً جبریا ل ۶ ۰ بحیث یکون ٤ے‏ ۲ . عندئذ إذا كان 
٤‏ ع » فلدینا من مثال 45 السابق مباشرة » کثيرة الحدود الصغری ل © على 
"1 : بم - =X‏ کر (لان ۴ مغلق جبریا) » وهکذا فان ۳ e‏ ۰ وبالتالی فان "ع بر . 
مثال 4٩‏ : لتكن [ ]م ع / . إذا كانت © تنتمى إلى امتداد ما ل ۰ ()/ جبرية 
على 7 . برهن على أن © جبرية على 7 . 
البرهان : (©//ر جبرية على/ نقتضی وجود [ ]۲ هم بحيث إن 0= ((©) )8 
وهذا معناه أنه 0 = (©)( 0ع) حيث [ ]۳ ع ۴و أى أن © جبرية على ٣‏ . 
مثال 4۷ : برهن على أن 3- * + غير قابلة للتحليل (للتبسیط) على (4/2)© 
البرهان : أى عنصر فى (02)4/2 يكون على الصورة 0404+ 4+854/2© حيث 
© »2,5,6 (انظر مثال ۷ ونظرية (۵-0-۱) حيث 3-2 هی كثيرة الحدود 
الصغرى للعنصر 4/2 على @ ) . وإذا كانت 3- * + قابلة للتبسيط (للتحليل) على 
(2)3/2) فانه يكون لها صفر فى الحقل (0)8/2 ای أنه يوجد 0 © 0,8,6 بحيث يكون : 
(a + 61/2 +ci/4) -3 - 0‏ 

ای ان 

3= 274(ع2۵ + a” + 4bc + (2c + 26۵(21 + (b?‏ 
ومن حيث إن (1,2/0,274) اساس للفراغ الخطی (8/2)© على © > فان : 


۵:۱ 


)0 ,3 40 + *ي 
c” +ab =0, (0)‏ 
b” +266 =0 (3)‏ 


2 
من (2) نحصل على (4) كدو حيث 0 5 . (0 -5 يقتضى أن 3/+- 4ه 


: 0 
وهذا تناقض لان @ © ©) . ومن (3) نحصل على (5) سكم .C#0 ٠‏ 


(0 = © تؤدى إلى نفس التناقض السابق) . من (4) ۰ (5) نحصل على (6) 
٠ 6” -‏ وبالتعويض من (6) فى (1) نحصل على : ±= 4 وهذا تناقض 
كما سبق . وينتج المطلوب مباشرة . 
مثال 4۸ : برهن على أن امتداد الحقل © د (5/+-,5له, -, 006 بسيط 
البرهان : سنبرهن على أن (5/++ )@ =(5ل-,5ل,1-, )© . 
"د" : واضح . سنبرهن الآن على الاحتواء الآخر "ح-" : كالآتى : 
(5/+ )© € (5/ + :) - 5+ 2:./5 +1-- 5 2 +4 ج (5/.+ :)0 € 5+ i‏ 
(5/.+ 000 (5ل. :2 +5()4/. + :) = 25+ :14 جه 
(دل+ 000 € ¡i‏ ¬ وول + 00 e‏ 2/5 - 141-(5/ + 20 - 124- ج 
(5/ + 00 € كي , كل., زر زد (5/. + 006 € :- 5ل + =i‏ 5ہ ج 
مثال 44 : اوجد الحقول الجزئية من © المتولدة ب : 


{0} )( {0,1} )۱( 

(r)‏ ,1 ,0) )6( (2/, ن) 
R )(( 2,13} )۰(‏ 
Ruf} )0‏ 


of 


الحل : (۱) © 

(۲) لایوجد (الحقل یحتوی على عنصرین على الاقل ! فلا یمکن أن يكون الحقل 
الجزئی (0)) 

(۳) © > و,م | ۶4+ م) 

{a + ib +2 +۱۰20 |a,b,c,d € © (5) 

{a +b 2 + لدع‎ + 41/6 |a,b,c,d € ©( (°) 
R )0( 
C 6 

مثال 5٠‏ : صف الحقول الجزئية من © التى على الشكل : 

QC) )9 . ©6/2( )۱( 

(۳) (»)@ حيث © هو الجذر التكعيبى الحقيقى ل 2 

)5( (7ل.,ك/)© )°( (11ل, :)© 

الحل : 

Q(N2) = {a +۰2 | طره‎ > Q} 0) 
Q(i ) = {a +61 |a,b ع‎ Q} (۳) 
Q(@) = {a +ba + ۰0۶ ۱۵,۲,» e Q} (۳) 
065 ,١ل7(‎ = {a + تلع + کلدن‎ +d 35 | ۵,۵,6, € Q} (4) 
©): در‎ 11( = {a + 11لم + زو‎ +0۰11: |a,b,c,d € Q} (0) 
: ليكن ,2 - > . صف الحقول الجزئية من ) £ التى على الشكل‎ : 5١ مثال‎ 
K(t+1) 0 ۶ )6*( )( 


۷ 


2 +1) )5( ۶ 05 )۳( 
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Î‏ ل ا ا ا ا 


الحل : 
(۱) عناصر الحقل الجزئى هى كل التعبيرات الخالية من القوى الفردية ل / 
K(D )'(‏ 


(؟) عناصر الحقل الجزئى هى كل التعبيرات التى قوی 7 فيها مضاعفات 5 
(4) تماما مق (۱) 
مثال ٥۲‏ : عين أى امتدادات الحقول فى مثالی ۰۰۰ 5١‏ يكون امتدادا جبریا بسيطا › 
أو متسامیا بسیطا . 
الحل : الامتدادات فى مثال ١ه‏ كلها متسامية بسيطة . فى مثال ۵۰ الامتدادات الأربعة 
الاولی جبرية بسيطة. الامتداد الأخير (۰) جبری لکنه لیس بسیطا. لبیان أن الامتداد (4) 
فى مثال ۵۰ بسيط » نثبت أن 

(۰/7+ 06/5 - (۷7, 0۵5 
: واضح . لبیان 9 


7-5 دا 
الا ل و ها رتنه كل 


(1/7+ 5/) © > 5,./7/. ج (7/ + 5/.)© »ع 5/. - 7/. ج 


ff f 


0 


(انظر مثال ۳۹) . 

مثال 57 : حدد : أى التقاریر الاتية صحیح وأيها خاطی : 
(۱) کل حقل له امتداد غير تافه 

(۲) كل حقل له امتداد جبری غير تافه 

(؟) كل امتداد بسيط یکون جبریا 

)٤(‏ کل امتداد یکون بسيطا 

(۰) كل الامتداد الجبرية البسيطة تکون متشاكلة (آیزومورفیذ) 
(7) کل الامتدادات المتسامية البسيطة لحقل ما تکون متشاكلة 
(۷) کل كثيرة حدود صغری تکون مطبعة 

ot 


مد عم و یک و عم و ا سب سس م نمت م كت يس سدكت سس موس ةم ست سيت 


0 كثيرات الحدود المطبعة تكون دائما غير قابلة للتبسيط (للتحليل) 
)٩(‏ کل كثيرة حدود هی حاصل ضرب ثابت فى كثيرة حدود غير قابلة للتبسیط . 
الحل : (۱) ۰ )١(‏ ۰ (۷) صحيحة والباقى خاطی 
مثال 4ه_: لیکن × امتدادا للحقل م . ولیکن ,× » ركد امتدادین للحقل 7 
یحتویهما الحقل > . لذا كان [۴: ,/] » [: ]٤‏ عددین أوليين » فبرهن على أن 
رح رك او اع رقم 
البرهان : ليكن #رعد 5 ,۰ عندثذ فإنه من نظرية الدرجة يكون : 
عدد أولى [۳: ,12۲۳ :رم رط][رطص ,2 : , 2] 
ولان ۴+ رتم رط فان ۶1[ :رت ,2] » ولان [۴: ,£] عدد أولى فینتج 
أن 1ع[رتلم,۳,:۳] › أى أن رتم E,‏ = ,2 وبالمش نثبت أن ربلم,۳< رت 
وینتج المطلوب مباشرة . 
مثال وه : لیکن [ ]۲ ع( )2 ۰ ل امتدادا منتهيا للحقل ‏ . إذا كانت ( 2) مر 
غير قابلة للتحلیل (لتبسیط) على ۴ (بعبارة مكافئة فى [ ]۳) ۰ وکان 
1= ([: ت],(( 002)2)1۲) (أى لیس بینهما قواسم مشتركة غير الواحد) فبرهن 
على أن ( )م غير قابلة للتحلیل على ٤‏ . 
البرهان : ليكن هم صفرا ل ( )م فى امتداد ما ل 7 . لاحظ ولا أن : 
(( 0680010 - [ 1 : (ه) ۳] >[ 8 : (۵) 8 ] . كذلك لاحظ أن : 

[E (a): F(a)\[F(a):F]=[E (ره)‎ : E ال‎ :F] 
« (dep (XE :F])=1 (لأن‎ « [E (م)‎ : E [ وهذا يستلزم أن )) %( ص )ع9 يقسم‎ 
وبالتالى فإن‎ 

deg(p(X (( -] (ه)‎ : E] 

وينتج المطلوب . 


همئه 





اوجد حقله الأولى ومميزه . هل هذا الحقل يشاكل ,72 ؟ كم عدد الحقول - بدون حساب 
الأيزومورفيزمات (التشاكلات) - التى تتكون بالضبط من أربعة عناصر ؟ 

الحل : يترك للقارئ التحقق من أن الجدولين يعرفان حقلا . 

واضح أن الحقل الأولى هو ,2 . ومميز الحقل - بالطبع - هو 2 . الحقل المعرف لا 
يشاكل ,2 لأن ,2 ليس حقلا (بل هو حلقة إبدالية ذات عنصر الوحدة) . يوجد حقل 
واحد يتكون بالضبط من أربعة عناصر » كما سنرى عندما ندرس الحقول المنتهية . 
مثال 9۷ : اوجد كثيرات الحدود الصغرى على الحقول "الصغيرة" للعناصر الآتية فى 


الامتدادات الآتية: 


ieC52Q () 
ieC2R (ب)‎ 
2 1 < 0 (ج)‎ 


)د( 0 <6 5+1(/2/) 

(ه) © د © 6 1(/2- ۰/3 ) 

) رح © ع © حیث 7 الحقل فى مثال 05 السابق مباشرة 2 حقله الاولی 
) 


( 
ز ) (2)1 2 (»)(),2 2€ حيث / غير محدد » 1+ 1< ٥‏ 


o 


(1) لدينا ‏ = ومن ثم فان 0 =1 + ۶ فنعرف كثيرة الحدود الصغرى » هی 1+ -< ۶ 

(ب) تماما مثل ( أ ) 

(ج)ضع ۸2۷2 ومن ثم فان 2-2-0/ » فتکون کثيرة الحدود الصغرى هی: 2-2 / 
0 


( د ) ضع لس £ وبالتالی فان : 2-1-5 ومن ثم فان : 1-5+ 4-4 › 


أى أن 0 =1- -٤‏ £ فتکون کثيرة الحدود الصغری هی : 1- - 7= ر 
(ه) ضم 1 ای - ۽ هذا یقتضی أن 3:-2+1 ومن ثم فان : 3--1+ 4+ تیه 


أى أن 0-<1+ ۶+ £ . فتکون کثيرة الحدود الصغری هی : 1+ ۶+ 1= ر 

( و ) من جدول الضرب "." لدینا 6= © » ومن جدول الجمع لدینا[+/0< فواضح 
أن كثيرة الحدود الصغری ستکون : ٤-٤-1‏ أى هی  <-/*+۸+1‏ (مميز الحقل-2). 
(لاحظ أن هناك تمائلا فى الجدول » فکذلك = ”6 » 1+/0< /) 

(ز ) كثيرة الحدود الصغری هی : 1--* << 

(معتبرة ككثيرة حدود فى × ) لأنها مطبعة : معامل 2ل هو الواحد » وهی غير 
قابلة للتحلیل فى (۰,6 1-0--1+-(0) ۶ 

مثال 58 : حدد إذا ما كانت التقارير الآتية صائبة أم خاطنة : 

(۱) الامتدادات ذات الدرجة نفسها تكون متشاكلة 

(۲) الامتدادات المتشاكلة يكون لها نفس الدرجة 

)۳( كل امتداد متسام يكون غير منته 

(4) کل عنصر فى € یکون جبریا على 1 

(۰) کل امتداد ل 18 یکون منتهیا 

(1) کل امتداد جبری ل © یکون منتهیا 

(۷) حقل الأعداد الجبرية هو آکبر حقل حقل جزئی فى € یکون جبریا على © 





و ی و و و و و و و و و و امعو و و و و و ام ی و و و و و و و ام لا عم ممعم مومس مك 


۹ ل فراع كدي هون ی ف 

)٩(‏ کل امتداد لحقل منته يكون منتهی) 

لحل : (۲) ٠‏ (۰)۳ (4) » (1) ۰ (۸) صحيحة . الباقى خاطی 

مثال_ 59 : كثيرة الحدود ی تتشقق على © لاننا یمکننا أن نکتب 
)X -1()۲ - 0¥ - 7 (‏ - 1 - 3 ۲ 


2 


حیث ”س ,ت ,1 الجذور التكعيبية للواحد » أى أن 3 ع<مم لكننا فى مثال ١9‏ 
أوجدنا حقل التشقيق لكثيرة الحدود وهو 3-/+© . 
مثال 1۰ : اوجد حقل التشقيق لكثيرة الحدود [ 0]26) ع 5 - * لر4 - * × 
الحل : 

۲ ٩-4 2-5 - ) 2 -5( 2 + 1( 

= (X -5)(X ++/5()۲ -i)(X +i) 
Q(N5,i) : ومن ثم فإن حقل تشقيق كثيرة الحدود المعاطاة هو‎ 
مثال 1۱ : اوجد حقل تشقيق كثيرة الحدود []@ 3€- ”۲+ 3- 1= ر‎ 
: الحل‎ 
f =° -3 +7” -3 = )7 -3() +1( 
= (+ 3)( - < 3)( +1(062-++1( 
1۳۷2 1-3 


یی - 1(6 + (3/ - 3()6 الست 


1-7 13 1+7 
واضح أن حقل التشقيق هو E‏ 


ENS e‏ ون 


وهو نفس الحقل (لماذا ؟) 
وهو نفس الحقل 500 ( 


0۶:۸ 





لكن ليس هو الحقل (31/)© ؛ واضج أن 0۵65 


مثال 1۲ : اوجد حقل تشقيق [ ]00 > (1+ * 206 - ×2- ”)= ز 

الحل : آصفار ‏ فى € هی : 3 12 زد . وبهذا یکون 

حقل تشقیق کر هو : (3ل+-1,دل+1, O‏ 

وهو نفس الحقل (3/,)@ (ماذا ؟) 

أى هو نفس حقل كثيرة الحدود فى مثال ۱" على الرغم من أن کثیرتی الحدود مختلفتان . 
مثال 1۳ : مدخل آخر مختلف قلیلا عن المدخل فى مثال ۸ السابق . كما ذکرنا فى 
لملحوظة عقب مثال۸ فاننا لانستخدم © . ولهذا فاننا يجب أن نعتمد على التکوین 
الاساسی لحقل تشقیق كثيرة الحدود 1+ +2 ۲ -: f‏ على ر2 . 

الحقل ,7 يتكون من عنصرین 0 ۰ 1 . نلاحظ أن /ر غير قابلة للتبسیط (للتحلیل) 
على ,22 ٠‏ ولهذا سنضم (سنلحق) عنصرا! 77 بحیث یکون 7 لها كثيرة الحدود 
الصغرى كر على رم . عندئذ فان : 1-0+«+ 72 ء أى أن 72-7+1 
(مميز الحقل = 2 ). نحن ندعى أن الأربعة عناصر الآتية تكون حقلا 


0,17,1+7 


وللبرهنة على ذلك سننشئ جدولى الجمع والضرب 
1+7 1 








1 0+1 -<1+ 2 = + 1+ وت +7 = )7+ 7)1 
أى أن (2,)7 حقل ذو آربعة عناصر . والان كر نتشقق على (227)7 . ولبیان 
ذلك مر اقا الل اة 
X +1+ 7‏ 
ا 2 ap‏ 
۲- ار 
(1+7)X +1‏ 
۳ - (1- (1+177) 
0= 1+7+7 
ىن (1+7+ )(7- )X‏ =1+ ۲ +2 
(X -1(۲ -1-7(‏ = 
(المميز = 2) 
“رتتشقق على (7) ,7 » لكنها لا تتشقق على حقل أصغر منه . 
أى أن (227)7 هو حقل تشقيق 7 . 
مثال ٤‏ 1 : حدد : أى التقريرين الآتيين صحيح » وأيهما خاطئ : 
)١(‏ كل كثيرة حدود تتشقق على حقل ما 
(۲) حقول التشقيق وحيدة » بدون حساب الأيزومورفيزمات 
الحل : التقريران صحيحان 
مثال 55 : حدد : أى التقارير الآتية صائب وأيها خاطئ : 
)١(‏ إذا كان ۲ 0,6 » حیث صرح £ حقل تشقيق على م فإنه يوجد 
أوتومورفيزم ل £ (أى أيزومورفيزم من £ إلى ) يترك ۴ ثابتا » ويرسم /0 على 


66 


E 0 ا‎ 


/ إذا كانت وفقط إذا كانت كثيرة الحدود الصغرى من 0 على ۲ هی نفس كثيرة 
الح اس ين ان 

(۲) 16 حقل تشقيق على @ 

(يقال ان ٤‏ حقل تشقيق على الحقل ۴ إذا كان £ حقل تشقيق لبعض كثيرات الحدود 
فى [٭]۴ ) 

(۳) 8 حقل تشقيق على *1 

(5) © حال تشقيق على 18 

(5) ()@ حقل تشقيق على @ 

(5) (7)@ حقل تشقيق على (727) © 

(۷) لكل حقل تشقيق £ على ۲ » حیث كح £ كل راسم أيزومورفى 
(isomorphic mapping)‏ ل ۶ إلى 7 یکون أوتومورفيزما ل ٤‏ 

(۸) لكل حقل تشقیق 7 على 7 › حيث ‏ ح 5 (انظر مثال 4۲) » كل أيزومورفيزم 
يرسم ی فى تن 

)٩(‏ لكل حقل تشقيق £ على » حیث ۳ 8 » كل أيزومورفيزم يرسم £ فى 
۴ ء تاركا ‏ ثابتا » هو أوتومورفيزم ل £ 

(۱۰) کل إغلاق جبرى ۴ ل ۳ هو حقل تشقيق على / 

الحل : (؟) ۰ (۷) ٠‏ (۸) خاطئة . باقى التقارير صحيحة . 

مثال 55 : اوجد حقل تشقيق كثيرة الحدود [ ]02 ع 2 - "۲ على © . ما درجة 
امتداد حقل التشقيق على 4 ؟ 


-- ۱ 
2X +4)‏ + *2()۲/- ۲) > 2 - 3 ۲ 
للك تع ع[ ج 0 - 4+ 402+ 2 ۲ 
1 ]3/2 _ [ق-ل ]تلا _ 
2 2 


o01 


0000000 1 


وبالتالى فإن حقل التشقيق المطلوب هو : (4/2,2/3)© (لماذا ؟) 
(لاحظ آن ۰ (:,002::۷/2(0۵0/2,۷2) 
والآن : 3 > [(3 00 : (3ل١‏ ذ, 8/2 ©] 
لان 3= (2- * 0620/6 » حيث 20-2 هی كثيرة الحدود الصغرى من 3/2 على © 
كذلك فان : ۰ 3(:@[=2/ ]Q)‏ 
لأنه بوضع 2:۰3 × ينتج أن : 3<0+* 
وتکون 3+ 2 + هی كثيرة الحدود الصغری من 2/3 على © ودرجتها 2 
وبالتالی فانه من نظرية الدرجة یکون 


[Q(/2,i 3): ©[ = [QR2,i N3) ۰000 N3)1[Q( ~3) : Q] 


6 = 3.2 = 
مثال_1۷ : اوجد حقل تشقيق (2-3 ,2 -*20) على )© 
الحل : حقل التشقیق المطلوب هو (3/., 00/2 


مثال ۸ : اوجد حقل تشقیق [ ]00 €(2- ° -2()X‏ ”)= £ على © . 
واوجد درجته : (أى درجة الامتداد لحقل التشقیق على الحقل 0©) 

الحل : 8 ,2,2,0 - X‏ ج 0 - (2- 2()۳3- 2 6) 

حيث ,© جذرا المعادلة 0- 44+ 402+ 2 xX‏ 


3i] ۱‏ +1-]1/2 
2 
(انظر مثال 55 السابق) 
وبهذا یکون حقل التشقیق هو (38/., 0/2,/2) © 


2.۲ 





(3:(()/2ل١,‏ 2/ة)©) = (:3لد, 04/2,1/2)© 
(()١/2( : Q2," 3)] = 2‏ :3+ 1/2) ©)] 
(من مثال 55) 6 = [© ,i N3):‏ 2/ة) 00] 


۹1 


ومن ثم فان : 
[Q(N 2,2,31): ©[ = 62 -2‏ 
مثال 1٩‏ : ليكن © صفرا ل ¥7+1+ × على ,2 . برهن على أن ]++ 
تتشقق على (/0),.. اوجد صفرين آخرين بالإضافة إلى © ل 1+ 2 ++ كر 
الحل : إذا كانت © صفرا ل 2+1 ++ على ر7 فان : 
FIO‏ 02 + وك والان 07 - ۲ عامل من عوامل 1+ 2 + 3 ز فنستخدم 
القسمة المطولة کالاتی : 
بو + +a?‏ 126 +يم) +۲2 
XXI‏ ب X‏ 
7 6 - ۲ ر 
(a+1X 2 +1‏ 
 - 0: - ۲‏ (1+:0) 
(a? + ۵ +1‏ 
نم - 07 -- (0 + (o?‏ 
0 -1+ تين + نيع 


أى أن a]‏ + تيم + 6 (1 + يم) +2 ](0- 7[ ) - 1 + 2+22 


امه 


مب ا ل ب سي مس ا اس 


١‏ الباب الأول :الفاهيم الاساسية ا 

واضح أن ”» صفر آخر لكثيرة الحدود 2+1 ×+ . لأنه صفر لكثيرة 

الحدود + تم + ×(1+ )+ 2 ۲ » كما يتضح مما يأتى بالتعويض عن ب ”به : 
)1+ 2م + a = OC‏ + قن + م = +a‏ 202+ تع + ثم سيم + 2م + 02 + قن + o‏ 

= 00 0 

كذلك فان 62 1+4 صفر لكثيرة الحدود 1+ 2 ۲ + 3 ۲ لأنه بالتعويض عن +2 

فى @ + @ + ×(1+ »)+× ب 2م + +1 نحصل على : 


(o? +a +1) + 2يم)(1 + يم)‎ +a +1)+ تم‎ + a 
= تين + این‎ + [+ 20? +20? +20 + o? +o? +a +o? + بن + تيم +[ + يم‎ 
= a^ +30? + وی‎ + 50 +2 = a + تين + ع)بن ح يم + ی‎ +1) = 00 =0 
تایه ف 2 ومن تا ل ققيرة منود من الدرحة ا وین اقا‎ 
. ثلاثة » فیکون () ر7 حقل التشقيق لها‎ 
: ملحوظة : لاحظ أن (:27)0 یتکون من ثمانية عناصر هی‎ 
. ۷ يمر6+ ,5 راجع مثال‎ +b, و2 © بطررطروط‎ 
)١( تمارین عامة‎ 
لكل من الاعدادن) ع الآتية » برهن على أن © جبرى على © بإيجاد [ للع /ر‎ )۱( 
. / )4( =0 بحيث يكون‎ 
(ب) 3+ 2ل‎ 1+۷2 )۱( 
E: ©) 1+32 (ج)‎ 


۱ ا کے لقت تلض اس تون ماس تست 
١ ( )۲(‏ ) برهن على أن كثيرة الحدود 1+ * ل غير قابلة للتحلیل (للتبسیط) فى [×],2 
(ب) ليكن © صفرا لكثيرة الحدود 1+ * > فى امتداد للحقل ,7 . اكتب جدولى 
الجمع والضرب للعناصر التسعة فى (/0),م2 مكتوبة فى الترتيب : 

ECDC 0‏ ه26 ۱ OLE‏ بج ل 2 2 ند 2 

(۳) برهن على أنه يوجد حقل مكون من 49 عنصرا 

)٤(‏ برهن على أنه يوجد حقل مكون من 125 عنصرا 

(۰) اوجد درجة كل من امتدادات الحقول الآتية : 





(( © <77)© (ب) © د(5ل١,0/2)©‏ 
(ج) © د (2,1/5/)© )د( © د (4/2,1/6,1/24)© 


(1) ما درجة امتداد الحقول التى يمكئنا أن نحصل عليها بإلحاق بالتتابع جذر تربيعى 
لعنصر بحقل ٣‏ › وهذا العنصر ليس مربعا فى ٣‏ › ثم إلحاق جذر تربيعى لعنصر 
وهذا العنصر ليس مربعاً فى الحقل الجديد > وهكذا ا 
(؟) عين عناصر (4/7)© 
(۸) اوجد حقل التشقيق لكثيرة الحدود 
+1(X?-X +1)‏ 2۲+ ۳ر) 1ب ٩+2۶‏ 
على © . عبر عن الاجابة فى شکل (6©)© 
(9) طبق ما أديناه فى مثال 1 على الآتى : 
لتكن [2,,]2 2+ 2+ 2۶+ ×= / . (لاحظ أن (1()61+276+2+:06)- ) 
(۱۰) لتكن © جبرية على © . برهن على أن »أ جبرى على © . 
(۱۱) اوجد درجة الامتداد (5/++ 3/)© على (3,/5/)© وأساسا له 
(۱۲) اوجد درجة الامتداد © د (0/2,4/2,5/2)© وأساسا له 
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۳ اوحذ كر الخنود الصنفزی لنت 324/4 عل 100 
(۱4) اوجد حقل تشقیق كثيرة الحدود 2-2 ٩-۲‏ × على و2 


(۱۰) برهن على أن (...,2,#2,4/2/) هو امتداد جبری ل © لکنه لیس منتهیا 
(۱5) إذا كان 2 إغلاقا جبریا ل 7 . فبرهن على أن كل كثيرة حدود غير ثابتة فى 
[ ]۲ تتشقق على £ 
(۱۷) لیکن £٤‏ امتدادا جبریا ل . إذا كانت كل كثيرة حدود فى[ ۲/]تتشقق على £ › 
فبرهن على أن £ مغلق جبريا . 
(۱۸) ليكن 7 حقلا وكل كثيرة حدود غير قابلة للتحليل فى [ ]7 خطية . برهن 
على أن 7 مغلق جبریا 
)۱٩(‏ ليكن 6 امتدادا للحقل / ودرجة الامتداد عدد أولى. برهن على أنه لکل ٤‏ ع » 
F(a)=F‏ أو F(a)=E‏ 
(۲۰) اوجد كثيرتى الحدود الصغريين من 2/ہ على ۰ على © 
(۲۱) برهن على أن 18 ليست امتدادا بسيطا ل © کالاتی : 

(countable) قابلة للعد‎ Q@ )۱( 

(۲) أى امتداد بسیط لحقل قابل للعد یکون قابلا للعد 

8R )۳(‏ ليست قابلة للعد 
(۲۲) لیکن × امتدادا للحقل 7 » ولیکن ‏ ع © . برهن على أن : 1--((۳۵:۳] 
أو 3=]) [F (a): F(a‏ 
(۲۳) اضرب مثالا لامتداد جبری يحتوى على عناصر من كل درجة على © 
(۲۶) لتكن 7004 كثيرة حدود غير قابلة للتحليل على 7 » © لها كثيرة الحدود 
الصغرى ():7 على . هل تتحلل (70 بالضرورة على (0) 2 إلى كثيرات حدود 
خطية (أى لها الدرجة 1) ؟ 


كهه 





)1( 
m(t)=t? +1,K - 2, )ب(‎ 


m(t)=t? +1,K (ج) ,2ع‎ 

m(t)=t' “ئ3-‎ + 4/5 -t-1,K =R (د)‎ 

: اوجد درجات الامتدادات الآتية‎ )۲١( 

7,)(< 2, )۲( 6 < 0 60( 

 65(< 1 )(‏ (؛) 0020 حیث ‏ هو الجذر التکعیبی الحقیقی ل 2 

)°( © د11 الد,كل.,ة/م © () © 0۵6/7(2 

(۷) © < )@ حيث 3= أبن 

(الإجابة : (۱) مه (0) هه (۲) 1 (4) 3 
)°( 8 (0) 2 0) 7 ) 

(۲۷) برهن على أن أى عنصر فی(25,/7) يمكن أن يعبر عنه بطريقة وحيدة كالآتى: 

5 و + ۳7+ 5ل و + ور 
حيث مرء ۰7۰ و عناصر فى @ . 
(۲۸) إذا كانت بع< , 4غ .. CK,‏ م - × حقولا » فبرهن على أن : 
[م »ع : JK,‏ 1 : يكل]...[ ,ع : [L:K]=[K,‏ 


)۲٩(‏ اعتبر امتداد الحقل © د (3/ہ+1/)@ . عين درجة امتداد الحقل واوجد 
اساسا له . 


۰۷ 


3 لیکن ۸ د 1 امتداد حقل . برهن على أن الضرب بعنصر ثابت من 1 هو 

تحويل خطی (12251011281101 112631) من /7 إلى £ باعتبار ,7 فراغا خطیا على 

. متی یکون هذا التحويل الخطى ال ل غين استشنائی ؟ 

(۳۱) برهن على أن کثیرتی الحدود [ ]00 ع2 - 2 - ,۸-3 لهما 

(۲۲) اوجد حقول تشقیق على © (تکون حقولا جزئية من :)) لکثیرات الحدود الآتية : 
1-7 م 1+5+6 ۰ 6-8{ 

(۳۳) اوجد درجات الحقول كامتدادات ل © فى مثال ۳۲ السابق مباشرة 

(۳۶) أنشئ حقل تشقيق لكثيرة الحدود 1+ 22 +3 × على 22 

(۳۰) أنشئ حقل تشقيق لكثيرة الحدود 2 + + * 2+" 2 على ,7 . هل هو 

ا السابق مباشرة ؟ 

(۳۰) اسرد كل كثيرات الحدود المطبعة من الدرجة الثانية على ,7 . أيها يكون غير 

قابل للتحليل (للتبسيط) ؟ أنشئ حقول تشقيق لبعض هذه غير القابلة للتحليل . هل هذه 

الحقول متشاكلة ؟ كم عدد عناصر هذه الحقول ؟ 

(۳۷) إذا كانت كر كثيرة حدود من الدرجة 7 على 6 » وکان بل حقل تشقيق ل /ر 

على >1 » فبرهن على أن K[‏ :[] يقسم !۸ 

(۳۸) اوجد حقول التشقيق ودرجتها على © لكثيرات الحدود الآتية فى [ .]00 : 

24-1 كر (ب)‎ 2+3 (Î) 

(ج) (3- 7 2()2- 3 (XxX‏ (د) 63-3 

(9؟) لتكن [ ]۳ > ثر . إذا كان 2 -(/)068 ٠‏ © صفرا ل فى امتداد 

ما ل ۳ . برهن على أن (7)6 حقل تشقيق لك علی ۲۳ . 

(40) لتكن مر كثيرة حدود فى [ ]۳ ۰ درجتها ” . لیکن رح 2 هو حقل 


تشقيق “على ۳ فى ۴ . ماحدود [: ] ؟ 


0۸ 


3 Field Theory خكلوية )ڭول‎ 
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Golois Theory نظرية جالوا‎ 











Galois groups  اولاج زمر‎ ۱-۲ 

۱-۱-۲ ملحوظة : 
لكل حقل/:من الواضح أن مجموعة آوتومورفیزمات/ مع ترکیبها تکون زمرة (الترکیب 
هو عملية الزمرة) » يشار الیها بالرمز (12) :۸4 وتسمی زمرة آوتومور فیزمات كر 

(Automorphisms group’ ۵۶( 

۲-۱-۲ تعريف : 

( 1 ) لیکن # د امتداد حقل . المجموعة الآتية 

۸4۱) :1( :< {pe ۸۱) (۱)۵( 2 Vaek} 

تکون زمرة جزئية من ( )4:0 (البرهان مباشر تماما !) وتسمی هذه الزمرة الجزئية 
زمرة الأوتومورفيزمات النسيية ‏ / < K‏ 

)The relative automorphisms of group)‏ ع < 2 (أو زمرة جالوا ل 
Galois group of K <4 (‏ 2 < ۶ ويشار إليها أحيانا بالرمز (// 06 6 
(ب) إذا كان م حقلا ۰ كثيرة حدود ليست ثابتة فى [ ]۰ 7< > حقل 
التشقيق ل f‏ » یسمی ( :)4۱ -: (/: 00 زمرة جالوا ل f‏ علي / 
(Galois group off over ۵‏ 

۲-۱-۲ ملحوظة : 

إذا كان 2 هو الحقل الأول لحقل > « فان Aut(K;P)= Aut K‏ 

البرهان : 2-۳" : واضح . نبرهن على أن (2: )411 (6) :۸ » أى نبرهن 
على أن 2( :() ۸۱ ۷۵ VxeP‏ 

ليكن 1 هو عنصر الوحدة فى £ » وبهذا یکون 1= (001 لكل () ۸۷ ٤ص‏ ۰ 
وبالتالی یکون 27.1 (7)1 = (1+... +0)1 < (1.)م لكل ۲۱0 عم ۰ 


2۹۰ 


ومن ثم فان ۸.1 = (6)72.1 لكل 2 © 7 . والآن لکل 2 © × يوجد 9 


m.1 





بحيث ۸.1۶0 › = × (انظر ))4-1-١(‏ . ومن ثم فان : 


n.1 


۱ ۳ 711.1 0071 .1( _ 7.1 _ 
REA ES p(n.1) n.1 





: ملحوظة‎ ٠-١-۲ 

)١(‏ لیکن ۲ < × امتداد حقل »۰ ekK[]X[ ۰ pe Aut(K;k)‏ 7 . إذا كان 
م © © صفرا ل » فان (4)ص أيضا صفر لر 

(۲) ليكن م حقلا » [ ]> £ ليست ثابتة » مد × حقل التشقيق ۰-1 ۸۷ 


مجموعة أصفار ر المختلفة فى ٤‏ ۰ (77) 07 -: #7 (۸ هى رتبة ۷) . فان 
(1) الراسم 

Gad (f :/6( جح‎ 7, 

۷ جام 


مونومورفیزم . 
باختصار : زمرة جالوا ل 7 هی زمرة جزئية من ,7 ۰ حیث ۶ عدد الأصفار 
المختلفة ل ر فى حقل تشقیقها 
(ب) إذا كانت / غير قابلة للتحليل (للتبسيط) » فان الراسم : 

Gal (f ;k)xN اج‎ 

p(a)‏ > (ه,م) 
يكون عملية من ( 2/: )f‏ اه6 على 77 ۰ وهی عملية انتقالية 
البرهان : )١(‏ لأن ,1 = ۵۱۸ ينتج أن : <<( 60-00 /-((0)) :f‏ جاعم 
أى أن (6) صفر ل ر 
(۲) (راجع تعریف عملية © على × فى البند (۱-۱-۰) من نظریات سيلو . يقال 
للعملية 7 من © على × انها انتقالية (205101۷76) إذا كان لكل ×× × > ( بز, 2) 
یوجد على الأقل 6 عه بحیث یکون ع ( 4 :< (د,7)0) 





اكه 





والآن الراسم فى (أ) واضح أنه هومومورفيزم . وهو أيضا راسم واحد لواحد لان 
<(0۷ »ومن ,1= ۱۸۷ ينتج أنه لجميع > © ×: <<( » أى أن 
,6-1 . أى أن نواة الراسم تتكون من العنصر الصفرى فى (6: )0 » أى أن 
الراسم واحد لواحد (أحادى) 
واضح أن الراسم فى (ب) عملية لأن : 
(f :1( : p(a) =b‏ له 30 : ۷ Va,b‏ 
gals Deg l=‏ ۷۵6۲۷۲ 
وهی عملية انتقالية وينتج ذلك مباشرة من )۷-۸-١(‏ بوضع )=') ٠‏ ,[=ص 
؟ ١‏ -ه مثال : 
المطلوب البرهنة على أن زمرة جالوا لكثيرة الحدود [0]2 >(3-)(2-”*)= / 
على © هی زمرة كلاين الرباعية . (انظر )٤-٤-١(‏ ۰ مثال 44 من أمثلة متنوعة 
فى الباب الأول من نظرية الزمر) 
البرهان : واضح أن © < (0)0/2,/3© هو حقل التشقيق ل . من (۰)۲-۱-۲ 
(۳-۱-۲) يكون المطلوب هو تعيين زمرة الأوتومورفيزمات ل (2,۷/3/)@ = عل. 
لكل من هذه الأوتومورفيزمات يتحقق : 
(2/-,2/) ء(6/2م = :((2/مم) = :(6/2م = (2)م -2 
وبالمئل (3/-,3/ >(66/3. أى أنه يوجد على الأكثر أربعة أوتومورفيزمات لكر . 
كثيرة الحدود 2-3 6 غير قابلة للتبسيط (للتحليل) فى [](406/2 ۰ لأنها ليس لها 
أصفار فى (0/2)©. ولان (3/-)((0)/2) -(00/2((0/3) فإنه يوجد أوتومورفيزم 
© ل × بحيث يكون لجميع (2/)@ > × : دح (+) م ٠‏ 3/ - (6,0/3 (انظر 


(۲-۸-۱)). وبالمثل يوجد أوتومورفيزم م ل × بحيث یکون 2/3 (۵,)/3 › 


oY 






2--(2/),. و 
على © » ولكل 8 > 5: 0= (6) م =(0) مص فإنه ينتج أن ,1= ,م = ”م . ومن 
ثم فإنه ينتج أن [,4,4, 1) # (>1) :۸4 » وإلا كان ( 16) ۸41 زمرة دائرية وبالتالى 
يجب أن تحتوى على عنصر رتبته 3 . ومن ثم فإنه يجب أن يوجد بالضبط أوتومورفيزم 
رابع » ومما سبق فهو يحقق : 2/ - (۵0/2 ٠‏ 3/ - (600/3 » وبالتالى يحقق 
كذلك ,1= بم 
وبهذا يكون ‏ },9,,# ,00 ,م1) = ( Aut (K‏ 
حیث ,1= ,م = يم = 07 ۰ أى أن (6) :4 هو زمرة كلاين الرباعية . 
۲-۲ نظرية جالوا الأساسية 
The Fundamental Theorem of Galois Theory‏ 
۱-۲-۲ تعریف : 
ليكن ‏ حقلة » 6 زمرة جزئية من( )411 . نعرف ز6 ۶ ویسمی الحقل 
الثابت ب © فى كر كالآتى : 
Fix (K;G):= {ae K |p(a)=a ۷۵6 © (‏ 
)K 6 (‏ ۲ حقل جزئى من ڄ لأن : :#0 Va,b e Fix (K ;G),b‏ 
a,b e K;b +0: p(a) = a, p(b) =b >‏ 
p(b)=a—b = » - € Fix (K;G),‏ - (مام = -b)‏ مام ] 
(ab ") = p(a)p(b ') = p(a)p(b)" = ab" => ab "Fix (K ;G)]:‏ 
( 1 عنصر الوحدة فى >) 1= )1( 
أى أن 0 Fix (K;G)#‏ 
۲-۲-۲ تعريف : 
لیکن kK‏ د 7 امتداد حقل . يسمى هذا الامتداد امتداد جالوا (Galois extension)‏ 
إذا وجدت © زمرة جزئية منتهية من ( 16) 41 بحيث يكون k = Fix (K;G)‏ 
o‏ 





۳-۲-۲ مثال : امتداد الحقل © د (2/)© ليس امتداد جالوا . 
سنبرهن على ذلك بالبرهنة على أن (1) = ((0)3/2) ۸414 وبهذا يكون : 
Fix (Q(2);{1}) = {ae Q(N2):1(a) = a}‏ 
{ae ©)1/2(( = Q(2) + ©‏ = 
والآن نبرهن على أن (1) = ((2)@) 41 كالآتى : 
من (۳-۱-۷) ((06/2) 42 = (0082(:60) ۸۸۷( هو الحقل الأولى فى (2)@) › 
Aut )00/2(:)0( = {pe AutQ(N2): (a) = a V ae Q}‏ 
وبالتالی فلكل ((2/§)@) ۸۰ عم : 
2(۳) = (*(3/2))م ,2 = (2/)م ج "((4/2)م) = (:(4/2)م = (2)م = 2 
(لأن 12 (00/2 فینتج أن 4/2-(6)/2) 
ومن حيث إن 27-2 لها فى (0/2)© الصفر الوحيد 4/2 وهی كثيرة الحدود 
الصغرى من 4/2 على © فينتج أن (1,4/2,)/2(7) أساس للفراغ الخطی (4/2)© 
على الحقل @. (انظر (0-۱-*)). ومن حيث إن 0 ۰ 1 لهما نفس "القيم' عند عناصر 
أساس الفراغ الخطى » فيكون 21 0 . ش 
وهو المطلوب . 
٠-۲-۲‏ نظرية جالوا الأساسية The Main Theorem of Galois‏ 
ليكن ۸ے × امتداد جالوا » ۸4 مجموعة الحقول البينية فى / ح ڄ ۰ 8 مجموعة 
الزمر الجزئية من ( ۸K‏ )»ا4 . عندئذ فان : 
(۱) الراسمان : Aut(K; ( : 4 4B,LHAut(K;L),‏ 
Fix (K;G)‏ جم 4,0 ج 8 : ( Fix (K;‏ 


تناظران أحاديان 3 وكلاهما معكوس الآخر ¢ أى أن : 


6256+ 





و۸ ع ,۷ Aut(K;L))=L‏ :>) جز 
8 »ع ۳۵ Aut(K; Fix(K;G))=G‏ 
(۲) لكل حقل بینی 1 فی 1 كل : 
(1) (رتبة الزمرة (414)1:1) ((,1:) [K :L]= Ord (Aut‏ 
(ب) [L:K]=[Aut(K;k ): Aut(K ;L)|‏ 
راجع تعريف الرتبة والدليل فى (۱۰-۱) من نظرية الزمر) 
(۳) لکل حقل بينى 1 فی Cc)‏ > : 
(أ) 7د × امتداد جالوا 
(ب) (414)1:1 زمرة جزئية طبيعية من (/:41/4)16, إذا كان وفقط إذا كان 
7 < 5 امتداد جالوا 
(ج) إذا كان ۸ د7 امتداد جالوا » فان : 
(L)=L )۱(‏ لكل pe Aut(K;k)‏ 
۳ اا نز 
[بیمورفیزم 
Aut(L;k) = Aut(K;k )/ Aut (K ;L) (۳)‏ 
٩-۲-۲‏ مثال : 
يمكن البرهنة على أن © د (3/ہ,2/)@ هو امتداد جالوا بمعلومات ستأتی فیما بعد » 
ولکننا نبرهن الآن على ذلك بمعلوماتنا الحالية ولهذا نعرف (0/2,0/3)© -: > » ليكن 
((0: ) اك : >1 ) F>‏ ع ×. عندئذ فانه توجد 0 6 ۵,»,0,ه بحیث يكون 
4/23 + 3ع + 81/2+ © - × . وباستخدام معلوماتنا من المثال فى )٥-۱-۲(‏ 
فیکون لدنا ۰ 2/5 - ليف O‏ وبلتلی e e‏ 


2-۰ 





يكون 0 = 0 م .ومن × (ع) رم بنتج کذلكه أن 0 < 1 وبهذا يكون 0 عع . 


ای أننا وجدنا 6 زمرة جزئية منتهية من ( )41 أى من )0)/2,١/3((‏ ۸:4 بحيث 
يكون )K,6(‏ << ۸ حيث 6 هی زمرة كلاين الرباعية » وبهذا يكون 
©00/2,/3(<0 امتداد جالوا. (6 هی بالفعل (4:4)16 كما سبق أن رأينا فى ))٥-۱-۲(‏ 
والآن الزمر الجزئية الفعلية من (16,0) 41/4 - (16) 414 هی : (1,4) = ,7 
(,,ل) -: ,۰11 رم ,ا) =: ,87 . وبالتالی يكون لامتداد الحقل © د > بالضبط ثلاثة 
حقول بينية فعلية هی (, 2: )K‏ ×۴ -: ,£ حیث (1,2,3) ع 7 ومن النظرية الأساسية 
لجالوا ,11 [K :L,]=Ord(H,)=2 ٠» Aut(K,L,)=‏ لكل i‏ . ولأن رات 2/. » 
L,‏ 3أد» مآع 12/3 ينتج أن ,1-(00/2© ۰ Q3) = L,‏ « با (0/2,/3© . 
ولأن الزمرة (6) 4:4 إبدالية فان الزمر الجزئية ,7 زمر جزئية طبيعية . وينتج 
كذلك من النظرية الأساسية لجالوا أن امتدادات الحقول © د ,2 هی امتدادات جالوا . 
(يستطيع المرء بالطبع أن يثبت ذلك مباشرة) 
۱-۲-۲ تعريف : 
لتکن © زمرة » 6 حقلا ۰ (۱)0 << "6 » یسمی هومومورفیزم الزمر 

“عاج 06: بر 
رمز _أو صفة (character)‏ © فى K‏ 
۷-۲-۲ تمهيدية : 
الرموز المختلفة مثنی مثنی ۰ ... ٠‏ ,/#ر لزمرة 6 فى حقل 6 تکون عناصر مستقلة 
خطبا للفراغ الخطی لكل رواسم 6 فى × على الحقل K‏ 
البرهان : بالاستقراء الریاضی على 7 : 


<1 


عند #1 يكون الادعاء صحيحا لأنه إذا كان ”×+ 0: مر رمزا » وكان © 

هو عنصر © المحايد فمن 0= 2 حیث × © ينتج أن : 

(صفر الحقل 6ز) ,0= (06 = (©)(يزة) = ((ع):20 =41 =4 

(1 هو عنصر الوحدة فى > » 0 هو صفر الفراغ الخطى ) 

والآن ليكن الادعاء صحيحا لكل 1 -7 من الرموز المختلفة مثنى مثنى ل 6 فى > . 

فإذا كات ,یم ۰ ... » ,2 رموزا مختلفة مثنى مثنى ل © فى 7 » فإنه يوجد 6 © » 

بحيث يكون (4) ,4 * (©)2 . ومن : 

)1( 0= ,۸ -+... + ررب 

حيث ,۸ ... » .2 عناصر فى × نحصل على المتساويتين الآتيتين لكل 6 © جم : 
و0 > (ع) ,2 (0) ,یرب +... + (ع) 24 (6) بر 
0 > (ع) ,2۶() ,يزيل +... + (ع) يي (0) مر 

حيث حصلنا على الأولى بتأثير الصيغة (1) على عه ٠»‏ وعلى الثانية بالتاثیر 

بالصيغة (1) على بيمء والضرب فى (©),7 . وبالطرح نحصل على : 

0= (ع) يي ((©) ,¥ - (0) د ,/) ,4 ...+ () (a),‏ - (6) بیز) ,2 

لكل © > ع . ومن فرض الاستقراء» وعلى وجه الخصوص فان 0-()/-242/©0 . 

ولأن (©),/ز ۶ (©) ,ير فان 0= به ۰ وباستخدام فرض الادعاء مرة اخرى على (1) 

نحصل على 0= ,۸ <... = . 

والآن نحتاج إلى النتيجة الآتية : 

۸-۲-۲ نتيجة : إذا كانت ۵ » ... » ,© مونومورفیزمات حقل ‏ إلى حقل ' كل » 

مختلفة مثنى مثنى » فان ,۵ ۰ ... » ,0 تكون مستقلة خطیا فى الفراغ الخطى لجميع 

الرواسم من 6 إلى ' × على الحقل "> . 


«۷ 





TT 

لتكن © ۰ ... » ,© مونومورفيزمات حقل > إلى حقل K'‏ »› مختلفة مثنى مثنى › 
ولتكن ((2) ,0 -... =( 0| 6 »)<< زم . فان : 

(۱) 2 حقل جزئی من )1 


[K :1[<7 )۲( 

اليرهان : 

(۱) إذا كان 1 عنصر الوحدة فى > فان "21 (1) ,0 <...< (1)م حيث '1 عنصر 
الوحدة فى ۲ . 


أى أن / ع1 ء أى أن ۵ 7 (انظر مثال ۲۳ فى (۸-۲-۱) - نظرية الحلقات). 
والان لیکن ]عه » ]ع فان : 

(ظ- (a‏ ,© = (6) ,© - (0) ,9 - ... - (6) م - (ه) رم = (9- ها بم 
أى أن ع 5-همء والآن لجميع «cael‏ (10١1ع5‏ 

(b)‏ ,9(ه) ,۵ =...= ۲( (a)‏ <( 6 0(0) م = (" طه) م 

= ,م = )" 6) ,2)9( ,و‎ (ab) 

أى أن ab’ € L‏ 
(۲) لنفترض أن >[2: ]= » ولنختر اساسا ,© ۰ ...۰ ,ے للفراغ 
الخطى × على ا . ولأن ۸> ١‏ فان المعادلات الخطية المتجانسة على ' 22 : 
(aX , =0‏ ,@ ... + ركز P(a‏ 


(a, JX , =0‏ © +...+ كاز P(a,‏ 
لها حل غير تافه "( کل) © (,*,....,*) . لکل / ه يوجد بط © ,...,, بحيث 
ان هبك +... + بهي - هم ٠»‏ ولأن (24)@¢=(4)@ لجميع (:...,ل] ع 1 › 

...را € ر (*) » فإننا نحصل على : 


O۸ 


n 


3, ۵ (a) =x ۵ (a) + ...+ , 0, (2) 


25 
(Aa, + ...+ 4,a, (‏ رک ها +... + (A a,‏ 00 عر = 
x [P )2(۵ (a) + ...+ © (۵ )©,([ ۰۰‏ = 
+x „[P, (4)90, (a,) +... ۵, )2:(9,)6,([‏ 
...+ نم +... + 2P (AD (a)‏ 
x 40, (a,)]= 0‏ +... + (,0) 42 :3 ]( بك) +P‏ 
(لان ۳( >) ©>(,*,....,») حقل للنظام #) 
وبالتالی فان 0= ,عد ...+ ,2 حيث (0,...,0) 6 (,6,...,,) و هذا تناقض مع (۸-۲-۲). 
نهاية البرهان . 
وفى حالة أن يكون 7 الحقل الثابت لزمرة منتهية من أوتومورفيزمات × » نريد أن 
شق زره از وا تک مشاه آخری مساو 
۱۰-۲۲ تعریف : 
ليكن > حقلا » 6 زمرة جزئية منتهية من (411)۸ . یسمی الر اسم 
(a)‏ جره زج Tr, :K‏ 
eG‏ 


اثر (ععهت) G‏ فى K‏ 
١١-۲-۲‏ تمهيدية : 
ليكن 1 حقلا » ولتكن © زمرة جزئية منتهية من (47/10/6. . عندئذ فان : 
{O} ۶77, 06 ( c Fix (K :06(‏ 
6ج G‏ 
البرهان : لكل ۷7606 یکون النقل الأيسر تناظرا أحاديا ( لانه یوجد 
p3 Wop‏ 


0ج G‏ 
الراسم العكسى له _ ,_ 
QW op‏ 


يكون لكل × d€‏ : 


> ۷۲ معرف لأن ۷ أوتومورفيزم) » وبهذا 








۷ (a) = 2 ۷7)0(( = 2, (0) 


)عم 
النقل تناظر أحادى ۷ هومومورفیزم 
وهذا يعنى أن 
Tr, (K ( Fix (K;G)‏ 
وبافتراض أن (0) = )K(‏ ,7 ينتج أنه لجميع ۵6 : a(=0)م‏ ,< أى أن 
peG‏ 
0=ص < حيث 0 الراسم الصفرى - هذا يعنى أن عناصر © مرتبطة خطيا : 


eG 
)۸-۲-۲( تناقض مع‎ 
: تمهيدية‎ ١١-۲-۲ 
: ليكن > حقلا » ولتكن 6 زمرة جزئية منتهية من (©41101 . عندئذ فإن‎ 

[K : Fix [(©بعر)‎ - Ord (G) 
. [K :Fîx(K;G)]5Ord (G) یکفی أن نبرهن على أن‎ )٩-۲-۲( البرهان : من‎ 
فيكون المطلوب هو البرهنة على أن‎ © = 10.....6,( ٠ 074 )6(-7 إذا كان‎ 
,4,....,ه تكون مرتبطة خطيا على‎ ٤K : لكل 7< 7 كل 7 من العناصر‎ 
ولأن ”< 7 يكون لنظام المعادلات المتجانسة‎ . ۴x )>:0( 


0 (aX, +...+ 9 (a, JX „=0 


0= رک( (a,‏ +...+ (6) م 
حل غير صفرى 
ونظرا لأن أى مضاعف لأى حل يكون حلا كذلك ولان (0) ( )K‏ م7 فإنه يوجد 
حل كلا( *,....*) بحيث يكون 


Tre (x)= P(x ,( + ...+ P(x ,( # 0 


۷۰ 


لواحدة | : fe {l,...,m}‏ 
ولان (,,*,....,*) حل لنظام المعادلات فإنه ينتج أن : 


ap, ع)‎ (+... ۵), ( > 0 


0 > ( بر (x‏ ,۵ ره + ... + (XJ‏ ,0۵ 
وبالجمع نحصل على : 
0 > ((ى )۵ +--+(„ )ره ... + (( )۵ ...+( 6۵ 
أى أن 


dj P(x 


E 


دص 


بعبارة أخرى » فإن : 0= ره( ر) Tr,‏ 0 


© ۰ ۰۰.۰ ,© تكون مرتبطة خطيا على 
( )ج77 وبالتالى على (6:>) × (۱۱-۲-۲) نهاية البرهان . 
۱۳-۲-۲ تمهيدية : 
ليكن 7 حقلا » ولتکن 6 زمرة جزئية منتهية من ۸:06 . عندئذ فان : 
Aut (K ;Fix )1 :06 (( - ©‏ 


ولان 0( 17,0 » فإن العناصر 


البرهان : 


Aut (K ;Fix (K;G)) 06۸۰۸۱۵۵ =a Vae Fix (K;G)} 
Aut (K ;Fix (K;G)5G ومن ثم فإن‎ 


نبرهن الان على ">" : 
لیکن ((6:6 4u); Fx‏ عم ۰ 6 ۶م . ولتكن رتبة © هی ۰7 وعناصرها ۰0 ...۰ 


,۰۵ حيث 1< ۵ ۰ والان : 








Fix (K;G)= {ae K ,م -... - (م )يم - ه|‎ (a)} 
- ٠م‎ > | ,م -... - (م),م = ه- (م)م‎ (a)} 
= {ae K | p(a) = 0 )6( = (ه )بم‎ - ...- ©, )0(( 
. )۱۲-۲-۲( تناقض مع‎ : ] : ۴x )K;6G([<۸ +1 ينتج أن‎ )٩-۲-۲( ومن‎ 


۱-۲-۲ استنتاج : ۱ 
لیکن ۸ د × امتداد جالوا » 77 زمرة جزئية منتهية من ۸:6 -11:017(٠‏ /. 
عندئذ فان 

11 =Aut(K;k) )۱( 

)۲( 0( 0:) :)۸1 لكل © زمرة جزئية من (6:/6) Aut‏ 
الیرهان : (۱) تنتج من (۱۳-۲-۷) مباشرة » ومن ذلك ينتج أن كل زمرة جزئية من 
(6:1) ,41 تكون منتهية ۰ (۲) تنتج کذلك من (۱۲-۲-۲) . 

۵-۲-۲ ۱ تمهيدية : 

ليكن جح کر امتداد حقل . النقریرات الائية متكافئة : 

(۱) لاح × امتداد جالوا 

[K :L]=Ord (Aut(K ;L))<* )۲( 

Ord (Aut (K ;L)) < eo, Fix (K ;Aut(K;L))=L () 

البرهان : " (۱) کے (۲)" : ينتج من (۱۲-۲-۲) › (۱4-۲-۲) (ضع )L=۴۲>)6:6(‏ 

(۲) © (")" : نعرف 4ut(K;L)‏ = © فينتج أن : LCFx(K;G)cCK‏ 

من (۰۲ (۱۲-۲-۲) ينتج أن []: 16] - ]K : 13 ):6([<070 )G(‏ ونحصل 

L - Fix (K;G) على‎ 

'(5) > (0": واضح 

۱-۲-۲ تمهيدية : 


لیکن £ حقلا بيني فى امتداد جالوا ۲ < كل . ينتج أن 7  <‏ امتداد جالوا 


۷۲ 


البرهان : نعرف (۸; )41 = © ومن ثم فان Rx(K:G)= / ۰ Ord (G)<»‏ 
(انظر (؟١-5-5١))‏ . iعرف)Aut(K;L‏ = L'= Fix (K;H)« H‏ ولان Aut(K;L)‏ 
زمرة جزئية منتهية من (414)6 فيتبقى فقط أن نثبت أن : ' 1= ] . من حيث إن 
Aut(K;L) = {pe Aut(K)| p(a)=a VaeL} «< L'=Fix(K;Aut(K;L))‏ 
فينتج مباشرة أن ".2 ح ] . والآن لجميع 6 ٤'ص,ص‏ يكون 
,6 ۷۵ »- (00۵۲(۵) جه Aut(K;L)=H‏ 0۵۱ 
ره = ]2۱۱ ءاه pa)‏ 2 (ه)'0 جه 
إذا كان [ ]: 6] = 7 فانه يوجد 6 © .0 ,..., بحیث تکون التحدیدات : 
{l...,r}‏ ع زیاج رز : ]| 0 << VW,‏ 
مونومورفیزمات مختلفة مثنى مثنی 
ولان 
nk =k‏ < ( 0 1) ام ۲ - ((۵) ,۷ < ... < (۵) ,۷ : ]ع 0) 
فینتج من )٩-۲-۷(‏ أن : ۳<[: ۳ . 
ومن 
[K :1 [077 (G)=[G : ۳ [070 )7(-<۳۰۲ :۳ ۲ )۱(‏ 
(لأن  (L'=Fix(K;H)‏ 
ومن 7< ]<< × ينتج أن 
:k]>[K :L].r )۲(‏ طااط: [K :k]=[K‏ 
من )١(‏ » (۲) ينتج أن : 
[K :L"]>[K :L]=[K :L"[L':L]‏ 
ol2[L':L]3 L'=L‏ 


نهاية البرهان . 





لیکن £ حقلا بینیاً فى امتداد الحقل ‏ < × . عندئذ فإنه لكل (/:14) :۸4 عم يكون : 


Aut (K ;p(L)) = :)هم‎ (۲ 


: البرهان‎ 
we Aut(K;9(L)) o ¥(p(a)) = p(a) VaeL 
+ p'(w(p(a))=a VaeL + powope Aut (K ;L) 
جه‎ ye poAut(K ;L)op 
: تمهيدية‎ ۱۸-۲-۲ 


لیکن ۸ < كر امتداد جالوا . إذا كان 7 حقلا بینیا فى k‏ د 7 ٠‏ وكان ا = (,)۵ 
لجميع ( ۸; ڄ) 4u‏ عص فان الراسم 
Aut(L;k)‏ ج Aut(K ;k)‏ 
p|L‏ حارم 
إبيمورفيزم » نواته هی (1: )۸411 
البرهان : من الواضح تماما أن الراسم هومومورفیزم . كذلك فان نواته تعطی ب : 
(ربی‌ یرآ ۵۱1۲ 6(۱:>) اسك {Pe‏ 
Aut(K (‏ = 
ونبرهن الآن على أن هذا الراسم غامر (شامل › فوقى) كالآتى : 
لیکن صورة الراسم هی (6:,) 41 © . لأن 5۸ × هو امتداد جالوا فان 


Fix (L;G)=k 
تكون كذلك منتهية . ومن (۱۳-۲-۲) ينتج أن‎ )١5-7-1( كصورة زمرة منتهية‎ © 
. © =Aut(L;k) 
: تمهيدية‎ ۱۹-۲۲ 


لیکن /< ۸ امتداد جالوا . وليكن .1 حقلا بینبا فى / د . التقریرات الآتية متكافئة : 
:لاه 


)١(‏ ۸ د ر] امتداد جالوا 

00( 1 : pe Aut(K;F) لكل‎ (1) 

(۳) (1: )414 زمرة جزئية طبيعية من ( ۸ )41 

البرهان : 

(۱) حه (۲)" لتكن (:1) 1# ۰7 14 مجموعة جميع المونومورفیزمات رجا 
بحیث یکون ,1= ۸| ۷ . وبهذا بمکن اعتبار 77 مجموعة جزئية من 14 . لأن )دا 
امتداد جالوا يكون ع/ح (1:17) 17 ومن )٩-۲-۲(‏ یکون 7 .ولکل pe Aut (K;k)‏ 
یقع ۸ جه 1: 1 | © فى ۰ وبالتالی فى 77 ۰ ونحصل على 1(=1)ص 


(۲) حم (۱)" : من (۲ ۲۷ -۱۸) الر اسم Aut(L;Kk)‏ ج (: )۸ راسم غامر (شامل » 
1م جرم 


فوقى). ولان ۸ د × امتداد جالوا » فان (( /: 12) 41/4) 007) يكون منتهيا أى أن 
( :)414 = 87 تكون زمرة منتهية . ونحتاج فقط إلى البرهنة على أن 
(LH)‏ << ] .واضح أن )8 cx);‏ £ . والآن إذا كان هناك ae 1122)1:11(١/‏ 
فإننا نستطيع أن نجد (16:1) ۸41 06 بحيث يكون ۵+ (©)6© . ولأن ۸ 2 ك1 امتداد 
جالوا يكون من (۱6-۲-۲: ۲ ((06:6) الاك ؟1) ۰1۵ ول[ | 0 = ۷ سيكون 
a‏ + (۷/)۵ : تناقض مع ( Fix (L; FH‏ ع © . 
(۲) ج (۳)": واضح من (۱۸-۲-۲) لأن (£; )411 نواة هومومورفیزم . 
(۳) > (۲) : من (۱۷-۲-۷۲) Aut(K;L))= Aut(K;L)‏ كل pe Au(K;k)‏ 
(تذكر تعريف الزمرة الجزئية الطبيعية) 
ومن (۱) فى (4-۲-۲) النظرية الأساسية لجالوا : 

۸4۱1 ) ج 4 :(-: عل‎ B,L جر‎ Aut(K;E) 
. =1 حيث4 مجموعة الحقول البينية فى امتداد جالوا 2/7 16 تناظر أحادى فينتج أن‎ 
. بهذا تتم البرهنة على نظرية جالوا الأساسية‎ 


ولاه 


متم سدم ددن سنت عدي چ م و ديم چ ج ی و ی 


| الباب الثاني : نظرية جالوا 


م ت ا ت چ ت ت ا ا کو 


۲-۲ الا متدادات الطبيعية للحقول _ Normal Field Extensions‏ 





0 


۱-۳-۲ تعریف : 

يقال لامتداد الحقل ۸ د إنه طبيعى (7015121) إذا تحقق : 

 )۱(‏ < 7 جبرى 

(۲) كل كثيرة حدود کر غير قابلة للتبسيط (للتحلیل) فى [ ]£ ۰ والتى لها صفر 
فى > تتشقق على × فى عوامل خطية 

والشرط (۲) یعنی أنه لكل > © © : كثيرة الحدود الصغری ل ۾ على ۸ تتشقق على 
فى عوامل خطية . 

۲-۲-۲ نظرية : 

لأى امتداد حقل منته 7 < لم النقریرات الاتية متكافئة : 

 )۱(‏ < × طبیعی 

(۲) ۲ < × حقل تشقیق لكثيرة حدود [ 2 > 7 

(؟) إذا كان × د ' > امتداد حقل » وکان ' × ج :ص مونومورفیزماً بحیث إن 
,1= ۱ فان p(K)cK‏ 

البرهان : 

(۱) > (۲۲ : لان ۸ د × امنداد حقل منته فانه من (۱--۲) توجد عناصر 
€ ۵,...۵ جبرية على ۸ بحيث إن (,6,...,0) ۸= &. ولکل [1,...,2) € i‏ 
تتشقق كثيرة الحدود الصغرى ,كر ل ,© على / فى عوامل خطية على بحيث يكون 
7 × بسبب (,4,... ,)۸= × هو حقل التشقيق لكثيرة الحدود [ماء ,= / . 
(۱) -* (۳)": 


0۷٦ 





من (۲) ۰ (۸-۸-۱) يوجد [ ]> كر ۰ € 4,,5,...,,ه بحيث يكون : 


(به- ک)...(۵- )9ع< ‏ (,4....,,ے) ۸ = K‏ وینتج کذلك أنه بوجود ' > 
رب :© المعطی فى (۳) بالخصائص المتطلبة » یکون لدینا : 

[#و...,1) > Vi‏ ,20 (0)0 - ((,۵) 0م = ((,0)6) J‏ 
ونحصل على (,هم-ی )۵‏ ((,0)14,,...,24 . ولان (,4,...,,©) 6 = 5 ينتج 
مباشرة p(K ) cK jİ‏ 
(۳) ج :"١(‏ 2۸ × منته يستلزم آن 2 × جبرى . 
والان لتكن [ ] © 7 غير قابلة للتحليل (للتبسيط) › ولها صفر 6 ©. نختار 
€ € ,ه,...,ه بحيث يكون (,۵,4,,...,۵4) - ڄ › ولتكن ,كر هی كثيرة 
الحدود الصغرى ل ,۵ على ۸ لجميع : » وبهذا يكون 12 حقلا بينيا لحقل التشقيق 
K'۴‏ ل ,گر رع: ع ./ تتشقق على ' £ فى عوامل خطية . وإذا كان 
' 1 عط صفرا لير » فإنه يوجد (من ۸-۸-۱) أوتومورفيزم ۷ ل ۲ بحيث 
يكون 8-(©)/1 W۷)x(=×< ٠‏ لجميع 2 © « . وبتطبيق الشرط (۳) على 
المونومورفيزم "> + >: | ۷W‏ نحصل على 5 ۷/)۵(6< 5 » وهكذا تتشقق 
على > فى حوامل خطية . 


۳-۲-۲ مثال : 

لأن امتداد الحقل © د (2/)©@ هو حقل التشقیق لكثيرة الحدود [ ]00 ع 2- 2 + 
فهو امتداد طبیعی ۰ 

وامتداد الحقل 000/2 (002) هو حقل التشقیق لكثيرة الحدود (2000/2 2 2 
فهو امتد اد طبیعی ۰ 


آما امتداد الحقل © < (42)4/2 لیس امتداد؟ طبیعیا ۰ لان کثيرة الحدود 


و ا کم دحا و م ست سْسشضسشة تش مص تش سمت مهو لاست نيبن 


(X -4/2(/6 + 4/2) -:4/2()۲ +192)‏ - (2/ + ۷/۳۶( 2دت ۳2) < ٩-2‏ 
هی كثيرة حدود غير قابلة للتحلیل (لتبسیط) فى [ .]© ۰ لها صفر فى (4/2)© 
لكنها لا تتشقق على (0)4/2 فى عوامل خطية 


۲-< الامتدادات القايلة للانفصال للحقول Seperable Field Extensions‏ 





: تعريف‎ ١-4-7 
. ليكن / حقلا » وليكن / د > حقل التشقيق لكثيرة حدود ليست ثابتة [ ]£ © کر‎ 
٠ وليكن ك ع ©. يسمى العدد الطبيعى‎ 
کب‎ ;a):= max{n > N : K[% [ فى‎ (X (يقسم) | “(ه-‎ £} 
. » تعددية “رفى‎ 
ويقال ان © صفر بسيط (26:0 ماpصاو) لكر كان 1ع-(26:/)/م وإذا كان‎ 
فيقال إن © صفر مکرر (٥إعz ۲6062160) ل ر‎ ۸۸0/۴ :4( < 2 
: تعريف‎ ۲-٤-۲ 
إنها قابلة للانفصال‎ 6  ]2 [ (أ) ليكن # حقلا . تسمى كثيرة الحدود غير الثابتة‎ 
(813516م56) إذا كان كل عامل غير قابل للتبسيط من عوامل ۶ له أصفار بسيطة فقط‎ 
. فى حقل تشقيقه‎ 
(ب) لیکن ۸د × امتداد حقل . وليكن 2 ع © يقال إن × ع © قابل للانفصال‎ 
. على ۸ إذا كان © صفرا لكثيرة حدود قابلة للانفصال [ ]1 ع‎ 
(ج) يقال ان امتداد الحقل ۸د × قابل_للانفصال إذا كان كل × © © قابل‎ 
۱ . ۸ للانفصال على‎ 
(د ) يقال ان الحقل ۸ تام أو کامل (06۳/660) إذا كانت کل كثيرة حدود ليست ثابتة‎ 
. فى [26]/ قابلة للانفصال‎ 


0۷۸ 


بش ا ا ت م يا مس م م ياي سد سا سبد 


ولذا كان K‏ د 7 امتداد حقل فان العنصر ‏ © © الجبرى على £ سيكون قابلا 
للانفصال إذا كانت وفقط إذا كانت كثيرة الحدود الصغرى ل ه على 2 قابلة للانفصال . 
وسنبرهن فيما بعد على أن كل حقل له المميز صفر يكون تاما . وكذلك كل حقل منته 
يكون تاما . 
۳-٤-٣‏ تعريف : 
لتكن []0/ حلقة کثیرات الحدود على حلقة إبدالية لها عنصر الوحدة ۸ 16 

[ ۱۸ ب [ ۲ : رز 


3 aX ' جم‎ 3 ia,X 7“ e 
i=0 i=l 


يسمى التفاضل_الشكلى (01116161211214101 اaصfor‏ )فى [×]۸. وهو المشتقة(016217211576) 
فى [×]۸ ۰ أى أنه يحقق : 





+bg)=aD(f )+bD(g),‏ ه) را 
( 1۲0 و +(ع) ظ [<(ع. )ا 
لكل [ ]7 > و, ٠ f‏ ولکل ۸ € 4,5 . 
4-4-۲ تمهيدية : 
لیکن ۸ حقلا » ولیکن ۲  <‏ حقل التشقیق لكثيرة حدود ليست ثابتة [ 2] © . 
لكل × ع © يتحقق ما يأتى : 0 
(a)#0 )۱(‏ /0,)2 - (م) 5f‏ 1- (ه: )لم 
(a4)=0,(Df (۵(<۶0 )۲(‏ رج 1< (ه: ابر 
البرهان: ليكن (4: /)// -: « . عندئذ فإنه توجد [/1]1 © چ بحيث يكون ع (4-)- /ء 
0 (2) £ » ونحصل على : 
D(f)=(X -0(۳ "(rg +(X -a)D(g))‏ 
وينتج الادعاءان مباشرة . 


ويستطيع المرء أن يتحقق إذا ما كانت كثيرة حدود ۶ على حقل ۸ لها أصفار مكررة 
على × أم ليس لها » حيث 6 حقل یحتوی ‏ » دون حساب الأصفار . 
٥-٤-۲‏ تمهيدية : 
ليكن ۸ حقلا » ولتکن كر كثيرة حدود غير ثابتة فى [×]۸ . التقریران الاتیان متكافئان : 
(۱) کر لها صفار مکررة فى 76 حقل فوقی للحفل ‏ . 
(۲) ۶ ۰ 0 لهما فى [×]۸ قاسم مشترك لیس ثابتا . 
(۱) > (۲)": لیکن × عه صفرا مکررا (-۰7 ع هی کثيرة الحدود الصغری 
من © على . لأن 0-(©) ۰ 0=( ۴) تكون ع قاسما مشترکا ل ۰۶ 2)9 
(۲) > (' : لتكن [ ×]۸ ع ع قاسما مشترکا ل كرء ۰0۵ 1< (068)8 › 
© صفرا ل ج فى حقل فوقی ل ۸ . عندئذ فان 0 -(©) ۰ ۵ (۲()۵ظ) 
ویکون © صفرا مكررا ل 7. 
۱-4-۲ نظرية : 
ليكن / حقلا . كثيرة حدود [ ×]۸ > / غير القابلة للتحلیل (للتبسيط) تكون قابلة 
للانفصال إذا كان وفقط إذا كان 0( 2 
البرهان : إذا كان 0=( )0 فمن (5-4-7) يكون كل صفر ل فى حقل فوقى 
ل ۸ مكررا. وبالتالى تکون ‏ قابلة للانفصال . 
وإذا كان 2)/(0 » فان ر كون قابلة للانفصال والا فمن التعريف (۲-4-۲ (1)) 
ومن التمهيدية (4-۲-) یکون ل“رء ()2 فى []6 قاسم مشترك غير ثابت ع . 
ولان ر غير قابلة للتبسیط (أو التحلیل) فان هذا یژدی إلى تناقض : 

deg(g ( = deg(f ( > deg(D (f )) 





ا تمهيدية : 
لین FERATE‏ 
2۸۰ 





إذا كان 0=( )070 (مميز #) فان 
ثابت ‏ زج ۶0۵ (/0 ۲ 


إذا كان 0 < م ع ( )60۳ فان : 
(X)=g(X 7)‏ ۰:7[ ]۲ > و2 جه 0 - ( 0 دا 
البرهان : فى حالة المميز = الصفر ينتج الادعاء مباشرة من تعريف ( . والآن إذا 


كان ETD aX' «< p =Char(k)>0‏ 0=( )2 نعنی أنه 


20 ز 
لجمیع (1,...,۸) ع ۰ ۶0 ,۵ تکون م قاسما ل : . وتكون لها الشکل : 


ل مره + " ره + < [ 


نهاية البرهان . 
والآن من (؟5-4-1) ۰ (۷-۶-۲) ينتج مباشرة : 
۸-4-۲ استنتاج : 


سنرى فيما بعد أن كل حقل منته يكون كذلك تاما . وللحصول على امتداد حقل جبرى 
وليس قابلاً للانفصال » يجب علينا أن نبدأ بحقل غير منته » ومميزه مختلف عن الصفر . 


وسنختار الحقل ( 06)(ر م/7) حد ۸ على سبيل المثال » حيث م عدد أولى . وهكذا فإن 
هو حتل لخو ال القسرية ف غير مشي ۶ على الل 2/1 . والان حقل التشفيق 


م د × لكثيرة الحدود [ 2/۱۳ ۲-2 17 يحقق الخصائص المرجوة » لأنه من 
(۱۰-۵-۲) ء (۲-۹-۲) فى نظرية الحلقات تكون كثيرة الحدود - ” 7 غير قابلة 
للتبسيط (للتحليل) فى [ ]۸ ». ولان -X(=0‏ ”7 0 فإنها تكون غير قابلة 


للانفصال (۲--). 


o۸1 


لیکن ۲  <‏ امتداد حقل . وليكن × © م قابلاً للانفصال على ۸ . ينتج أن © قابل 
للانفصال على أى حقل بينى ]فی 2 2 > 

البرهان : كثيرة الحدود الصغرى ل م على 1 تقسم فى [7]1 كثيرة الحدود 
الصغرى ل © على » وهذه الأخيرة قابلة للانفصال ٠»‏ وبهذا تكون الأولى قابلة 
للانفصال. (نحن نعلم أن العنصر K‏ عه الجبرى على ۸ يكون قابلا للانفصال إذا 
كانت وفقط إذا كانت كثيرة الحدود الصغرى ل » على K‏ قابلة للانفصال) . 


۵-۲ وصف (خصانص امتدادات جالوا 

Characterization of Galois Extensions 
فيما سبق عرفنا امتداد جالوا ۾ د × من خلال الشرط أن ۸ هو الحقل الثابت لزمرة‎ 
جزئية منتهية من ( 414)16, فى × . وبناءً عليه برهنا نظرية جالوا الأساسية بمساعدة‎ 
بعض أدوات الجبر الخطى . لكن من الناحية التطبيقية فإنه يكون من الأفضل والأسهل أن‎ 
. نتعرف بعض الشروط لاختبار إذا ما كان هذا الامتداد امتداد جالوا أم لا‎ 





۱-۵-۲ تمهيدية : 
لیکن 5<۸ × امتداد حقل ۰ كل 6 ,۵,..,ه مختلفة مثنى مثنى . ولتكن 
[, ...ی ]۲ © رکو...,رک مختارة بحيث يكون : 
)1( (,4,..., ,© ) رک 1( 16( © و...وه) رک ” کر ( بر ۲( (X‏ 
عندئذ فإن 
),2,...,,@( ,8 = (( ,4,...ى©) | 9066 
لجميع الهومومورفیزمات ×+ ۸:ص التى تحقق 
)2( و[ ,4 ...و 4؟ = )} ,5...4 P({21‏ 
ولجمیع (7و...,1) € 1 


2۸۷۲ 





ده و هم ت تس نپ چ EE‏ ين TEEPE TT TIRE‏ ا ل 


X " -S,(P(2,),...,ص(a,))X‎ "" +...+ )-1(" 5, (P(@,),..., 0(4, )) 
=(X - p(a,))...(F - (a, )) 2) = a,)...(¥ -,( 3) 


0 

ونحصل من (۰)1 (3) وبمساواة المعاملات للقوى المختلفة ل × على : 

)4( )) ,@(0,...,) ,0(2( ;8 = ( به ر...و©) رک 
ومن (2) ينتج أن 

P(S; (215.2, )) (5)‏ = )) ,)2 ,...و(,0)6) S;‏ 
من (4) » (5) ينتج المطلوب مباشرة . 
۲-۵-۲ تمهيدية : 
لیکن ۸K‏ < > امتداد جالوا » ولیکن ۶ عه . لتكن ,© ۰ ... » ,© العناصر 
المختلفة فى ((/:16) 41/4 0€ : (16)8 عندئذ فان  :‏ (,ه-06)...(-2)06 £ 
تكون هی كثيرة الحدود الصغرى ل ۾ على ۾ . 
البرهان : لكل (/:14)6مدع/ا إذا "دارت" © بحيث مثلت جميع عناصر (/0) 14 
فان 06/! تدور" كذلك بحيث تمثل جميع عناصر ( /: )۸41/1 » ومن ثم فان : 

)1( [,4....ويها = ([,4....ريه] )زم (Wo‏ 
ولکن 

(Wo P)({@1 5...2, }) = W(P( {1 5..-,2, })) = ۷ (2,5... ( (2) 
: من (1) » (2) ينتج أن‎ 

}5...9{ = ((,4,...ى ه1) برا 

لجميع (1: >) we Aut‏ 
والان فمن (۱-۰-۲) تقع جميع معاملات f‏ فى Fix (K ;Aut(K,k))=k‏ 
(لاحظ أن ۲  <‏ امتداد جالوا) . 









ولأن كر مطبعة » © أحد أصفار ك/ر (لاحظ أن (/:غ414)16 1€ وبهذا يكون 
(©)1 - »© أحد العناصر ,© » ...۰۰ ,4©) » فإنه يتبقى فقط أن نثبت أن f‏ غير قابلة 
للتبسيط (للتحليل) فى [ ×] ۸ . 

والآن ليكن [ ]> /,م بحيث يكون (3) /ع حكرء 0= (200 . عندئذ فإنه 
لكل (1,...,2) € 1 يوجد (6: )۸4۱ عم بحيث يكون (0)6 = ,۵ ۰ 

0= (0) = ((0)8)0 = ((0)0)ع =(,4)£ . ولان العناصر ,© ۰ ۰۰.۰ ,© مختلفة 
مثنى مثنى ينتج أن چ | (ر تقسم ع) » ومع (3) تكون ۸٤۸‏ آی أن ر 
غير قابلة للتبسيط (للتحليل) . 

۳-۵-۲ نظرية : 

لیکن 7 د > امتداد حقل . التقریرات الاتية متكافئة : 

(۱) 2< 7 امتداد جالوا 

)۲( امتداد الحقل / < 7 منته » طبیعی » قابل للانفصال . 

(۳) 7 < ك/ هو حقل تشقیق لکثيرة حدود قابلة للانفصال فى []/ 

البر هان : 

(۱) حه (۲/: من (۱۵-۲-۲) کل امتدادات جالوا تکون منتهية . ومن (۲-۵-۲) 
تكون کثيرة الحدود الصغری لكل عنصر > »ع ه#على / هی حاصل ضرب منته من 
عوامل خطية مختلفة فى[ ]۸ . وبهذا یکون امتداد الحقل ۸د طبيعيا وقابلا للانفصال . 
(۲) > (۳)" : لأن امتداد الحقل /< > منته » طبیعی ‏ فإنه من النظرية (۲-۳-۲) 
یکون هو حقل تشقبق لکثيرة حدود [ 2] © كر . والمطلوب أن نبرهن على أن ر 
بالضرورة قابلة للانفصال . ليكن ج عاملا من عوامل ر » وغير قابل للتبسیط › ولیکن 
€ © > صفرا ل هم . وبهذا تکون ج مساوية لکثيرة الحدود الصغری ل © على / 
(فیما عدا آنها تساوی كثيرة الحدود الصغری ل © مضروبة فى عامل ثابت). ولأن © 
قابل للانفصال على ۸ فان ج تکون قابلة للانفصال » وبالتالی تکون ‏ قابلة للانفصال . 
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(۳) هب ( : ليكن ۲ < کر حقل التشقيق لكثيرة حدود قابلة للانفصال 
[ لاع ع 7 .من (6: ۸:06 = © نحصل على ( ©6:غ1) c ۴x‏ ۰.7 ومن 
)٩-۲-۲(‏ ينتج أن : 
مه > [ : کل > [( 0:06 ۳۶ : 16 ] > Ord (G)‏ 
أى أن © منتهية 
والمطلوب البرهنة على أن Fix (K;G)=k‏ 
سنعتمد فى البرهان على ”" عدد أصفار فی ۸| » وسنستخدم الاستقراء الرياضى: 
عند 0 = يكون )= × + ومن ثم فان Fix (kK ;G)=Kk‏ 
والآن ليكن 1< ۰۳ ۱ × عه صفرا لكرء كثيرة الحدود الصغرى عله على 
£ ھی قاسم ل [فی [٭]۸ . ضع (©) ۸ =:' ۸ » وبالتالی فان ' ۸ < × هو حقل 
التشقيق لكثيرة الحدود القابلة للانفصال [ ×]' ۸ € كرء التى لها ۲-1 من الأصفار 
فى ' ۱ . ومن فرض الاستقراء الرياضى فان ۲ ] د ڄ هو امتداد جالوا » بحيث 
إنه توجد ' © زمرة جزئية منتهية من ( )4111 بحيث يكون 
G'=Aut(K;jk) ۰ << ۳۵۲ )14:6 95‏ 
ليكن الان .۰ x € Fix (K;G)c Fix 06:0 7 - (a)‏ 
إذا كان (ع)چل =" فإنه من )5-5-١(‏ توجد عناصر 1 © _,0,...,6© بحيث يكون : 
EEG‏ لور رت سيد 

إذا كانت ,© = © ۰ ره » ...۰۰ ,© أصفارا ل ع فى > فمن (۸-۸-۱) ينتج أنه لكل 
i © )1,...,#(‏ توجد 6 © ,40 بحيث إن ,4= (4) ,© ۰ ونحصل على : 

sene) 0079 (e,0 ا‎ + ...+c4 +7 


= © (ce, ,)9, "ه)‎ "(+ ...+ ©, (CP, (2) + ©, (مع)‎ 


. ت 
Vi‏ ملعل Cyd +...+C@,‏ = 
peG=Aut(Kik) FT ۴ ٤‏ 


همه 





h=c, "1+ ...+ کر‎ +(e, ( ع‎ K[X [ 


لها من ثم الأصفار ,© »...> ,© .ولان 1- ۸> (068)68 فانه ينتج أن ۸-0 
> ومن ثم فان 1 © م©- × . وبالتالى قان 

Fix (K ;G)=k 
ا‎ )۲-۵-۲( › )۸-٤-۲( من‎ 
: استنتاج‎ 4-8-5 
إذا كان × حقلا له الممیز صفر ۰ فان امتداد الحقل << × يكون امتداد جالوا إذا‎ 
. ]]2[ كان وفقط إذا كان 2/ < > حقل تشقیق كثيرة حدود فى‎ 
: نظرية‎ ۵-۵-۲ 
/ عناصر قابلة للانفصال على‎ »,,...,4, © K ليكن ۸د ۶ امتداد حقل . لتكن‎ 
: بحيث إن ( ,4,,...,۵) ۸ = كك . عندئذ فان‎ 
. امتداد الحقل / د > منته » قابل للانفصال‎ )۱( 
یوجد حقل فوقی × د ,7 بحیث یکون ۲ د ,7 امتداد جالوا‎ )۲( 
)۲-۳-۱( البرهان : کون 5۸< كر منتهیاً ينتج من‎ 
لكل (,...,1) © : تکون کثيرة الحدود الصغفری ,كر ل ره على ۲ قابلة‎ 
. تكون قابلة للانفصال‎  -,..., > ۸] [ للانفصال بحیث إن كثيرة الحدود‎ 
۶ وإذا كان × د ا حقل تشقبق ل فان ۲ د را یضا سیکون حقل تشقيق ل‎ 
لأن (,2)©,,...,4 - ٭ . ومن (۲-۵-۲) یکون ۸ د 7 امتداد جالوا » ومن ثم‎ 


فهو أيضا قابل للانفصال . عندئذ فان 7 د > أيضا قابل للانفصال . 


وه و و ی وی ی و ی و و و ی یه اه اا ا ای یه 


رالقسم الثالث) نظرین الحقول ۲۳60۵۲۷ ۲16۱0 ۱ 


گت ی وس سوم یسایس کج و دس سیگ تک کک یی م خن عم هکس مک یا کت رجا ی ساسا 


۱-۲ تطبيق : الحقول المنتهية Finite Fields‏ 
۱-٩-۲‏ ظة : 
إذا كان > حقلا منتهیا » 2 حقله الأولى (انظر (۸-۱-۱)) فان : 
Ord (K ) = (Char 0 (۱‏ 
البرهان : لأن × منته فان [۳۴: ]= م تكون منتهية . 
الفراغ الخطى × على الحقل 2 ذو البعد 7# يكون متشاكلا (أيزومورفيا) مع "۲ 
بحيث إن : 
(Ord (P))" = (Char(K )"‏ = (ع]) Ord‏ 
4-1-١‏ 
سنذكر الآن نظرية بدون برهان : 
۲-١-۲‏ نظرية : 
ليكن 1 حقلا . كل زمرة جزئية منتهية من £ تكون دائرية . 
من النظرية السابقة مباشرة » ومن )٩-۱۱-۱(‏ فى نظرية الزمر لد 
۳-۲-۲ استنتاج : 
ليكن 7 حقلا منتهيا يتكون من ي من العناصر . عندئذ فان : 
(۱) “كم دائرية 
(۲) يوجد × عه بحيث یکون (2 0,1,4,...,47) = K‏ 
(۳) كل عنصر فى × يكون صفرا لكثيرة الحدود [ ]16 ع 1 - 24 
البر هان : ۱ 
(۱) من حيث إن × منته » إذن £ منته» × تکون زمرة جزئية منتهية من × › 


وبالتالی فهی داثرية . 
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(۲) (0) دا" - > . من حيث إن £ دائرية > وعدد عناصرها 0-1 
فيكون لها مولد © » ویکون (0,1,6,...,477؟ = ۸ 
(۳) من )٩-۱۱-۱(‏ فى نظرية الزمر (نظرية كلاين - فرمات) 
V bek” : ۱ 21‏ 

وبالتالی فان : 

٩-0 9-0 1-8 =0‏ : "97 ۷ 
أى أن 5 صفر لكثيرة الحدود [ 2] 6 ع 2٩-2‏ . وواضح أن 0 صفر لكثيرة 
الحدود [ ]6 ×× . أى أن جمیم عناصر ‏ أصفار لكثيرة الحدود المعنية . 


: ملحوظة‎ ٩-1-۲ 

ليكن > حقلا له الممیز 0< مر » عندئذ فان الر اسم : 
K +K‏ 
× جم x‏ 


مونومورفيزم . يسمى هومومورفيزم فوربینیس ل × . 
(Forbenius - Homomorphism of K)‏ 
البرهان : 
V x,y € K (xy) = (xy )...(xy )= (x)... (x) (۰۰) )=x 7p?‏ 
لسالس ا رس سا 
رمن المرات ممن المرات رمن المرات 


والآن 


7 +...+ مریم ×= ۳۳( رز + (x‏ 


الاسم 2 مل مجم ۹ 
سس گس مت xX‏ 
7 ۱( - )۳۱ 7 ۱ ۱ 


العدد العام فى المفكوك هو 





لاحظ أن !م | م (م يقسم !م) بينما !7 ] م ء 2-7(۱) | 2 (لأن لجميع 


> م>1: | وم ۱-۲ م) ومن حيث إن مميز الحقل هو مر فان 


۶+ ميد #إبرج بم 
(راجع مثال (7-5-8) ۰ مثال ۱۵ فى (4-5-8) فى نظرية الحلقات) (كذلك فان : 
1= ”1. أى أن الراسم هومومورفيزم) 
ونثبت كذلك أنه راسم أحادى : 


ليكن ”برع 27 .هذا يقتضى أن 0= 7 ر- 7× . ولكن 
يم رم 194 ادم 
ر (1) .ل ر ۳ | ی ۳ 
r‏ 


كما سبق يكون لدينا : 
"یر 1(۳-) + =x?‏ ۴ بر - (x‏ 
م عدد أولى : إذن 2 -م أو جر عدد فردی . 
إذا كان 2 - م فان : 
ر ×= نرج ميرح ۳( رز ع) 
وإذا كان م عددا فردیاً فكذلك يكون لدينا : 
* بر ميد ر م 
أى أن ”برح × ينتج عنه دائما أن 0= ۳( - *) » وبالتالى فان 0= برح × 
(لأن الحقل ليس له قواسم صفرية) » وبالتالى فان بز< ۰ ويكون الراسم أحاديا . 
ومن ثم فالراسم المعطى مونومورفيزم . 
۵-1-۲ ملحوظة : 
(۱) هومومورفيزم فوربینیس لحقل منته هو أوتومورفيزم 


(۲) لكل عدد أولى م هومومورفيزم فوربينيس للحقل 2و2 هو راسم الوحدة 


البرهان : 

)١(‏ واضح لأن كل راسم أحادى (واحد لواحد) من مجموعة منتهية إلى نفسها يكون 
راسما غامرا (شاملا » فوقيا) وبهذا يكون تناظرا أحادیا ويكون هومومورفيزم فوربينيس 

۱ ليس مجرد مونومورفيزم » بل هو فى هذه الحالة أوتومورفيزم . 


Zz 9‏ حقل منته » عدد عناصره م : فمن (۳-۲-۲ (۳) ) یکون : 


Vx eg :x =x 


وبالتالى فإن هومومورفيزم - فوربينيس للحقل 2 هو الراسم 


وم و7 
HX‏ بر 

أى راسم الوحدة . 
۱-۱-۲ نظرية : 
ی حقل له الممیز 0 < م یکون ناما ذا كان وفقط إذا كان هومومورفیزم فوربینیس 
الخاص به غامر (شاملا ۰ فوقیا) 
البرهان : ليكن > حقلا له الممیز 0 < مر . 
إذا كان × تاما » فانه یکون لكل ع © © کثيرة الحدود [ ]× عه- 7× کر قابلة 
للانفصال. ليكن [ ×] ۸ © ع عاملا ل / غير قابل للتحلیل (للتبسیط) » 7 < رز 
حقل تشقيقه » 7 © 85 صفر ل ع . عندئذ فان ۶ يكون کذلك صفرا ۰7-1 أى أن 
© = ”5 » وتكون - كما سبق - [ ]1 € (۵- ۲) = ۲۶-۵۶ گ» بحیث 
انه پوجد (,...,1) © ۸ بحيث یکون (0- ) = ج . ولان کر قابلة للانفصال فان 
ع يجب أن يكون لها فقط اصفار بسيطة فى 1 » ومن ثم فان 1 = ۰7 > ع ‏ . أى 
أنه لكل عم يوجد × ع 5 بحيث يكون 57 > أى أن هومومورفیزم- 
فوربینیس له يكون غامرا (شاملة › فوقیا). 
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والآن لیکن هومومورفيزم فوربینیس ل × غامرا (شاملا » فوقیا) » ولتكن [/12ع f‏ 
غير قابلة للتحليل (للتبسيط) . إذا كان ل كر أصفار مكررة فى حقل تشقيقها › فإنه 
توجد [ ]× e‏ چ بحيث يكون (7 )ع =( ) 7 (انظر (۲-4-۲)) . وبالتالى 
فانه یکون لدینا > © ,۵,...,مه بحیث یکون (2۳), +... + ۵۲+ 2(<6) f‏ . 
ومن الفرض فانه لكل (10,...,7 ع ‏ يوجد كر ع ,5 بحیث یکون ,4 < 55 .ومن 
ثم نحصل على : 

f (X )=b? +۲۲ +. ۴ 

= (b, +b,X +...+b,X ۳ 

(مميز الحقل 0< م) 
أى أن لن تكون غير قابلة للتبسيط (للتحليل) : وهذا تناقض مع اختيار ر . وبالتالی 
فان کر ليس لها أصفار مكررة فى حقل تشقيقها » أى أنها قابلة للانفصال » ويكون الحقل 
> تاما . 
۷-1-۲ استنتاج : 
كل حقل منته یکون تاما" 
البرهان : ينتج مباشرة من (2-1-۲) » (1-۲-) 
۸-۸-۲ نظریة : 
لكل عدد أولى م ۰ ولکل (۱)0 ۷ ع 7 : 
(۱) إذا كان وم ۴ ال ی کر اة 1( /7) > +- XxX"‏ 


فان 7 يكون حقلا ذا "ر من العناصر 
(۲) لذا كان × حقلاً ذا "م من العناصر » ۶ هو حقله الأولى »فان 2 0 كر 


يكون حقل تشقيق كثيرة الحدود 1 ]۳0 ×- ۲ × 


٥۹۱ 





(۲) كل حقلين يتكونان من "م من العناصر يكونان متشاكلين . 
البر هان : 
(۱) نبرهن ولا على أن مجموعة أصفار كثيرة الحدود ۲ - ”×= فى ۸ 


تکون حقلا بينيا فى .م 2/7 2 أ » بحيث إن £ تنطبق مع هذه المجموعة . 


لأن الزمرة 9 من الرتبة 1 -م .فان 1= 0۳ وبالتالى فان 6< #7 

وكذلك 4= ۵۳ لجمیع (ررم/7) ۵۴ ۰ بحيث إن ر یکون محتوی فى 

مجموعة أصفار كثيرة الحدود ر : 0=ه4-هدي- (=a‏ : (ر )> ۷۵ ۱ 
إذا كان ۰ 2 صفرين ل ر فاننا نحصل على : 

=atb,‏ 9۶+ مود 7#(طجدم) 

d توي‎ d 


bh +0‏ ^ 
عد چ مستبا عد سب 
تسرد مرق 


أى أن 285+ ۰ ۰.۷ ۰ 1 إذا كان 0 < م أصفار لكثيرة الحدود 7 أى أن 
أصفار كثيرة الحدود تكون حقلا جزئيا من × . 

ومما سبق فإنها تكون حقلا جزئیا بينيا فى ررم/7 2 46 کنلك فان كل عنصر فى 
يكون صفرا ل /ر. 

ولان 10--(/2/فإن ۶ يكون لها أصفاربسيطة فقط فى (انظر (4-۲-؟)) » وبالتالى 
فان > تتکون فقط من ”م عنصرا بالضبط هی أصفار كثيرة الحدود × ”×= ۶ . 
(۲) لش الزمرة × من الرتبة 1- ”م فان »= ”4 لجميع عه » ومن ثم 


فإن هذا أيضا لجميع ڄ عه . ولان كثيرة الحدود لر- X7‏ لها على الأكثر 


۹۲ 





"مر من الأصفار فى حقل فوقى ل 7 » فان × هی مجموعة أصفار كثيرة الحدود فى 
حقل التشقية . ومن ثم فان م < . هو حقل تشقيق كثيرة الحدود هذه . 


(۲) لیکن ۰6 ' > حقلین یتکون کل منهما من "م من العناصر . من (؟1-5-١)‏ 

p = Char (K `‏ ع Char)‏ » بحیث إن ۶ الحقل الاولی ل × یکون 

متشاكلا مع ۱ الحقل الأولى ل ' × (انظر ))٩-۱-۱(‏ .من (۲) ومن )٦-۸-١(‏ 

يكون ۰7 ۲ 7 متشاكلين . 

: تعريف‎ 5-5-١ 

إذا كان 0 # 7 عددا طبيعيا > م عددا أوليا فيقال للحقل الوحيد - بدون حساب 

الأيزومورفيزمات- الذى يتكون من "من العناصر إنه حقل جالوا_ ذو ”7 من العناصر 
elements)‏ خم (Galois field of‏ 

ويشار إليه بالرمز ("م) 0 . 

۱۰-۰-۳۲ نظرية : 

لیکن 0 # 7 عددا طبيعيا » ر عددا أوليا . لكل حقل ‏ يتكون من ”م من 

العناصر » وحقله الأولى 2 : 

(۱) امتداد الحقل ۶ د × هو امتداد جالوا 

(۲) هومومورفيزم فوربینیس ل × یولد زمرة أوتومورفيزمات × (التى تتطابق مع 

زمرة جالوا ل ۳۲ < × حسب (۲-۱-۲)) 

البر هان : 

(۱) 1*0--(2- ”)0 یقتضی أن كثيرة الحدود [ ]۳ ×- ۲ 

قابلة للانفصال 5 فينتج من (۸-۰۱-۲) 5 (۲-۰-۲) الادعاء مباشرة : 

(۲) نحصل من النظرية الأساسية لجالوا(4-۲-۲) » ومن (۲-۱-۲) على : 

Ord (Aut(K )) = 070 (Aut(K;P)) = ۱۶ :P]=n 
۳-۱-۲ ۲-۲-؟‎ 


(”2 = × فراخ خطی على ۲) 





ونحتاج فقط للبرهنة على أن قوی هومومورفيزم - فوربینیس 0 ل × وهی © ۰ أ0 › 


.. ”6 مختلفة مثنى مثنى . ولهذا ليكن © عنصرا مولدا للزمرة × . لأن 


7-1 


”مد (a)‏ نی لجمیع ۰ يكفى أن نبرهن على أن العناصر ۰۵ ”© ۰ ٠2...‏ ”ي 
مختلفة مثنى مثنى . من = 4# حيث (1-#,...,0) €= زر » > ار يكون لدينا 
1= 77-0 م. 1= ">1 مک 27) مك0 . وهذا غير ممكن لأن 1- "م-(02)6 . 
۱۱-۹-۲ استنتاج : ش 

ليكن 7©11١40(‏ » مر عددا أوليا . إذا كان 6 حقلاً يتكون من "2 من العناصر .» 6 
هومومورفيزم فوربينيس له › عندئذ فان الحقل ([ '0]; &) ٣×‏ حيث ز قاسم ل ۸ › 
78١+0(‏ » : يكون حقلاً جزئيا من كر . 

وعلى وجه الخصوص لکل قاسم : ل 7 يوجد بالضبط حقل جزئی واحد فى كم يتكون 
من “7 من العناصر . 

البرهان : من(۱۲-۱۱-۱) فى نظرية الزمر» ومن (۲--۱۰)السابقة مباشرة فان الزمر 
[ 07] » حيث 7 قاسم ل م ۰ إ0) | N‏ > ۶ هی الزمر الجزئية الوحيدة من (&)۸14 . 


وهی مختلفة مثتی مثنى ٠‏ <=[ 00)]0 ۰ وبالتالى فان 1= [[ "0]: (16) 1/0 ه] . 
والآن من نظرية جالو! الاساسیة(4-۲-۲) فانه لأى حقل بینی۳ فى ۲ یکون 
[P : g1 - Aut (K:7, 7): Aut (K ;P)]‏ 


= [Aut(K): Aut(K ;P)] ۲-۱-۲ (من‎ 


باخذ ([ 6:]0) ×۴ = م ينتج ان 


؛- [ي م: [P‏ 


ومن (۱-1-۲) ينتج المطلوب مباشرة . 


غ6 


n‏ هم سم و و و ده وم هسوسو و وه هس هس دعس سس سم اه اه ال سم و ما همم سم 0ك 


(القسم الثالث) نظرین الحقول ۲۳6۵۲۷ ۲6۱۵ 


أمثلة متنوعة ۲) 
مثال ١‏ : حدد : أى التقاریر الآتية صائب وأيها خاطئ 
(۱) كثيرة الحدود 5 + * > قابلة للانفصال على +2 
(۲) کل امتدادات الحقول المنتهية تکون طبيعية 
(۳) کل امتداد قابل للانفصال یکون طبيعيآ 
)4( کل امتداد طبیعی منته يكون حقل تشقیق لكثيرة حدود 
(۰) © د (0)/19@ امتداد طبیعی وقابل للانفصال 
(5) © د (21/)@ امتداد طبیعی وقابل للانفصال 
(۷) أى كثيرة حدود قابلة للتحلیل لایمکن أن تکون قابلة للانفصال 
(۸) لذا كان 0=( 70 فان 0 حر لكثيرة حدود ر على حقل ما . 
الحل : التقاریر )٤( > )١(‏ ۰ (5) ۰ (۲) صحيحة . والباقية خاطئة . 
مثال ۲ : حدد أى هذه الامتدادات یکون طبیعیاً : 
(60 ۵ 002 
) © 5(2-/06 


(۳) © د(»)@ حيث © هو الجذر الحقيقى فى الجذور (57) 

)۳( د (0۷5,0 حيث © مما فى‎ ©)0( )٩( 

136 -7(< 1 (°) 

الحل : الامتدادات )۲( 2 )4( 2 (°) طبيعية . 

الامتداد (۱) لیس جبریا » وبالتالی فهو ليس طبیعیا . 

بالنسبة إلى التقرير (۳) : کثيرة الحدود 5- " 6 لها صفر هو الجذر الحقیقی فى 
الجذور (57) أى لها العامل 07 - 6 لکنها لاتتشقق على (/40)0 فى عوامل خطية . 
إذن الامتداد لیس طبیعیا . 


هوه 


مثال * : اوجد (8 ;€) ۸4:1 
الحل : ليكن (8 ;€) ,۸۷ ع » أى أن (2)) ۸۱ ع بحيث يكؤن : 
=r‏ (0/0۳ : 16 ع ۷ 
والآن ليكن زر =(1)» حيث 1-/ = 1 . عندئذ فان : 
(لان 0)0۳(<7 لجميع ۸ > ۲) 1-- انه -(2:)نم = j =Q@iJ‏ 
أوتومورفيزم 
ومن ثم فان در أو و- <ژ . 
والان لجميع 16 © زرد لدينا : 
(حسب تعريف ) x + jy‏ =) ۵/0( )نه + ( @(x‏ ع ( + a(x‏ 
و + بر جم برخ + زرن) جه G:C‏ 
روخ - ع جرم +iy‏ ونه جه 0) : 0 
واضح أن 60 هو راسم الوحدة » ومن ثم فهو ينتمى إلى (0,15)) ۸414 
سنثبت أن ر كذلك ينتمى إلى (00:18) :4 کالاتی : 
+u +i(y +۷ (( =x +u =i )y +۷ (‏ )ريه < (( ۷ + (u‏ + ( + 3)) ي/0 
+uU —iv‏ رت =X‏ 
Q(x +iy ( + a, (u +iv)‏ = 
(( پر + (xu — yv +i (xv‏ ي/0 = +iy (u +iv))‏ 00 
( 714+ )و xu yv‏ = 
( ۷ - 6( رز - )x‏ = 
Q(x +iy J@,(u + iv (‏ = 
أى أن رب أوتومورفيزم . كذلك فان : 


0) +0i)=x -01 =x 


أى أن Aut (C; R)‏ > 
وواضح أن ۵ < 02 . ومن ثم فان . ,2 Aut )C; R)=‏ 
(زمرة دائرية من الرتبة 2) 
مثال > : 
لتكن [ ]0 ع 5 - * )41 - * ×= f‏ عين (0: 001.۴ » حيث 
(۲:0۵) 4:4 -: (0: 0۵1.۴ ۰ × تشقيق كر على © . وعين الحقول الثابتة 
المناظرة للزمر الجزئية الفعلية من (@, /). 61 
الحل : 
f :<- 2٩-4 2-5 - )۲ 2 + 1()۲ 2 -5( 2-0‏ 


أى أن اصفار f‏ هی = ۰ -< ۰ 5لہ= » 5/.- عق ویکون امتداد 
الحقل المصاحب هو : © د × حيث (له, 006 = × . ویکون هناك اربعة 
عناصر فى (60: )۸0 هی ۰۰ .۰ 7 ۰ حیث 7 هو راسم الوحدة » 
(03) = ۰۶ (2۵)< ۵ (0/()۲5)- 7 بالاصطلاح الدائری . وفی الواقع 
فان هذه هی کل عناصر (60: )ا4 لان أى عنصر فى (00: )۸41 يجب أن 
'يرسل" + إلى ند كله إلى ±5 . ومن ثم فان 

Gal (f ;Q) = Aut (K ;Q) = {I,R,S ,T} 
: وتكون الزمر الجزئية الفعلية من (@:; 01.۴ هى‎ 

UH URHUS HUTT 

وتكون الحقول الثابتة المناظرة هى : 

=Q(i, 5), Q(N5), 000: (, Q( 5)‏ عر 
ويمكن البرهنة على أن هذه مع © هى كل الحقول الجزئية من £ . 
(لاحظ أنه يوجد تناظر أحادى بين الزمر الجزئية الفعلية من زمرة جالوا » الحقول الثابتة 
المناظرة) 


۰۹۷ 


00 حدد : أى التقارير الآتية صائب وأيها خاطئ : 
) كل عنصر فى ( ۸K‏ )411 هو عنصر فى (6) Aut‏ 
۲) کل عنصر فی ( :)۸40 هو راسم الوحدة 

(۳) زمرة جالوا (6:7) ۷1ا4 دائرية 

(4) زمره جالوا (2:16)) 414 إبدالية 

(5) الراسمان ( :)۰2۸0 ( ٣۴x )K;‏ فى (4-۲-۲) كل منهما معکوس الاخر 

(0) الراسمان السابقان یحفظان الاحتواءات 

)¥( لذا کان fl}‏ < (6:/7) :4 فان K=k‏ 

Aut(K;k)= )1( فان‎ K=k إذاكان‎ )۸( 

Ord (K (X );K)=1 )٩( 

(۱۰) تعريف زمر جالوا أسهل من حسابها ! 

الحل : التقارير (۰)۲(۰)۱ )٤(‏ » (5) » (۸) ۱۰(۰) صحيحة . الباقى خاطئ 

مثال 5 : اوجد (2/: )411 للامتدادات 2/ < K‏ الآتية : 

Aut(Q(N2):Q) )۱( 

(ب) (0)0۸:0) :۸ حیث © هو الجذر الحقیقی فى الجذور (5/7) 


Aut (Q(N2,.3);Q@) ( 


الحل : ( | ( 
2 = )0(2 -(0/2:12م = (2ل60م(2لمم = )02م( 
تعريف الامتداد © أوتومورفيزم 


2< = (2/)م د 
أى أنه يوجد ,46 ۰ ,© بحيث یکون 
P(x ( < x ۷: > Q,‏ 
5۹۸ 


وات , ۷2 (06/2 
x ۷ > ©, -‏ ع ( )رم 
2 - (۷2), 
ای أن (606/2(:60) ۸404 نتکون من عنصرین » آحدهما 1 (راسم الوحدة) . ولاحظ أن 
,2= :(2/-) = )0(2( 
0 ع ۷ p(x)=x‏ 
ای أن 1= 2م . وبالتالی تكون (00)/2(:0) :4 دائرية لها الرتبة 2 ۰ أى هی 


تشاكل و2. 
(ب) 
7 = 97۳ = )0(7( 
تعريف الامتداد 
o)‏ 1 (007) 7(7 ج- 
ولان © ع ۷ ۶ < ( )۵ 
إذن 1 هم (راسم الوحدة) 
وتكون الزمرة () = )@;) Aut ((Q,‏ 
(ج) 


(N2) = (N2N 2) = (N2) = (2) = 23۵0۵‏ 
تعریف الامتداد ۱ ش 
(N3) = 0(3) = 33 3( 3‏ (3لم(2لم- ((دلم) 
تعريف الامتداد 
وبذلك یکون لدینا 


3166006” 0101090000 menmantamremamatnaannanarmunmnann wrt 


جالوا 





Vx © ©(«‏ 2 ( )ره ,3ل - (۵)/3, ۰/2 )0(2( 
Vx > ©,‏ 2۶( ,۰3,0 (3/)یم ,2 لب - (2/)رم : ,م 
,© ع Vx‏ ۶«( )ره ,13 - (3/م) رم , 2ل = (۵,/2: ,9 
,© ع Vx‏ مد ( جمرب ,3ل - (3لم)رم,2ل ‏ )9,2 : ,9 


وكما سبق فإن : 

1= ,0 = بم - يم < ]۷ 
وتكون 

Aut )©)/2 ,١ل3(:(‎ = Z, XZ, 

لاحظ أن (1,/2,/3,/2۷3) أساس للفراغ الخطى (0/2,/3)© على الحقل © . 
مثال ۷ : باعتبار مثال ٩‏ السابق والراسمين ( :كل) 1ك < ( Fix (K;‏ 
فى أى الحالات هما تناظران أحاديان ؟ 
الحل : فى الحالتين ( أ ) » (ج) الامتدادان امتدادا جالوا (انظر (2-۲-۲)) 
أما الحالة (ب) فالامتداد ليس امتداد جالوا (انظر (۲-۲-۲)) 
فى الحالتين ( أ ) » (ج) الراسمان تناظران أحاديان » وكل منهما معكوس الآخر حسب 
نظرية جالوا الأساسية (4-۲-۲) أما فى الحالة (ب) فالراسمان ليسا كذلك . 
مثال 8 : برهن على أن كثيرة الحدود [ ]0 1+ لز + 2 + ٩‏ + ر 
قابلة للانفصال. ۱ 
البرهان : لدینا 


5 
<< 2٩+ 2٩ +۲۶ +۲ ا‎ +1 





و اتن و “تنو به ١‏ کی ل قق داخن 
0 ۰ وكلها مختلفة » أى كلها بسيطة . وبالتالى فهى قابلة للانفصال . 
مثال ٩‏ : 


لیکن × حقلا منتهيا » مکونا من 11 عنصرا . برهن على أن "کر دائرية . 
البرهان : لاحظ أن (6۴)11= × والآن قوى 2 مرتبة هی : 


1و6 و2 و7 و9 و0 1و5 و8 و4 و2 
حیث إنه من الواضح أن مميز الحقل هو 11 
ای آن 2 مولد فد  "‏ . 
مثال ٠١‏ : حدد إذا ما كانت التقاریر الآتية صائبة أم خاطئة : 
(۱) يوجد حقل منته یتکون من 124 عنصرا 
(۲) يوجد حقل منته > زمرته الضربية تتألف من 124 عنصرا 
(۳) بوجد حقل منته یتألف من 125 عنصرا 
)٤(‏ الزمرة الضربية للحقل (7)19© بها عنصر رتبته 3 
(©) کل الحقول ذات 121 عنصرا تکون متشاكلة 
(0) (6۴)2401 بحتوی على حقل جزئی یتشاکل مع (0)49 
(۷) أى مونومورفیزم من حقل منته إلى نفسه هو أوتومورفیزم 
(۸) الزمرة الجمعية لحقل متته تكون داثرية 
)٩(‏ الزمرة الضربية لأى حقل دائرية 
(۱۰) آس الزمرة هو آکبر رتبة لعناصرها 
(یعرف أس الزمرة بأنه المضاعف المشترك الأصغر لرتب عناصرها ) 
الحل : 
(۱) خاطی لاأنه لایوجد عدد أولى ر وعدد طبیعی ۸ بحیث یکون 124- "ور 
(۲) » (۳) : الحقل هنا یتألف من 125-57 عنصرا . إذن التقریران صحیحان 
۱ 


(۶) الزمرة الضربية هنا تتألف من 18 عنصرا » وهی دائرية . إذن التقرير صحيح 
(6) ۰ (6):(") ك تقارير صحيحة 
۰)٩( ۰ )۸(‏ (۱۰) : تقرير خاطئة 
مثال ۱۱ : 
اعتبر الحقل (0۳۵5 ای (*0۳)6 : 
نعتبر العنصر 23/2 ؛ وتکون قواه المختلفة المتتالية محسوبة فى +2 هی : 

۵ رح TEM CIENT‏ ¢ 
2< لوب 2+2« ول 1+2« تلوب 
4 3+2 › 4+2 2/.. 2+22 3+2 › 
:13800 ع LED CAEN ANI END‏ 
1. 
ومن ثم فان 31/2 بولد اللزمزة الضربية اك 0225(7 عناصر (0725 کلها 
آصفار لكثيرة الحدود [ ]((0۳)25) ع ×- * × (انظر (۰)۳-۲-۲ (6-5-5)) 
لأى من قیم ‏ الاتية یوجد حقل یتألف من 7 من العناصر : 
1 ۰17 ۰24 ۰312 65536 ۰ 65537 ۰ ۰83521 
2 :۵ 1038237 
الحل : 
الحقل يتألف من 7 من العناصر إذا كان ۳ 7 حیث م عدد أولى ۰ 7 عدد 
صحیح موجب. وهذا ینطبق على : 


103823 ۰ 83521)<-17*( ۰ 65537 › 65536)= 2°) 7 2 
226091 1 


۰۲ 


رک ي ي ۹ 77 اا ۳ 237 


ا سس سحن سس سم یواست ات 
مثال ۱۳ : اوجد ])9( [GF (64):GF (8)] « [GF (729):GF‏ 
الحل : 
[GF (729) :GF (9)] = [GF (6°) :GF (37)]‏ 
[GF (3°):GF(3)] = ([GF(G°):GF G2)].[GF() :GF (G)]‏ 
نظرية الدرجة 
[GF (3°):GF (3)12‏ =6 > 
۱-۱-۲ 
[GF (729) :GF (9)] = [GF (6°) :GF (37)] = 3.‏ »¬ 
[GF (64) :GF (8)] = [GF (2°) :GF (2°)]‏ 
[GF (26) :GF (2)] = [GF (2°) :GF (2°)][GF (27) :GF (2)]‏ 
3 ((2) 6-07 > 
[GF (64) :GF (8)] = [GF (2°) :GF (2°)]= 2‏ > 
مثال ۱٤‏ : برهن على أنه لکل قاسم 7 ل ۸ يوجد حقل جزئى وحيد من (") 6۴ 
ويتكون من "من العناصر. علاوة على هذا لاتوجد حقول جزئية أخرى من ( ”)0/7 
اليرهان : للبرهنة على الوجود نفترض أن 72 تقسم ۸ . عندئذ » لأن : 
,(1+ "و +... + ”ورب ”ثم)(1- "م)- 1- ۲و 
ST‏ تقسم 1- "و ا یتلوم 57 4 فى [ مار 
وبالتالى فإن کل صفر ل (1- ”)× هو صفر ل (1“ )× . ومن (؟- 


ك-م) فإن مجموعة اصفار (1- 07 2 هی (”708© , وكذلك فان مجموعة 





اصفار (0675-1) 26 في ("ص)© ہے ("م)7© , 


هو حقل جزئى من (87)© ما دامت 10 تقسم م . 
الوحدانية تنتج من ملاحظة أنه إذا كان (”م)6© له حقلان جزئیان مختلفان من 
الرتبة ”م فان كثيرة الحدود كر- 1۲ يكون لهما أكثر من ”م صفرا فى 
(”م) 6۴ . هذا بالطبع يناقض (۲-۲-۲) فى نظرية الحلقات 
وأخيرا لیکن ٣‏ حقلاً جزئیا من (”م) 0۳ . عندئذ فان لم يتشاكل مع 
G۴)” (‏ لبعض ۰7 ويكون لدينا : 
[ (م) 61 n= [GF(p"):‏ 
[(م) © : ( كم) 01 ][ ( [GF(p"):GF(p"‏ = 
[GF (p" ):GF (p" )]m‏ = 
أى أن +7 تقسم ۸ . 
مثال ١5‏ : إذا كان حقلاً مکوناً من 729 عنصرا » وكان 0 مولدا ل ٣‏ 
(الزمرة الضربية ل 7) فاوجد الحقول الجزئية 
GF(729) «< GF(27) «< GF(9) ۰ ©7)3(‏ 
الحل : 
GF )3( = {0} u [1= {0,1,2}‏ 
GF (9) = {0} u [e]‏ 
GF (27) = {0} u[e/*]‏ 
GF (729) = {0} u [a]‏ 
لاحظ أن هذه هي كل الحقول الجزئية و ذلك من المثال السابق مباشرة. 


e 





مثال 15 : وضح بالرسم الاحتواءات التى تربط الحقول الجزئية من (*2) »601 

الحل : الحقول الجزئية الفعلية من (*2) 6۴ هی : 

. 0۳ )25( «GF (2°) «< GF (2°) « 07 )2( « GF) « GFZ) « GF) 
()۱-٦-۲( (انظر‎ 


88002 سک نی جری 


7 


GF )2( —— GF(2”) 


۱ / 
4 


017 (2°) 


رز 


GF (2) GF (2) 


GF (2)‏ 
مثال ۱۷ : اوجد الحقول الجزئية من (7)16/© 
الحل : 
eZ}‏ فرعرطيه|[1+ +d +[X ‘+X‏ يل + 2 {aX 3 +DX‏ ك )16( GF‏ 
(تمرين (4) فى تمارين عامة (1)) 
والآن لاحظ أن 


1 - سح 4 × هت 1-0 + ×+“ ¥ 


| الباب الثاني : نظرية جالوا __ ۱ 


)1( 1+ - 
)0 2+۲ ۲ ؟ ص 


+X" - )62 + ۳( - ۳۹+ 2۳3+ ۶‏ 
۳0 
,3( 1+ + ر = 
ومن حيث إن الحقل يتكون من 16 عنصرا فان الحقول الجزئية منه تتكون من عنصرين 
» أربعة عناصر » ستة عشر عنصرا . 
واضح أن الحقل الجزئی المکون من عنصرین هو 1 ,10 . كذلك الحقل الجزئی المکون 
من ستة عشر عنصرآ هو الحقل نفسه . یتبقی أن نجد الحقل المکون من أربعة عناصر . 
ونعلم أن العناصر الثلاثة غير الصفرية فيه تکون زمرة جزئية دائرية من الزمرة 
الضربية الداثرية "((16) 0) . (الزمرة الجزئية من زمرة دائرية تکون داثریة) . 
ومن (۱۲-۱۱-۱) فى نظرية الزمر فان [1+ 2+ * ]+× (أو 6 
[1+ ۰+2 ]+2۱ (أو (Xx‏ > هما المولدان الوحیدان للزمرتين الجزئیتین 
الفعليتين من "((16) 0) (لأن 5۰3 هما القاسمان الوحیدان "غير التافهین" ل15) . 
7 تنتج زمرة جزئية ذات خمسة عناضر » من *((6/77)16) » بينما * لطر نتج ' 
زمرة جزئية ذات ثلائة عناصر من ((16) 0) ۰ أى تنتج حقلاً جزئیا ذا أربعة 
عناصر من (7)16© ویکون الحقل الجزئی ذو الاربعة عناصر هو : 
{OLX XY} = {OLX 2+۷ ,X +X +1‏ 


التحقيق 5221 لأن 1= ¥ يقتضى أن 1- 21 . 








AEX EX IETS ورك ااي ون فق‎ ETS Os 


0= ۲+ * ۲ .ومن (2) يكون 1-0 : تناقض . 
ار و افا مها سف ى 21 حيزت 5" يت دا كرون 
0= +۲۶ ومن (2 يكون ‏ 5-0 أى أن 0=¥ ای أن 
]X “+× +1[‏ € × : تناقض . 
متك ۱۸ : برهن على أن ۳ مولد للزمرة الدائرية "لوول پو دب ادع 
البرهان : 

eZ)‏ مرها[ + 2+ +X +e +X?‏ = پر دبس 
ومن ثم فان عدد عناصر 77 هو 27 ۰ ويكون عدد عناصر ۳ هو 26 . 
وتتفك أن 21 kX‏ هنا الفاسان ارام 
غير التافهين ل 26 » فان × تكون مولدا ل کب . 

72-1 يقتضى آن =× . لدینا 1=0+ 2+ ۲۶ . ومن ثم فان : 
0 -1+ 3¥. وبالتالی فان 1-0 : نتاقض (3<0 فی 29). 





۶ یر ان 295-17-2 اومن خا فان‎ TD TO 
X ا‎ = (X +2)“ =X +432 + 6۲24+ 42 .8 +6 
HOY 327 +1 
(لأن 1=0+ ×2+×) +۹ ر‎ 
= )۲ +2۲ +0 =X? +3X +2=X 2+2 





نهاية البرهان . 
مثال ١5‏ : لتكن £ كثيرة حدود من الدرجة الثالثة غير القابلة للتحليل فى [ مر . 
برهن على أن حقل تشقيق “ر على ,2 يتكون من 8 عناصر أو 64 عنصرا . 
البرهان : إذا كان » صفرا ل/ . فى امتداد ما فيكون ع (ه -) = . عندئذ فان 
7,)2(:2,[<3] . إذا کانت ‏ تتشقق على (22)6 نكون قد انتهينا ويكون عدد 
عناصر (7,)0 هو *2 أى 8 . (انظر (۱-۲-۲)) . 
إذا لم يكن الأمر كذلك ٠‏ فليكن 8 صفرا ل ع فى امتداد مال (22)6 . 
عندئذ فان 2 >-[(27)6 : (27)0,5] (ع من الدرجة الثانية !) وبهذا يكون 

[Z,(a,b):Z,]=[Z,(a,b):Z,(a)][Z,(a):Z,]= 2.3 < 6‏ 
وبالتالی یکون عدد عناصر ((,2,)4 هو *2 أى 64 
مثال ۲۰ : برهن على أن أكبر درجة لعامل غير قابل للتبسیط من عوامل ۲-2 × 
فل ل ف 
البرهان : لاحظ أولا أن (67)8© هو حقل تشقیق 2۳۲-۲ (انظر (6-5-5)). 
كذلك فإن : 
3 -[(,2 <)(2) 07: (8) 0۳] وينتج المطلوب (لماذا ؟) 


مثال ۲۱ : برهن على أن × ليس مولدا للزمرة الدائرية (( ZX‏ 


( [X*+2X + 


الحل : 


3 2 - ([ ماو 
+bX +c +[X*+2X +2]| a,b,c e Z}‏ 0000 2 


ويكون عدد عناصر ۲ = 33 أى ۷ . ومن ثم فان عدد عناصر ۲ هو 26 . 


۰۸ 


مو مج ست ودج عسو ووس ع وسو جوم ص هه جر دهع ع َِِ سج عع سدح ع ٠ه‏ ة :مه مص و٠٠‏ وسوس وده وج صج ساوح وهاو اعمج مو mne‏ ع ومع ممعم مم ا 


: کذلك يكون لدینا‎ . ۲*٩ < ۲ 2 + )1( : وهذا يقتضى أن‎ 
XPS ) “زا‎ SX + 4 3 + 6 FAX +1 
رت‎ ٩ ریب‎ II 
=X ٩+۷ ٩+2 +1 


(لأن 1+ 2 < 2۳3 ) 1+ ۶+2 ر+1+ =X‏ 
2+ - 
(لأن 2=0+ 2+ 3 »1 ) 1ک 2 کک و 
أى أن 25 تولد زمرة جزئية من ۳ رتبتها 13 ۰ وبهذا لاتکون مولدة ل ٣ہ‏ . 
مثال ۲۲ : 


ليكن ‏ حقل تشقیق ل - ”×= f‏ على ,2 . برهن على أن مجموعة 
أصفار f‏ فى £ مغلقة تحت الجمع والطرح والضرب والقسمة . 
البرهان : ليكن لدينا ×= × » برح ”در فى ۶ ۰ ينتج أن 
)*( برج ×= ٣‏ ر+ مير 
ومن مثال ۸ فى (۱۰-۱-۱) : (*) *بر+ ”×= ”(ر+ ×) ۰ وبالتالى فان : 
ر + ×= ”(ر+ )x»‏ 
أى أنه إذا كان × » بر جذرين للمعادلة ×= ۲ ۲ر 
فان + جذر للمعادلة 0= ۲ - ۲ زر 


بعبارة أخرى إذا كان ۰۲ بر صفرین للدالة »- X7‏ فان بر+د صفر لها . 


وبوضع ر - 7 بز فى 5 م 7 كانت 2 1 م عدد 
آولی فردی) فانه ينتج أن 

ر ×= ۴ بز- ) 
ای أن ر-× ایض صفر للدالة ‏ ر ۲ كر 


كذلك فإنه ينتج من أن ×› بر صفرين للدالة کر “7 يز أن 


#0 وك ك ا 
1 


لقف بس نو للفو الال" 

ر 
كذلك فإن : 

ودع "رد = یرم 
£ ابدالی 

أى أن ر× صفر لنفس الدالة . 
مثال "؟ : حدد إذا ما كانت التقارير الآتية أتية صائبة أم خاطئة : 
)١(‏ أصفار [×]@ *-1٤‏ ل فى € تكون زمرة دائرية مع عملية الضرب 
(۲) يوجد حقل منته يتألف من 60 عنصرا 
(9] ج خن ته اه من 36 عنصن 
)٤(‏ العدد المركب ۶ هو جذر رابع بدائى للوحدة 
(تعريف : يقال لعنصر 0 فى حقل إنه جذر نونی بدائی للوحدة ۲006 9۳ primitive‏ 
(of unity‏ إذاكان 1ع @ < #1 "ال > >0) 
(5) توجد كثيرة حدود غير قابلة للتبسيط (للتحليل) من درجة 58 فى [ شاد 


(5) العناصر غير الصفرية فى © تكون زمرة دائرية '0©) مع عملية الضرب 
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(۷) إذا كان ۶ حقلا منتهیاً » فان کل أيزومورفيزم (تشاكل) يرسم م إلى إغلاق 
جبری ۳ ل ٣‏ يكون أوتومورفيزما ل جر . 
الحل : )٥( >» )٤( ۰ )١(‏ + (7) صحيحة . باقى التقارير خاطئ . 


مثال ۲4 : 

( أ ) اوجد عدد الجذور البدائية الثمانية )primitive 8 ۳ roots(‏ للرحدة فى 
GF)‏ 

(ب) اوجد عدد الجذور البدائية الثمانى عشرية (واهم ۳ 18 )primi†ive‏ للوحدة 
فى 6F)19(‏ 

(ج) اوجد عدد الجذور البدائية الخمس عشرية (085مم " 15 ۷۵تانصتنع) للوحدة 
فى GF61(‏ 

(د) اوجد عدد الجذور البدائية العشرية (120015! 10 ع۷اانصتإم) للوحدة فى 
GF(23)‏ 

الحل : 


( أ ) عدد العناصر فی '((7)9©) هو 8 . المطلوب إذن حسب التعریف الوارد فى 
المثال السابق مباشرة هو إيجاد عدد مولدات ((9) 0) . (لاحظ أن ((9) 6۶) 
دائرية حسب .)۳-٦-۲(‏ ومن (۱۱-۱۱-۱) فى نظرية الزمر يكون عدد المولدات هو 
عدد "7" بحيث يكون القاسم المشترك الأعظم ل ۳۰7 هو الواحد . وبالتالى يكون العدد 
المطلوب هو 4 . 

(ب) عدد العناصر فى ((19) 6۴) هو 18 . وتماما كما فى ( أ ) يكون العدد 
المطلوب هو عدد '”" بحيث يكون القاسم المشترك الاعظم ل ۸ ١»‏ هو 1" 
وبالتالى يكون العدد المطلوب هو 6 . 

(ج) هنا يتطلب الموقف الرجوع إلى التمرين (۸۶) فى تمارين عامة على الباب الاول 
فى نظرية الزمر . المطلوب هو تعيين عدد العناصر "مه الموضحة كالآتى :- 





ليكن © مولدا ل ((31) 017) الذى يتألف من 30 عنصرا . سيولد *ه زمرة جزئية 


من "((0)31) عدد عناصرها 15 إذا كان : 4 القاسم المشترك الأعظم ل ×› 


0 وكان ۰-15 أى أن 2 =4 . وبالتالی يكون 28 ,26 ,22 ,16 ,14 ,8 ,4 ,2 = × 
d‏ 


والعدد المطلوب يساوى 8 . 
( د ) نتخذ نفس الأسلوب المتبع فى (ج) . ولكن نلاحظ هنا أنه لايوجد 4 بحيث يكون 


0= . وبالتالى لايوجد ۾ بحيث يكون مولدا لزمر جزئية من *((677)23) 
d‏ ك2 


مثال ۲۵ : ليكن م عددا أوليا فردیا . 
( أ ) برهن على أنه ل 6 ٠‏ حیث ( 00004 عم ۰ فان المعادلة 


p-1 


(م8200)» = ”× لها حل فى 2 إذا كان وفقط إذا كان (رلمص)1= 42 . 
(ب) استخدم الجزء ( أ ) لمعرفة إذا ما كانت كثيرة الحدود 6 - 7 6 غير قابلة للتحليل 
فی [ 2 
لح : (1) 

x? < 20۳000 ج (م‎ 3n 61:0 = x” - np 


p-1 


احم ۱ 
: (مه- *2)- ۶ وج 


اسم و 
(np)+...‏ 2 رمم 2 5 
p ~1 p-1 p-1‏ 


+| 2 (7)2 (np) +...+ (np) 2 


r 


= x (mod p) 
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إذا كانت 2 ع × فان ×٤7‏ ويكون (2 21000 7× لأننا بالحساب 
۲ ۰ 5 ۱ لا 1 ي 5 8 ۳ 535 
فى 72 لدينا لجميع 1(modp):xeZ,‏ = $ (رتبة العنصر فى الزمرة تقسم 
رتبة الزمرة . هنا رتبة الزمرة الدائرية (الضربية) 22 هی 1 -م) 


(لاحظ أن 220 × وإلا كان (2 0600 < هم) 


ادم 
وبالعكس إذا كان (م4مص)1 - 7 » فان (مكمم)1- "۳ وينتج أن 2 © +« . 
(ب) 25-6 غير قابلة للتحليل فى [ .],,2 أى أن المعادلة (6)0017 = ” × 


ليس لها حل فی 72 : من (أ) (6)200417 = ”× لها حل فی 272 إذا كان 


17-1 


وفقط إذا كان (1)8200417 2 2 6 أى إذا كان وفقط إذا كان 
65-1-1747 
والآن : 
(64+1()62+1()62-1) -1- 6° 
(1297()37()35) - 
وواضح أنه لا يوجد 72 © × بحيث يكون 
K‏ 17 = (1297()37()35) 
ان 6- ” ل غير قابلة للتحليل فى [ ]2 . 
مثال 5؟ : ليكن / حقلا منتهيا له المميز م . عندئذ فان كثيرة الحدود ‏ ۲ - ۲ + 
لها ”م أصفار مختلفة فى حقل تشقيقها C٣‏ × على /ر . 
البرهان : ليكن ‏ حقلا منتهيا له المميز م۰ وليكن × فى 1۳ حقل تشقيق كثيرة 
الحدود كر- ۶ على . سنبرهن على أن - ۳۳ لها ”7 من الأصفار 
المختلفة فى كر 


1۳ 


واضح أن 0 صفر لكثيرة الحدود - X7‏ ۰ وتكراره 1 أى هو صفر بسيط . 
والآن ليكن 0+ صفرا ل 7- 27 وبالتالی هو صفر ل 
۰-1 ۲ × = ثر . عندئذ فان /0- × هو عامل من عوامل كر فى 16۲ 
وبالقسمة المطولة نحصل علی : 

1 


"مين + 3X‏ "ميم +... +0۲۳۳ + ۲3 زین + 7-2 ز = ود 
0 


2 


وبهذا تتکون ۽ من 1- ”م من الحدود » وفی (/0)ع یکون کل حد هو : 


ی a‏ شنت 2 یج 
94 00 
(لأن ‏ 5-1 ”صم =0= (يم) (f‏ 
وهكذا فإن : 
1 1 5 
صصح زع "قد رمع 
94 94 


لأننا فى حقل ممیزه م . وبالتالی فان 0 (/0)ع ۰ » صفر بسیط ل/ أى له 
لتکرار 1 . 

تعریف : لیکن £ امتدادا جبریا لحقل ۳ . يقال لعنصرین £٤‏ © /,/0 انهما مترافقان 
على over F) F‏ ugateزcon)‏ إذا كان » » / صفرین لنفس كثيرة الحدود غير 
القابلة للتبسيط على . 

مثال ۲۷ : هل يتطابق مفهوم الترافق المعرف أعلاه مع فكرة الأعداد المركبة المترافقة 
التقليدية ؟ 

الحل : نعم » إذا كنا نعنى بعددين مركبين مترافقين أنهما مترافقان على ] ۰ فإذا 
كان 8[ ع a,b‏ » 





التى هى غير قابلة للتحليل (للتبسيط) فى [ ]® . (تحقق من ذلك). 


مثال ۲۸ : اعتبر امتداد الحقل © د (0/2)©. أصفار كثيرة الحدود (المطبعة غير 
له E Eg A NT a ES (O: E mn‏ راوج 
2 - مترافقان على ©. 
لاحظ أن الراسم 

(2/)© ج (2/)© : ب 

a-b N2‏ جر روج 
هو آیزومورفیزم من (0)0/2 على نفسه » أى هو آوتومورفیزم على (006/2 . 
مثال ۲۹: اوجد الحقل الثابت فى (0/2) © بالاوتومورفیزم المعطی فى مثال ۲۸ السابق. 
الحل : لجمیع ) © 2,5 لدینا : 

۵-2 (2/- + وان 

وبالتالی يكون لدينا 2/< - 4= 2ہ 4+5 › ومن ثم هذا بحدث إذا كان وفقط لذا 
كان 0= ط. أى أن الحقل الثابت هو © . 
مثال ۳۰ : حدد أى التقارير الآتية صحيح » وأيها خاطئ : 
(1) لجميع ٤‏ ©/,© يوجد دائما أوتومورفيزم ل ٤‏ يرسم 0 على ۸ . 
(ب) ل / ,ت الجبريين على حقل 7 » يوجد دائما أيزومور فيزم من (0) 1 على ۰ 
(ج) ل 2 , © الجبريين المترافقين على حقل / » يوجد دائما أيزومورفيزم من 
(0) ۲ على (/) ”1. 
( د ) كل أوتومورفيزم لكل حقل يترك كل عنصر فى الحقل الجزئی الأولى من ثابتا . 
(ه) كل أوتومورفيزم لكل حقل ٤‏ يترك عددا لا نهائيا من عناصر 5 ثابتة . 
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(و ) كل أوتومورفيزم لكل حقل £ يترك على الأقل عنصرين من عناصر 7 ثابتين . 
(ز ) كل أوتومورفيزم لكل حقل/ مميزه صفر يترك عددا لا نهائيا من عناص رثابتة . 
(ح ) كل أوتومورفيزمات الحقل ٤‏ تكون زمرة مع عملية تركيب الرواسم . 


( ط ) مجموعة عناصر حقل £ المتروكة ثابتة بأوتومورفيزم ما ل ٤‏ تكون حقلا 


جزئيا من . 

)ى( للحقول F CE CK‏ یکون (۳: 16) الاك ح ( 18 : )۸411 
الحل : (۰)1 (ب) ۰ (ه) خاطئة . باقی التقاریر صحيحة . 

مثال ۳۱ : اوجد جميع الأعداد المترافقة مع الأعداد الاتية على الحقول المعطاة : 


(۱) ۷2 على © (ب) ۷2 على R‏ 
(ج) 3+2 على © (د) ۷2-3 على © 
(ه) :+2 على © (و) :+2 على R‏ 


3 ۹+2 علی 0 (ع) ۷+۰2 على Q2)‏ 

الحل : ( 1 ) باستخدام تمرین (۲۱) وین یه( یکون ۷/2 مترافقا مع 

نفسه ومع 2 على © . كذلك يمكن أن نستخدم الطريقة الاتية بایجاد كثيرة 

الحدود الضغرى ل 2+ و استتتاج أى العناصر تکون هی كثيرة الحدود الصغری منها : 
2-2-0 ¥ چد 22 :بج 2ل.- × 

وواضح أن كثيرة الحدود هذه هى كثيرة الحدود الصغری كذلك للعنصر 2 على © . 

(ب) 2/- ۲ هی كثيرة الحدود الصفری ل ۷/2 على 8# . فالعنصر ‏ 2 

یترافق مع نفسه فقط على 1 . 

(ج) کذلك باستخدام تمرين (۲۱) السابق ذکره یکون 2/ہ +3 مترافقا مع نفسه ومع 

3-2 على © . 
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رسكن الواح رت موی لأداء المطلوب › كما جاء فى ( أ) كالآتى : 
7-0+ ۲2-6۲ هد ول 3د برج ول دوع زر 


2 بو 3۵-2۴ 360-86( _ 


۲ ج 
ای أن 2ہ +3 یترافق مع نفسه ومع 3-12 على © . 
سنستخدم تمرین (۲۱) المشار الیه لایجاد باقی الأعداد المتر افقة : 
( د ) 3- 2ل. یترافق مع نفسه ومع 3+ 2 ومع وت رل ومع 
OE NE‏ 
(ه) +i‏ 2ل يترافق مع نفسه ومع 7+ 2 مس رل 2 وه 2 على Q‏ 
(و ) :+ ۹/2 یترافق مع نفسه ومع :- ۹/2 على 18 . ۱ 
(ز) 1+2 یترافق مع نفسه ومع 1-2 2+ +1ت 1-2 
على © . 
(ح) 2 +1 يترافق مع نفسه ومع 2 +1لت على (0/2)© . 
ملحوظة : لاحظ أن علاقة الترافق علاقة تكافؤ فهی انعكاسية ومتماللة وانتقالية . 
قال 2 ار فحفل. ( دهد 000۷2 واین لاز ىنور فز مات الأتيةا کما 
جاعت فى تمرین (۲۱) المشار إليه : 
(5(()/2ل00/3,۰) +¬ (2لع((5له:۵/3): جرا 
()((کله,06/2) جه (3/)((كل١,‏ 2/)©) : چا 
(كل)((3ل١,‏ 2/)©) ج (كل١)((3ل١,‏ 0/2)©) : جى_ چا 


وللاختصار : ليكن ‏ یم Wg‏ ع 0 WG‏ 


۱۷ 


ت ج همم و عم تا م تشم ات ات بس م م 





احسب 

(۱) (6/3يم ب) (كله+ 2/)م 

(ج) )3/5 + (ror, J(2‏ (د) 7 (ror,‏ 
(ه) (۰/45+ 6/2( (ror,or?‏ (و) 3)+(0r(¥30))‏ مب 
الحل : 


(۱) ۰۷3 (3/مينم 
(ب) کل + 2ل - (5ل + 2/) م 
(ج) ((3./5 + (N2‏ ,)به = )35 + (ror, )(N2‏ 
5+ 2ب ( 3/5 + 2/) بم = 
(د ) 
رتیت = n‏ 3 2 20 


۹/2 +ة١ءلك__‎ _-+5 
كم‎ DET 











(ه) 
)45 + 1(6/2ممس ‏ )45 + (roror? )(N2‏ 
(3./5 + 2/)(جدمم) = ((5ل.3 + 1(2( (ror;‏ = 
(3:/5+ 2/) يم = ((5/.ة + 0/2 ,)يم = 
5 + 2/.- - 3./5+ 2 = 
(و ) 
= ((30/)(جدمم) + (3ل.- 2 )۲ 
(((2./31/5/)يم) بم + 3ل - 02و - 


۸ 


ی ی ی ی ی ی ا ا می چ 


/2١/3./5(( = r, )/2 - 3 +235 (‏ )ب + ١/3‏ - 2/) بم = 
١/2 )-/3(١ل5‎ = ١/2 +013 -0‏ + ول + 2/. - 
فى المثال )٥-۱-۲(‏ كان لدينا الحقل (2,/3/)© -: × والأوتومورفيزمات ,1 
۰ ,0 ۰ ,6 0۰ . حيث 3/- - (3/) م 2۰ لت  ۵6/2(‏ 2ل (2 لبم 
دلب <(دلمه <<( لجميع (2ل0 6 × » «-(),م لجميع 
(0/3)© > › + - ( »)رم لجميع © > × 
المطلوب حساب الحقول الجزئية الثابتة فی ‏ تحت تأثير : 
(Î)‏ (,ه,یه) (ب) ,0 (ج) ,0,0 
الحل_: المجموعة (3,۷6/+,1,/2) اساس ل (3ل+,2 06 (فراغ خطی) 
على © وبالتالى فان أى عنصر فى (2,۷/3/)@ یمکن أن يكتب على الصور: : 
4-6 + تم + 2لدو+ه حيث © € ,۵,۵,6 . 
(1) العنصر 0*/6+ 3+ 2+ تحت تأثير ( ,6 , ,100 يصبح ۵-2-3-6 . 
لإيجاد الحقل الجزئی الثابت يجب أن يتحقق : 
23-6 6-۵-02 0+ 3+ 2/.دو . ومن حيث إن (6/ه,3/ه,2/ه,1) 
أساس ل (0)0/2,/3© على © فیکون لدینا : 
- #-ء- وج 6 =-d‏ 6ل١3,4/مع-‏ - 3/ده, 2/١ه-‏ - 9۰2 
ويكون الحقل الثابت هو © < [) > »| 0) 
(ب) 
+c. 3 +d 6) = ۵-02 -0 3 +d 6‏ 2ل و + p,(a‏ 
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ل م یھ ی ما یگس سس ی وم تت ممص شوج ممم بم تعس ممم متت 


وبلتالی يجب أن يكون 


NDE‏ 6ل ونه TNE‏ وم از 


0= م- مجح 
ويكون الحقل الثابت هو (0/6 = (0 > 4,»| 6 4+ ) 
(ج) العنصر 06+ 3/+6+ 815/2+© تحت تأثير (,,0) يصبح : 
46 - قد - 61/2 - ع 
ويكون مثلما فى ( أ ) : b=c=d=0‏ 
ويصبح الحقل الثابت هو © 
مثال ۳4 : اوجد الحقل الجزئى فى (0)0/2,0/3,0/5© تحت تأثير الأوتومورفيزمات 
أو مجموعات الأوتومورفيزمات الآتية المعرفة كما فى مثال ۳۲ السابق : 
(Î)‏ (ب) ٣‏ (ج) ا 
(د) 7611 (ه) 7:07:07 )و( {sks}‏ 
الحل : الفراغ الخطی ركيد 002,5 اتان 
(۹/5,۰/6,۹/10,۹/15,۰/30 ,۹/3 3/2 ,1 
على الحقل © .وبالتالی فان أى عنصر فى (3,/5/+,0)/2 يمكن أن يكتب على الصورة 
0 + 15ج + 10 +e 6 +f‏ 0/5 + دی + 2/. + x =a‏ 
حيث @ 6 ,ع, ,e,f‏ ,6,5,6 
1( 
+f ۰/10 - g N15 -0‏ 6لده- 5له +d‏ 3لدی- ۰02+ r(x) =a‏ 
0 + 15ج + 10 +f‏ 6لده + 5< +d‏ دلمی + رن + = 


وهذا ینحقق إذا كان وفقط إذا كان : 0 - مدع < و < » 


۲۰ 


أى أن الحقل الجزئی الثابت تحت تأثير ,7 يكون هو : 
+f ١/10 |a,b,c,d e Q} = © )0/2 ,./5(‏ 5 + 2/.ط +م) 
(ب) “,7 هو راسم الوحدة » وبالتالى يكون الحقل الجزئی الثابت تحت تأثير 77 هو 
الحقل نفسه (5/+,0/2,/3)© 
(ج) العنصر × تحت تأثير (17,75 یصبح : 
0 - 15ج - ۰/10 - 6لده- 5 +d‏ دلدی- 2/١1ط-‏ ع 
وبالتالی فلایجاد الحقل الجزئی الثابت تحت تأثیر (:17:,7 يجب أن یکون 
b=c=e=f =g=h =0‏ 
ويكون الحقل الجزئى الثابت هنا هو ۰ (5/)© = (© > 4,» | 5ہ 4+ ه) 
(د) 
(ror, )(x )= (F(x ))‏ 
(130- 15/ج + 10+ ۶- 6لده- ۰/5 r(a-b./2 +c /3+d‏ = 
0+ 15 لدع - 10 +f‏ 6لده- 5 4- دمن + 2لدن- و = 
0 + 15ج + +c 3 + ١/5 +e 6 +f ١/10‏ 2+ - 


وهذا يحدث إذا كان وفقط إذا كان 0 < و < و - ل - م 
أى أن الحقل الجزئى الثابت هنا هو : 
(N 3,10)‏ > (10,/30لدر 2/3 > () > ب, رعره | ۰/30/+ ۰/10 {a+e3+f‏ 
(ه) 
((( و( (roror,‏ 
(1:030- 15ج + =r (r (a-b/2+c/3+d/5-e(6-f ١/10‏ 
(۰/0 + 15لمع - ۰/10 - 6لده + 5 4 + دلی- 51/2 - م) بر = 
(30/- 15 لدع + ٠/10‏ £+ 6لده + 5 0 - 3أدن- 51/2 - و 


سل ا چ م ت ت سا وي ا تهنا 


0 + 15ج + 10 +f‏ 6لده + کل +d‏ 3د + ولد + و - 
وهذا يحدث إذا كان وفقط إذا كان : b=c=d=h=0‏ 
أى أن الحقل الجزئى الثابت يكون : 
|aef ,g > 0(  )20/6,۷/10,۷/15( > )/6,:/10(‏ 15ج + 10 (a+eN6+f‏ 

(و) العنصر × تحت تأثير واوا يصبح : 

0- 2/15 - ۰/10 - 6لده- 5 0- ده ۵-2 
فلایجاد الحقل الجزئی الثابت هنا يجب أن یتحقق 

b=c=d=e=f=g=h =0 

ويكون الحقل الجزئى الثابت هنا هو : 


Q} = 0‏ ع 4| 4) 
مثال ۳۵ : عين قيم أوتومورفيزم فوربینیس ,0 المعرف كالآتى : 
4F‏ 6:۲ 
تي جر 


على جمیع عناصر الحقل فى مثال ۸ من أمثلة متنوعة(۱) .اوجد الحقل الثابت ل ر0. 
الحل : عناصر الحقل هى 07 +۵1 ,0,1 
o,)0(= 0 =0,‏ 
12-1 - (0)به 
رب +1= ۵۶ = ريبم)رى 
به = (۵ +1)ره 
واضح أن الحقل الثابت هو ,ك2 . 


مثال ۳۲ : عين قيم أوتومورفيزم فوربینیس و١٠‏ المعرف کالاتی : 


على جميع عناصر الحقل المنتهی التسعة المعطى فى تمرين (۲) من تمارين عامة )١(‏ . 
واوجد الحقل الثابت ل 6 . 
الحل : عناصر الحقل هی : 


10 62س ۰20 1+0 1+20 2+0 2+20 
ونلاحظ أن 0 -1+ 0 » ومن ثم فان : 0= + تيم » ای أن :20 بن- ‏ تيم . 
والان : 
,2 - 8 - (1,6,)2 - (1) ,6 ,0 = (6,)0 
,20 ح o,(@) = o?‏ 
:0 = يمد = 2.20 = ?8 = )0,20 
1+2 - تيع + 0 +0 +1 - تيم + ?310+ .31+ 17 - مه + ]) = o)‏ +01 
7م 2) + *(3.1)207 + 3.12 + :1 = :(يم2 +1) = )20 + 1)رى 
بو +1- 4Q‏ +1 - ب2 2 +1 - بصع + 1 - 
20+ 2 - تيم + 8 = ° + 3202 + 3.2+ 23 = هه + 2) = )@ + 0,2 
تمق + 8 = 2(7 + )3.2.22 + م2 3.22 + 23 = (ي20 + 2) رى 
0 + 40-2 + 2 - :2.20 + 2 - 
واضح أن الحقل الثابت هو .2 
مثال ۳۷ : بالإشارة إلى المثال ۳۲ السابق : : 
(أ) برهن على أن کل الأوتومورفیزمات ,۰7 7 » 7 من الرتبة 2 فى (0: £) u۲‏ 4 
(ب) اوجد الزمرة الجزئية 7م فى (0): )۸41 المتولدة من ,7 » 7 ء 7# . اکتب 
جدول الزمرة. ۱ 
1Y۳‏ 


الحل > 

O | ا‎ E O E 
. 2 أ ) 1= 2 = ر . أى أن رتبة أى أوتومورفيزم منها هو‎ ( 
H = و و و[‎ FOF, , FOF, , FOF; , OFF; } (ب)‎ 


واضح أن الزمرة إيدالية » وكل عناصرها من الرتبة 2 ۰ وبالتالى فإن ٨1‏ تكون متشاكلة 
(أيزومورفية) مع (+,,2© ,7© ,7) . وهی الزمرة (911,7 (و«,940 (وبل 
مثال ۳۸ : هل ((۴/ 17) ©) 074 ضربية للأبراج المنتهية ذات الامتدادات المنتهية أى 
أنه يكون 
Ord )© (K /F)) = Ord (G (K /E (Ord (G (E /F))‏ 

الحل : ليس هذا صحيحا بالضرورة . مثال مضاد . 

Ord(G(QGI2;iN3)/Q=6#2=2.1 = Od(G(QN2:i1N3)/QR2)). 

۳-۲-۲ 
Ord (G )©)/2(/ ©((‏ 
(نظر تمرین ۲۰ فى تمارین عامة (۲)) 
ملحوظة : استخدمنا هنا (17/ )0 بدلا من :)42 » كما جاء فى (۲-۱-۷۲) . 
مثال ۳۹ : برهن على أن 
(Z,,+)‏ = (دلد0۵ /(3ل١‏ :, 1/2)©) © 

اليرهان : 3= (((1/3)© /(1/2,:/3)©) 0) 074 (تمرين ٠١‏ فى تمارين عامة 
(۲)) ۰ وبالتالى فإن ((0)4/2,:/3(/0)1/3) © دائرية من الرتبة 3 ۰ وينتج 
المطلوب مباشرة من نظرية تفصیل الزمر الدائریذ ‏ 
مثال 4۰ : حدد أى التقاریر الآتية یکون صحیحا وأيها خاطتا : 
(1) کل امتداد منته لكل حقل ۸ یکون قابلا للانفصال على / 
(ب) کل امتداد منته لكل حقل منته ‏ یکون قابلا للانفصال (علی )٣‏ 
£ 





(ج) كل حقل مميزه يساوى الصفر يكون تام 
(د) كل كثيرة حدود من درجة 7 على أى حقل 7 يكون لها دائما ۸ من الأصفار 
المختلفة فى / 
(ه) كل كثيرة حدود غير قابلة للتحليل (للتبسیط) من درجة 7 معرفة على كل حقل تام 
۳ يكون لها دائما « من الأصفار المختلفة فى ۳ 
(و) كل كثيرة حدود من درجة ۸ معرفة على كل حقل تام / يكون لها دائما ۸ من 
الأصفار المختلفة فى ۳ 
( ز ) کل حقل مغلق جبريا يكون تامآ 
(ح) كل حقل ۲ له امتداد جبرى تام ٤‏ 
(ط ) إذا كان £ امتدادا منتهيا قابلا للانفصال حقل تشقيق ل م فان : 

[ ۳ : ك]- Ord (Aut (E ;F))‏ 
(ى ) إذا كان £ امتدادا منتهیاً وحقل تشقيق ل فان ((22:1) 1/4 4) ہ0 يقسم [۲ : £] 
الحل : التقارير (أ) ء ( د ) > (و ) خاطئة . باقى التقارير صائبة . 
مثال 4١‏ : اضرب مثالا ل [ ]40 ع f‏ بحيث لا يكون لها أصفار فى @ » ولكن 
أصفارها فى € كلها لها التكرار 2 . وضح كيف يتسق هذا مع کون © تما 
الحل : 1+ 7 )2+ =X“‏ 22+1(2) = /ر تحقق المطلوب . كلا عاملی ر غير قابل 
للتحلیل فى [ ×]@ ٠‏ له صفر بسيط فى حقل تشقيقه . وهذا يتفق مع کون @ تما 
مثال 4۲ : برهن على أن كل كثيرة حدود غير ثابتة وغير قابلة للتحليل (للتبسيط) “ر 
على حقل 7 ممیزه الصفر تكون قابلة للانفصال 
البرهان : من التمهيدية (۷-4-۲) : إذا كان مميز الحقل - الصفر فإنه يكون : /ر 
ليست ثابتة إذا كان وفقط إذا كان ۶0( 10 ومن النظرية (۲-4-۲) : ر غير 
القابلة للتحليل تكون قابلة للانفصال إذا كان وفقط إذا كان 20 ( ۶) ۰2 وينتج المطلوب 
مباشرة . 


"Ye 


| الباب الثاني : نظرية جالوا 


مثال 4۲ : برهن على أن كل كثيرة حدود غير قابلة للتبسيط ۾ معرفة على حقل /ر له 
المميز 0 * جر تكون غير قابلة للانفصال إذا كان وفقط إذا كان أس كل حد من حدود 4 
يقبل القسمة على م 
البرهان : من التمهيدية (۷-4-۲) : إذا كان مميز الحقل = م <0 . فإنه توجد كثيرة 
حدود [ ]۳ چ بحيث يكون (7 )ع =( ٭) [<) /ر إذا كان وفقط إذا كان 
0 -/2 . ومن النظرية (1-4-۲) کر غير القابلة للتحليل تكون غير قابلة للانفصال إذا 
كان وفقط إذا كان 0 -/2 » فينتج المطلوب مباشرة . 
مثال 44: صف برنامجا حسابیاً ملائما لتعيين إذا ما كانت [ ]7 ع ‏ لها صفر 
مكرر » بدون إيجاد أصفار /ر 
الحل : احسب القاسم المشترك الاعظم ل › ' / باستخدام خوارزمية القسمة (نظرية 
)٩-۱-۷(‏ فى نظرية الحلقات) . / سيكون لها صفر مكرر إذا كانت درجة القاسم 
المشترك الأعظم ل ل / ۰ ' / أكبر من الصفر 
مثال 4۵ : عين (3/ہ,2/)@ 26ت بحيث يكون (»)@ = (۵6/2,۷3 . حقق 
بالتعويض المباشر أن ۰/2 » 4/3 يمكن أن يعبر عنهما ككثيرات حدود شكلية فى © » 
معاملاتها فى @ 
الحل : من مثال ۱۸ فى أمثلة متنوعة (۱) رأينا أن : (3/-+ 06/2 (2,./3/)© › 
أى ان 3/ہ + 2/ه = . يمكن التعبير عن ۰/2 3/ہ كما هو مطلوب كالآتى : 
ع توك د 
2 22 
وس و 
2 2 


تحقق من ذلك . (توجد طرائق آخری للتعبیر عن ۰۰/2 0/3) 
مثال_ 45 : حدد أى التقاریر الاتية صانبا وأيها خاطنا : 
1۲٦‏ 





)۱( 1 يكون لزمرتين جزئیتین من زمرة جالوا الحقل الثابت نفسه 

(۲) اذا كانت الحقول K «< L «< E ۰ F‏ بحيث إن > بات لت ۶ ۰ فان 
(.2)1 ح ( ۸)٤‏ حيث (28 هی الزمرة الجزئية من (16:۳) :4 التى نترك 
ع ثابتا » ( ,۸60 الزمرة الجزئية من ( ۴ )41 التی تترك بر ثابتا . 

(؟) إذا كان × امتداداً منتهباً طبيعيا ل › فان > امتداد منته طبیعی ل £ › حیث 
.FCECK‏ 

» هما › 7 لهما زمرتا جالوا متشاكلتين‎ ٣ إذا کان امتدادان طبيعيان منتهيان ل‎ )٤( 
.[E:F|=[L:F] فان‎ 

(5) إذا کان ٤‏ امتدادا طبيعيا منتهيا ل ۴ ۰ 4 زمرة جزئية طبيعية من 
4u) E۴ (‏ ۰ فان الحقل الثابت فی ل ب 8 : ٤,‏ يكون امتدادا طبيعيا ل ۲ . 
(7) إذا كان ' ای امتداد منته طبيعى بسيط لحقل ۴ › فان زمرة جالوا ( 1 ©0) 41/4 
تكون زمرة بسيطة . 

(۷) لا توجد زمرة جالوا بسيطة . 

(۸) زمرة جالوا لامتداد منته لحقل منته تكون إبدالية . 

(9) أى امتداد £ له الدرجة 2 على حقل م يكون امتدادا طبيعيا ل م . 

(۱۰) أى امتداد £ لھ الدرجة 2 على حقل 7 يكون امتدادا طبیعیا ل / إذا كان مميز ٣‏ 
لا يساوى 2 . 

الحل : التقارير (") » (4) » )٥(‏ ۰ (۱۰(۰)۸) صحيحة . باقى التقاریر خاطی . 
مثال 4۷ : لیکن (0)0/2,/3 = × . × امتداد طبيعى ل © . ولقد رأينا فى 


مثال (۵-۱-۲) أنه يوجد أربعة اوتومورفيزمات ل × تترك © ثابتا » سنعيد ذكرها 


بإعطاء قیمها على أساس × على © وهو (3,1/6/ه,2/د,1) : 





6 الذى يرسم 3 على 3/- ٠‏ 6/ على 6/- ويترك (0/2)© ثابتا 


رم الذى يرسم ۰/2 على 2 ۰ 6/ه على 6/- ويترك (3/)@ ثابتا 
,© الذى يرسم 2ل على 2ل ٠‏ 3/ه على 3/- ويترك (0/6) © ثابتا 
ولقد رأينا أن (,1,4,6,,4) تشاكل زمرة كلاين الرباعية » ونوضح فى الآتى 
تناظر الزمر الجزئية مع الحقول البينية الثابتة 
Q‏ + زرم وي© و40 و1] (1 راسم الوحدة) 
(0/2© جه 2 (ورل) 
(063 جه 2 }0 
fp} 4Q6)‏ 
(0)/2,۷3 + 00 
جمیع الزمر الجزئية من الزمر الابدالية (,1,4,6,,6) هی بالطبع طبيعية. وواضح 
أن جميع الحقول البينية هی امتدادات طبيعية ل © . 
لاحظ أنه إذا كانت إحدى الزمر الجزئية محتواة فى أخرى » فان الزمرة الجزئية الاکبر 
منهما تناظر الحقل الاصغر من الحقلین الثابتین المناظرین . والسبب واضح , فکلما كانت 
الزمرة الجزئية أكبر » كانت الأوتومورفیزمات اکثر » وبالتالی الحقل الثابت أصغر . 
ونوضح فى الشکل أدناه شکلی "الشبکات" (12101669) المتناظرة للزمر الجزئية والحقول 
البينية . لاحظ مرة آخری أن الزمر القريبة من القمة تناظر الحقول القريبة من القاع . 
ای أنه فى هذا المثال تبدو إحدى "لشبکات" (121166) معکوس" الاأخری ‏ أو آنها 
أديرت من أعلى إلى أسفل . 


۱ و و و و ی ا ع سم مهو هس واب سو وس ةيد وس ست د00 (لقسمالتالتع نظريةالحقول 51618756007 | 
میسن یت و سیم کی هه لت ا ست مستت که یبن سل عم انبم مسمس تسم مده 





48 ۳ 


۳ هب 23 


{9} {bo} 


© )/2 ,./3( - 1> 


ادر 5 


©)6/2(- » روم‎ 0 (N3) 5 K ¢ پگ -(0/6© [وم,‎ 
K u 010203} 


( ر يعنى الحقل الثابت فى × بالزمرة الجزئية الطبيعية 27) 

مثال 48 : ليكن ‏ امتدادا منتهيا من الدرجة 7 لحقل منته "۲ » عدد عناصره "م . 
برهن على أن (0:۳) :4 دائرية من الرتبة 7 ۰ وتتولد ب ,© حيث 
”به - (0) ,6 لجميع > ع 0 . 

البرهان : لأن أى حقل منته یکون تاما فان > يكون امتداد قابلا للانفصال ل ۶ . لتکن 
رتبة ۴ هی "م »ء ولیکن ۴[=۸: ]K‏ + وبهذا یکون عدد عناصر × هو ” "یز . 
ویکون 2 هو حقل تشقیق كثيرة الحدود ۲- ۶ × على ۳ ۰ وبالتالی فان × یکون 


امتداداً طبیعیا ل / . 


1۹ 


1 سس ا م ص SEES‏ رگیج و ES GS‏ سوس ی[ 


| الباب الثاني : نظرية جالوا ی ی E N‏ 
والآن أحد الأوتومورفيزمات ل × التى نترك ٣‏ ثابتا هو ,© › حيث 
”به =() .© لجميع × ©:0. لاحظ أن (a) = a7‏ (.ره) تفر لاقل 
كثيرة حدود من الدرجة ”م يكون لها على الأكثر ”7 من الأصفار فى حقل » فان 
أصغر قوة (أس) ل ,© التى من المحتمل أن تترك ” “م عنصرا (جميع عناصر 1) 
ثابتة هی 7 . وبالتالى فان رتبة العنصر .© فى 411)6G;۴(‏ هی على الأقل ۸ . 
ولان ۳[<7: ]K‏ = ((7: 1)0:ك) 070 فان (۸411)0:۳ يجب أن تكون 
دائرية » وتتولد من ,© . نهاية البرهان . 

مثال 4٩‏ : لیکن ,7= ل 2 (*'م)©-: × › ومن ثم فان :F۴[=12‏ >ل] 
))٤-۲-۲( ۰ ۱۰--۲((‏ . عندئذ فان (16:۳) :4 تتشاكل مع الزمرة الدائرية 
(+,ر,7). شكلا الشبكة للزمر الجزئية وللحقول البينية موضحان أدناه .مرة أخرى 
تبدو كل شبكة ليس ؤقط معكوس الأخرى » ولكن كما لو كانت معكوس نفسها . هذه ليست 
دائماً الحال ! ۱ 


۳. 


]06, [ - Aut(K;F) 
K =GF(p*)=K بم‎ 5 


7 
/ ”» 


کر کت كك 
[,0] 0 4 00 
تن EE EE‏ 


۷ 


رمک (ه) 01< F=Z,‏ 


ونصف الزمر الجزئية فى [,1:۳(<]0) :4 باعطاء المولدات ۰ وعلی سبیل 
المثال فان : 

: [o ,.]= {0.,0} 

مثال ٠٠.‏ : إذا كان لدينا امتدادات الحقول المنتهية الطبيعية کالاتی 1 راح ۲ ۰ 
مع زمرة جالوا (: )414 فإننا نعنی ب (2)8 الزمرة الجزئية من 
(1: )44 التى تترك £ ثابتا . وليكن (5/ہ,3/ہ,2/)@ =: × . والآن املا 
الفراغات الآتية : 

Ord (Aut )>:)0( =——— )ب(‎ [XK :Q]=--- (1) 

Od(QN2,/3))=——- (د)‎ Ord )2)60((---- (ج)‎ 


۳۱ 


Od(AQN30))=--- )و(‎ Ord (A(Q(N 6))  --- (ه)‎ 
Ord (A(K))=--- )2( 078 )2)©)6/2+١ل6((«----‎ ) (ز‎ 
۷ 


(۱) (مثال ۰؛ فى أمثلة متنوعة (۱)) ۰ 8 [0060/2,۷3,۷/5(:00] 
(ب) © د × امتداد جالوا » وبالتالى فان : 

8 - [© : عل] = ))@; Ord (Aut (K‏ 
(ج) جميع الأوتومورفيزمات فى (00:) ۸41 نترك @ ثابتا . إذن 

Ord )2)©(( = 8‏ 
(د) (2)©)0/2,0/3 تتكون من العنصرين ۰1 ,© حيث 5/--(6/5 » 
((9,)©)/2,/3© حقل ثابت. أى أن 

Ord )2)© 0/2 ,./3((( = 2‏ 
(ه) (2)©)0/6. تتكون من أربعة عناصر هی : 1 ۰ ,© (كما سبق تعريفها › 
,© المعرفة كالآتى : 2/- - (2/)ره,3/.- - (3/),م ٠‏ ((6,)©)0/5 حقل 
ثابت » ,© معرفة کالاتی : 2/--(0/2,م ۰ 3لع (3لمبم . 5لس- 00/9 
(©),© حقل ثابت » أى أن 
Ord )2)©)/6((( = 4 -‏ 

(و) ((2)0030 تتكون من أربعة عناصر هی : 1 ۰ ,© سبق تعريفها » , 
المعرفة کالاتی : 3/--(0/3) ۰ 5/--(06/5) ۰ ((0)/2),م حقل ثابت › 
,© المعرفة كالآتى : 2/--(6/2 ۰ 5--(6/5 ۰ (4)06/3 حقل ثابت . 
ای أن 4 = Ord (4(@(N/3)))‏ 


1۲ 


رباص هو 101010110010001[ |[ 1[ ت و معا ت و۹۵ | 


(ز )((1)06/2+۷6 نتکون من عنصرین هما 1 6,۰ ویکون 2-(((6/-+07))©:/2 
(ح ) ( 266 تتکون من عنصر واحد هو 1 ؛ ویکون 1= ((>2) 070 
مثال ۵۱ : صف زمرة جالوا لكثيرة الحدود [ ]6۵ ٩-1‏ ۲ على © 
الحل : حقل تشقیق [ ×]@ ٩-1‏ ۲ هو (0006 لأن : 
(++ )(:- )1+ )(1- ۲) =1-“ × (كثيرة حدود قابلة للانفصال) 
ومن حيث إن 000(:)0-2] (لان کثيرة الحدود الصغری ل + على © هی ۳+1 
ودرجتها< 2 فمن )5-5-1١(‏ یکون 2 = [@ :( 400]) ویکون 2= (0):( 414)06) ۲7 . 
1 أحد عنصری (4:/)400(:60 . العنصر الاخر يجب أن تکون رتبته2(رتبة عنصر فى 
زمرة تقسم رتبة الزمرة) وبالتالی فان العنصر الاخر هو حيث 4=( ۰ ©- © 
مثال 9۲ : صف مولدا للزمرة ((729(:0)9) 0) :4 وعين رتبته . 
الحل : 
Ord (Aut (GF (729);GF )9((( = Ord (A ut (GF (3°),GF )32(((‏ 
3= 
ومن مثال ٤4‏ السابق يكون لدينا المولد ,© المعرف كالآتى : 
Vx e GF (729)‏ او ES‏ 
مثال ٥۳‏ : اضرب مثالا لامتدادين طبيعيين منتهيين > › د على نفس الحقل ٣‏ › 
بحيث إن ,6 » ی ليسا متشاكلين » لکن (K,;F)‏ ۸۱۸ = ( ”1ن غ1) Aut‏ 
الحل : الامتدادان هما © د (2/)@ ٠‏ © د (0)/3© . بينما 
Aut (Q(N3):@)‏ = (+ررر2) = Aut (Q(N2):@)‏ 


27 


مثال 54 : عين زمرة جالوا للامتداد © د (0)0© حيث ° =e‏ 


۳۳ 


ع چ چچ 


2 o 2 
3 = 005-7 SIN سب‎ 
3 3 


موی 
المطلوب تعيين الأوتومورفيزمات ل (1/3)@ - (2۷/3 + 000-2 = ۸ 
(تذكر أن (()@) 4 = (4:4)0)0(:0. حيث إن © الحقل الأولى للحقل 
(»)@ . ملحوظة (۳-۱-۲)) ۰ 3ہ 1= 2 . إذا كان © فى زمرة جالوا فان : 

3غ > (3/)م ج *((3/.)م) = 3(7 )م = (3-)م = 3- 
إذن يوجد أوتومورفيزمان على الأكثر فى زمرة جالوا أحدهما 1 (راسم الوحدة) . نلاحظ 
أن (1,:/3) أساس ل (©)© على ©. بديهى أن 1-(20© ٠»‏ إذا كان 
3 - > (3/ :)م فان : 

3أ.: - (i J3) = p(p(i ١/3(( = p(-i N3)‏ ”م 

ای أن 1= ”ص . أى أن رتبة الأوتومورفيزم 2-۰3 (3/:)© ٠‏ ×=( )ص 
لجميع @ © × هی 2 . وبالتالى فان زمرة جالوا هی (+,22) 
مثال 55 : عين زمرة جالوا للامتداد 4۵ < × » إذا كان × هو حقل تشقيق كثيرة 
الحدود [ ]00 ع4 + 2 ۳۲-3 على © . 
الحل : لإيجاد حقل تشقيق كثيرة الحدود [ ]0 4+ 2 ٩-3‏ 


ربالاب 3 39-16 ديرج م - وب ة برو ۰ب 
2 2 2 


14 


ر ورزر + ”× ج رز + × = لا 2 
2-2 2 2 


3 
تر + ره کب وت بر 7 )<= "رس ور 
4= برج ) 


1/7 7 


7 
4y? = 422 =‏ سد 
رمه | = ریه | رم ا وه 


وس 


2 2 2 2 
إذن حقل تشقيق كثيرة الحدود [ ×)@ ع4+ 3/2 - * +X‏ على © هو (7,1/)@ 
المطلوب تعيين الأوتومورفيزمات ل (7,1/)@ = ۸ 
إذا كان © فى زمرة جالوا فان : 
7 = (17)م >= *((0/7م) = ((6/7)م ‏ (0)7 =7 
± = (1)م د رم =( )م = (1-)م =1- 
هناك أربعة أوتومورفيزمات فى زمرة جالوا : 
=i,‏ (6,)4, 7ل = (N7)‏ 0:0 
,2-۶( ),,7 له P(N)‏ : يم 
=i,‏ ( )ره , 7 لب = :0,(N7)‏ ,م 
“To‏ 





,= (:), ,7 = (7/),م : 2 
VxeQ,j =1,...,4‏ د< (),9 


ومن حيث إن (:7/+,:,7/+,1) أساس للفراغ الخطی (7,1/)@ على © » 
Vee {LN TiN Ti}, j =1,...,4‏ »-(م)2م 
فإنه لجميع 1,...,4= زر فان 67-1 › وينتج أن زمرة جالوا هى زمرة كلاين 
الرباعية » أى تتشاكل مع (+,22 © ,7) . راجع كذلك مثال )٥-١—۲(‏ 
مثال 55 : لیکن × حقل تشقيق 2 - * 2۲ على © 
(أ) صف عناصر (@; )»4 الستة وذلك باعطاء قيمها (قيمهم) على 2/2 » 
3 (حقل التشقيق هو (4/2,:/3)©) 
(ب) مع أية زمرة تتشاكل الزمرة (@; >) :۸1 ؟ 
(ج) ارسم شكل شبکتی الحقول الجزئية من » والزمر الجزئية من (0): ڄ) 411 
موضحا تناظر الحقول البينية والزمر الجزئية . 
الحل : 
(1) 
(X -1/2()[: 2 + 1/216 + 4( 0‏ < ۲3-2 
]2-1 _ 43/4 - 4+ 1/2- 
2 2 
بالرجوع إلى مثال 17 فى امثلة متنوعة (۱) 
نلاحظ أن 6 =[@: (0)4/2,4/3] ومن حیث إنه امتداد جالوا (انظر (4-0-۲)) » 


= ,242 جه 


فان : 
6- (002,:*/3(:)0)) 414) 027 ۰ أى أن هناك ستة عناصر فى 6/2,20/3(:00) ۸4 
كما نلاحظ أن 


۳۹ 


القسم الثالثع نظری الحقول ۲۳60۲۷ 5610 | 


amnanan‏ ید دید معدو ود هب عم ۹ هد دم مدمه و موس ۲ میا لام وا و1 ول وف مس سسوم و وق امو هه اسم مم م م ل 


3 -1- _ 123-3 دنل 
5 2 


2 4 
1+3 _ 3- 1۳23 3نل 
2 4 2 
والآن : 
3/.: - (3ل/. :)م ,2 = )2( و : the identity mapping‏ : ۵ 


وله ماخاح ۷2 = 2ل رم : م 


دم 





3=( وگل ۷2 = 2 و 
3 - = (۰/3),م , 2لة = (2/ة),م : 
3 - = (۰/3 ,9 الك 2= (2/ة) ,م : 


4 


این 


2 


= 


0 


م 


0 ry 


لت 


لاحظ أن (یم,م) لاتكون زمرة جزئية من (@,(3/ 2,1/)@) 41:4 
لأن: 
ظ2 م = ( 402 = 05م 
اط 4ج ور ل تن ,موم - 
ابيع ی 13-3 ول 
أى أن («,) © م . بالمثل (,م,) ليست زمرة جزئية من (6/2,10/3(,0)©) 414 


۳۷ 


۱ 5۹ 1 0 رتبة ,م حيث 6 ا ,1 عدا اف 6“ وبالتالى فإن 


(001/2,:3(,0) 4:۶ _ لا تشاکل ,2 وبالتالی فهی تشاکل ,5 . 
(ج) 
ل و ال ی 


{P1 9,1 ۳ {Pr 6( 


ا 


شبكة الزمر الجزئية 
( مك هو الحقل الثابت ب 1) 


لا ۱ و ۲۳ 


(2) Kea = ریک‎ = ©)8( 


{O15 و0‎ P3} 


K رمیهي‎ 7 QC ./3( K e.0) > 


) وفع و ا 
شبكة الحقول الجزئية 


(a = 


۳۸ 








بت ص ص يي توت يا ی يه يه يت ص يي لس م یز 


امس ا ی ناج چمچ ت ج ت ی چ ی تھ چ چ مت 


مثال لاه_: لیکن ۶ امتدادا للحقل © ل 
على 0 كأنه راسم الوحدة . 
البرهان : لیکن © أوتومورفيزما على 7 . والآن : 
7 »ع ۷۷ p(n)=n‏ ج 1 - (1) 
كذلك فإن : 
p(mm '( = p(m )p(m "), me Z\ {0}‏ = (0)م =1 
)ولد ےب 
mn p(n)‏ 
وبالتالى فإن : 


p(nm ^) = p(n )p(m 7")‏ = 6م 


,  mEel\{0,ne 2. 


2 
m‏ 
(قارن مع مثال ۳۱ فى (۸-۲-۱) فى نظرية الحلقات) 
مثال 9۸ : اعتبر الامتداد © د(2/)@ . من مثال ۰۷ السابق مباشرة أى 
اوتومورفیزم © على (0)42) يتعيين تماما بمعرفة (0)/2. والان : 
0= 2- *((2/)م ج :((3/2)م) = (*(2))م = (2)م = 2 
0 = (4/ + 0)3/2(./2 + :((1/2())0)3/2-(1/2)م) ¬ 
لحلا الوحيد للمعادلة فى (4/2) © هو : 2 = )2م 
وبالتالى ومن مثال 57 مرة اخرى فان © هو راسم الوحدة » وتکون (06/2(:0) :۸4 
من عنصر واحد هو راسم الوحدة» ويكون الحقل الثابت ب ((0)1/2) ۸4:4 هو (2/)©. 
(قارن مع مثال (۲-۲-۲)) 
مثال 51 : اعتبر الامتداد (:)00 <(,4/2)© . أى أوتومورفيزم © على 
(4/2,8)© مثبتا (:)© يتعين تماما ب (0)4/2 . والآن : 
۳۹ 





2 = 6)2( = 0))4/2(*( = )0)4/2((“ 


sin ۲۳۵ - 3‏ + تووم له = )2م + 





ای أن هناك أربعة أوتومورفيزمات ممكنة ل (0)4/2,1 تثبت (06 . 
إذا عرفنا ص بالكيفية الآتية : 1=(:)م ٠‏ 4/2 - (0)4/2 » عندئذ فان : 
(0412,(:06) سم ۰ 4 = (م) 0:4 ۰ وبالتالى فان ((:0)4/2,1(:00) 4 
تكون زمرة دائرية رتبتها 4 . الحقل الثابت ل [”ص,1) هو (2,1/)@ لأن : 
(i) =i,‏ = (()0)م - () *م 
((4/2)م.(4/2)م)م = ((4/242)م)م = (N2)‏ ۶ 
(0):(0)412(6)4/2(:)م = (14/214/2)م = 
ول = 14/2 14/2 =i i‏ 
شبكة الزمر الجزئية من ((004/2,:(:)06) 4:4 وشبكة الحقول البينية بين 
(:,0002 ۰ (0© موضحتان أدناه . الأعداد الصحيحة على الخطوط فى شبكة 
الزمر الجزئية توضح دليل الزمرة الجزئية فى الزمرة أعلاها » والأعداد الصحيحة على 
الخطوط فى شبكة الحقول توضح درجة امتداد الحقل فى الحقل أدناه 





1, ۵,0۶ ,۵۸[ ©)4/2,:( 
۱ ١ 

0 0602, ( 
۳ | 

1) QC) 


0 


(القسم الثالث) نظرين الحقول /71©01 Field‏ | 


مثال ٠‏ : لیکن م حقلا له المميزن 0 (صفر) . إذا كان × هو حقل تشقيق 
* على ۴ ۰ فبرهن على أن (۳:) 41/4 زمرة إبدالية . 
البرهان : 





“07 هنو ز +0ومع) = × جد 0 -1- ”عر 
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2177۲ 
= 5 +i sin 








> ET ارو‎ 


لیکن EZ‏ وه - < ,2 . تعطی عناصر (۳: )۸1 حيث )0 < K‏ 
n‏ 


كالآتى : 
Aut(K;F),0,(X ( 4‏ € ری 
وبالتالی فان : 
(X ( E‏ ;0 = (برتهره) 

o, ^(= (0,000 (‏ = 
وبالتالى فان 06,00 = ,0,00 وينتج المطلوب مباشرة . 
مثال 1۱ : عين فصل التشاكل (isomorphism class)‏ للزمرخ ((67)64(:67)2©) Aut‏ 
الحل : المطلوب تعيين ‏ ))2( Aut (GF (2°);GF‏ 
من (۲--۱۰) (2) G۴‏ د (2°) 6۳ امتداد جالوا ومن ثم فان : 
Ord (Aut (GF (2°);GF (2))) = [GF (2°) :GF (2)1 = 6‏ 
من (۳-۱-۲) : ))2( Aut (GF (2°)) = Aut (GF (2°),GF‏ > ومن )۱۰-٦-۲(‏ 
((2°) 4)6۴ دائرية يولدها هومومورفیزم فوربینیس ۰ ومن ثم فان 

Aut (GF (2°);GF (2)) = Z, 
At (GF (729);GF )9(( مثال 17 _: عين فصل التشاكل للزمرة‎ 


5:4١ 





الحل_: المطلوب تعيين فصل التشاكل للزمرة : ((07۳)37:( Aut (GF G°‏ 


:GF )3([‏ (32) عم( [GF (3°):GF (3)] = [GF G°):GF‏ 
نظرية الدرجة 
GF )3°( GF )3( ۰0۳020‏ امتدادا جالوا من )٠۰-٦-۲(‏ ومن ثم فان 
[GF (3?) :GF )3([ = Ord (A ut (GF 3?);GF )3(((‏ = 2 
كذلك فإن : 
[GF (3°) :GF (3)] = Ord (Aut (GF (3°);GF (3)))‏ = 6 
ومن ثم فإن 
GY; GFE)‏ ه) (Aut )017)3”(: 6 )3((( / 1 (Aut‏ تضاح (((3) Ord (Aut (GF G°);GF‏ 
(Aut (GF (3°):GF )32(((‏ و 5-2 
ای آن 3= (((32) Ord (Aut (GF 3°);GF‏ 
وبالتالى فإن  (GF (3°);GF (3)) = Z,‏ ۸۰ 
مثال 5 : ليكن 2 حقل تشقيق كثيرة الحدود 1+“ + على © . 
اوجد (414)87:0. . كذلك أوجد الحقول الجزئية من 7 . واوجد أوتومورفيزمات £ 
التى تكون الحقول الثابتة لها هى (0/2)© ٠‏ (2-/)@ >( . هل هناك أوتومورفيزم 
حقله الثابت © ؟ 
الحل : لاحظ أن : (1+ +1(X 7+ 2X‏ 22۲ لت 202) 1+ * ور 
ومن ثم فان آصفار ٩+1‏ كر هی : 


طلم 212-7 2-7 +2 


2 و 1 2 


د 


و ا 0 





وبالتالى فان حقل تشقيق 1+*2 على © هو (2,1/)@ 
وتكون Aut (E :Q) = Aut (Q(N2,i);@)‏ 
ويكون 4 -[©: Ord (Aut (E ;@)) = ]E‏ ((١-ه-ه)‏ › (4-۲-۷)) وتكون 
عناصر الزمرة (0): )۸41 هی : 1 راسم الوحدة ۰ الحقل الثابت له ٤‏ › 
i‏ = (:) ,2 (2/) وم 
أى له الحقل الثابت ()@ › 
- > ( :)يه , 2 أ = (2لح) ره ,رو 
أى له الحقل الثابت (0)/2© »> 
نع (4) ,© ,12 = (2/) ,م جه ,0 = رم 
ويكون 
(۰/2 )م = (2-),9 

i 2 2‏ = (2لس) :- = (۵,)/2(:) ,9 = 
ويكون الحقل الثابت ۰ (2-/0)© 
ولايوجد أوتومورفيزم حقله الثابت © 
الحقول الجزئية الفعلية هی : (2/)@ ۰ (6@ ٠ ©)0/-2( ٠‏ © 
مثال 54 : لتكن را > ثرء ولتكن أصفار هی › ره », ... » ,© . إذا 
كان (,4©.,....يه,,©)/ - 2 » فبرهن على أن (72: 4:06 تشاكل زمرة 
أوتومورفيزمات ل 5,©. 
البرهان : يكفى أن نبرهن على أن أى عنصر فى (۴; 4)۸ يعرف تبديل على 
ال 5ئ»©. لیکن (7: )۸01 ع 06 ۰ ونكتب : 

f =c,X" +c, KX" و(به- )...ليه - )زه - )همه‎ 

c CoE F , 4, و‎ € K 


Cs 
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(يه- 6)1...(يه - )6( - )6 (,ع)ه - ( 670 < ل 
((,60)6- 6ل)...((يه)© - )(X —~0(a,)(X‏ ,عت = 


0= (,4) / (لأن ره صفر ل/) يقتضى أن : 
)) ,0(2 = به)...((يه)ت - 0(a,))(a,‏ - رم( ,06 (ره) =f‏ 0 
ومن ثم فان : =٩)4,(‏ ,© لبعض ز 


أى أن 6 تبدل ال کم . 
مثال 55 : لیکن وزو + هس ده بحيث إن 1= له » ولنعتبر الحتل (40) © 


كم عدد الحقول الجزئية من (0)60) » وماهى ؟ 
الحل : اولا لاحظ أن (60)© هو حقل تشقيق 57-1 على © وهی قابلة 
للانفصال وبالتالى فإن لدينا امتداد جالوا . والآن ليكن © أوتومورفيزم بحيث إن : 

271 67 187 47 

=e 7‏ 67-(67م- ( 7 6م = ((م)هام = (ه ) م ج ره = (0)م 

i Pi 
*0)م = (ه) م جد‎ )0( = 06 7 ( - » 7 
127 36 8 
6م = (0) 09۶ = (ه) م جك‎ 7 (=e 7 7 
247 10 


7 مع 7 =e‏ )"مم = )م جح 





3071 271 


=e ° 207 - ©‏ (0) 0۳ = (0) "م جد 
أو بخطوات أسرع : 
(22 ) ثم = (ثم) ثم = ((أهام) کم = (أم) م = ((هام) م = (0) 'م 
(أه )تب = (*أن) ”م = ((نه)م) م = (که) م = (( أم)م) م = 
ص = اس = (أم)ن = ('س)م = (( “0ه )م)م = 
وهذا يقتضى أن 1= م أى أن رتبة (م) هی 6 
+ ۱ 








ومن حيث إن رتبة أى عنصر فى زمرة تقسم رتبة الزمرة )٩-۱۱-۱((‏ فى نظرية 
الزمر) » ومن حيث إن لدينا امتداد جالوا فإنه ينتج أن : 

Q@] = Ord (Aut )۵ (0); @)) z 6‏ : (0)0)] 
كذلك فان لدينا : 
X°-1=)X -1(X°+X°+X*+X° +X?” +X +1)‏ 
ومن حيث إن 60 صفر لكثيرة الحدود 1- ل › 1۶0-ص فان 

0= 0+1 + تن + أن + أن + تم + گن 

أى أن 1+ ×+ ×+ ×+“ ×+ +2۳ هى كثيرة الحدود الصغرى من 
© على ) 
فان هذا يقتضى من (١-ه-5)‏ أن : 

[Q((w) : )۵0[ = 6‏ = ((©) ر(ه)©)) Ord (Aut‏ 
وهکذا فان ((10)0(:)0) :۸41 دائرية ورتبتها 6 . ویمکن رسم شبكة الزمر الجزئية 
ات ((۵) :(0)0)) Aut‏ » كما یتضح أدناه : 


]9[ ره 


2 [o] 
2 3 
00 7 


وهذا يعنى أن 0)6) يحتوى على امتدادين فعليين على @ أحدهما درجته 3 › 
والآخر درجته 2 . 
ونلاحظ أن ص +60 ثابت تحت تأثير م » لأن : 


۵ 





((هام + رهام) م = ركه +دها)م) کم = ( ۶ن +ه) أو 
(ثن + ”س)م = (تأن + ”س)م = (( أن + م )م)م = رثن + )م = 
“تن دن = ن + “م = 


وبالتالى فان ريی( 0)0‏ (6۳ +0000 . ولان 3-[0: ري (©)©] 


(لماذا ؟) ولان [0 : (*0© +00)0] يقسم [0: ,ر (0)60] ولأن (060)0+6) فان 
و (010-(0)600. (نعنى ب ری ((0)6 الحقل الثابت فى (ت) تحت تأثير [م]) 
كذلك فان “© + ص + ”م ثابت تحت تأثير “© لان : 
p(w) + (°)‏ + (تم)م)م = (( که + نه + p(p(‏ = ره + ثم + تم) "م 
(0 )نم + (ه )م +( 7 )م = رن + + وم =( ن + تون + )م = 
كم + تن + ری = ن + رن + گن = 
وبالتالى فإن : رم (60)© © )+ + 0-067 . ولان 2 =[@: رم (ت)@] 
(لماذا ؟) ولأن [@:( “ن + م + ”م)@] يقسم [@: رمم(0)0] ولان 
( ° + ت + م)@ ± @ فان ري (0)0) =( م + م + 0260 . وبهذا نكون 
قد أوجدنا جميع الحقول الجزئية من (0)0) . 
الخمس عشرية. 
الحل : وجدنا من قبل أن عدد الجذور هو 8 . والمطلوب تعيينها . نجرب 2 کمولد ل 
"((31) 0) أى ,2 . من حيث إن رتبة ,2 هی ۰30 فرتبة 2 تكون قاسما ل 


8 فق 2 لمکم أن تکوم وه‎ E 





أن 1= ”3 ( حسبنا قوى 3 التى تكون قاسما لرتبة الزمرة ,2 كما فعلنا مع 2) . 


ان دواد لان رم :و اال کون الور المطاوية هد و و 
تمارین عامه (۲) 

(۱) عين أى کثیرات الحدود الاتية تعتبر قابلة للانفصال على الحقول الموضحة : 

«f° +1‏ 2۶1+ 1+ + بمب رگیدکی 1- +7 

OE‏ وود مه AE‏ رن 

(۲) برهن على أن أى امتداد درجته 2 يكون طبيعيا . هل هذا صحيح بالنسبة لأية درجة 

> 2 ؟ 

(۳) ليكن > هو الحقل فى مثال 55 من تمارين متنوعة )١(‏ » وليكن ۶ هو حقله 

الأولى . ما زمرة جالوا ( :24/06 ؟ هل الراسمان ) :۸0 ۰( Fix(K;‏ 

فى (4-۲-۲) تتاظران أحاديان هنا ؟ 

. أنشئ حقلا مکونا من 16 عنصرا‎ )٤( 

(انظر )٩--۳(‏ مثال ۰۱۰ مثال ۱۱ فى نظرية الحلقات) 


9 
(5) هل توجد أية أعداد ليست أولية 7 تقسم دائما معاملات ذات الحدين ل > حيث 


1-يم > و > 1 ؟ 
(1) اوجد مولدات الزمر الضربية ل ()0۳ حیث 
n= 8, 9, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 or 9‏ 





(۷) اعتبر الحقل ( 22,0 . برهن على أن مونومورفيزم فوربینیس ليس دائما 


أوتومورفيزما . 


(۸) ليكن © هو أوتومورفيزم فوربيئيس ل ("م) 67 . اوجد أصغر قيمة ل 71 » 


0 < ۰7 بحيث يكون م هو راسم الوحدة . 


(9) إذا كانت 7 تقسم ” ٠‏ فبرهن على أن .[GF (p"):GF (p")]=‏ 


(۱۰) برهن على أن الحلقتین [2 + و Fj‏ 6 
متشاكلتان (أيزومورفيتان) 

)١١(‏ بدون حساب رتبة العنصر 2 وضح لماذا 2 مولد للزمرة الدائرية 
و 

+23 ] 
(۱۲) لیکن 7 › 7 عددين صحيحين موجبين » 7 يقسم 7 . برهن على أنه لأى 
حقل ٣‏ فإن 1- ” × تقسم 1- ”× فى [×]۴ . 

(۱۳)وضح بالرسم الاحتواءات التى تربط الحقول الجزئية من ('3) G۴ )2*( ۰ G۴‏ . 
(۱۶) هل يمكنك أن تقارن رسم الاحتواءات التى تربط الحقول الجزئية من (*2) 6۴ 
بذلك الذى يوضح الاحتواءات التى تربط الحقول الجزئية من (*3) 6۴ ؟ 
ا ("م) © ج ("م) ۵:0۳ 
a‏ جام 

أوتومورفيزم من الرتبة 7 (أى أن "مص هو راسم الوحدة) 
)۱١(‏ لیکن 7 حقلا يتكون من 125 عنصرا › [م]- ۳۳ . برهن على أن 1-= 126 
(۱۷) لیکن > بر حقلين جزئیین من (”م) 6۴ . إذا کان > يتألف من "و 
عنصرا »› £ يتألف من *م عنصرا » فكم عدد عناصر رز كر ؟ 


1:۸ 






(۱۸) إذا كان م حقلا يتألف من 1024 عنصرا › وكان 
عناصر كل حقل جزئی من ۲ . 
)۱٩(‏ ليكن '((7)81©) ,0 » بحیث إن رتبة (5<)0 ۰ رتبة (16<)8 . 
برهن على أن 0/0 مولد ل (61) زم) . 
(۲۰) أوجد رتبة کل من الزمر الاتية : 
Aut )۵6/2(0۵( )۱(‏ 
Aut )062,::۷3(:۵( (4‏ 
(ج) ((3(:©)/2/١ة,2لة)©) Aut‏ 
(۲۱) ليكن ۴ حقلا » وليكن 0 ۰ / جبريين على ” ٠‏ درجة كثيرة الحدود 
الصغرى من © على ۲ هی 7 . برهن على أن الراسم (۴)6 ج (يم) ل : ور يللا 
المعرف كالآتى : 

+c +...+c, 0" ')=c, +c, B+ ...+c,,8"",c, € F‏ وعا و للا 
أيزومورفيزم من (:0) ۴ على () ۴ إذا کان وفقط إذا كان © ۰ / مترافقین على/ . 
)۲( الحقلان (0/2)© > (2/-+3)© هما نفس الحقل . ليكن ١/2‏ + 3 - يم 
( أ ) اوجد مرافقا م ل © على © ۰ بحيث یکون »+6 
(ب) بالاشارة إلى (أ) قارن الاوتومورفیزم یم چا 1 (06/2) مع الوتومورفیزم و ۷ 
(۲۳) لیکن م حقلا » ولیکن × غير محدد على / . عين جميع الاوتومورفیزمات ل 
۵ التى تترك ۲ ثابتا » وذلك بتعيين كل قيمها على × . 
)١4(‏ التمرين (۲۱) أعلاه يصف أيزومورفيزمات أساسية (basic isomorphisms)‏ 
فى حالة » ۰ / جبريين مترافقين على / . هل يوجد أيزومورفيزم مشابه ل () ۲ 
مع (/)7/ فى حالة © ۰ ۸ متساميين على ۳ ؟ 


1:6 





ی حبسسصتی که تب ج یج ی ود هم دس ا ل م سم ست مص مم مسب تسم امك تدم سي ددس 


ال م ا ا ت ل ل مم م تلت بجتسي بيت يسيب سم ميد مس مي بس مانا 


NG 0‏ حقلا له المميز 220 بر . اضرب مثالا لبيان أن الراسم 

O,:F كاج‎ 

۾ جرن 
لجمیع / e‏ 4 ليس بالضرورة أوتومورفيزما إذا كان ۸ ليس منتهيا . 
(15) برهن على أن [ ]> لیس لها صفر مكرر إذا كان وفقط إذا كان [» ' / 
ليس لهما عامل غير ثابت مشترك فى [ ]1 . 
)۷( عين زمرة جالوا للامتداد © د (5/-,2/) © 
(۲۸) لیکن ٣‏ د × امتداد حقل طبيعيا منتھیا » وليكن > ٤‏ 07 . يعرف معیار بد 
على F۴‏ ( 0761 0 201131 ) ونرمز له بالرمز () ۷ کالآتی : 

N 7 (بم)‎ = 1 5 00 


بینما یعرف اثر 0 على trace over ( F۴‏ ) کالاتی : 


Tr, 7 (0= YY o(@) 


oeAut (K ;F) 


والآن لیکن (3/+,0)0/2 = × . احسب 


N 2+ 3( (ب)‎ N, (2) (i) 
N2( (د)‎ N (6) ( 

(م) (۷/2) ۲r‏ (و) (3+ "r2‏ 
(ذ) (۷6) 1 (ع) Tr,‏ 


© صف زمرة جالوا لكثيرة الحدود [ ]00 66+ " ۰-5 على‎ )۲٩( 
© صف زمرة جالوا لكثيرة الحدود [ ]00 1- "۲ على‎ )۲۰( 


0۵۰ 


)۳۱( اعتبر الامتداد © < (5/ء 30 

(۱) أية زمرة تشاكلها (00/3,/5(,0) ۸۰ ؟ 

(ب) ارسم شبكة الزمر الجزئية من (@,(5/ہ,3/)@) ۸۱ » 

شبكة الحقول الجزئية من (3,0/5/) © 

(؟؟) ليكن (2,/5/)@= 8 ٠‏ ما رتبة ((41/1)1::0) 07# ؟ ما رتبة 
Ord (Aut )©)١/10(:0©((‏ ؟ 

(۳۳) ليكن £ حقل تشقيق كثيرة حدود على حقل ۳ له الممیز صفر . إذا كانت 
(2:17) 4:8 زمرة ايدالية من الرتبة10 » فارسم شبكة الحقول الجزئية للحقول بین ۴۰ 
(ارشاد : استخدم شبكة الزمرة 2) 

(۳۶) لیکن م حقلا له الممیز صفر 2 م حقل تشقیق لكثيرة حدود على ۲ . إذا كانت 
(17: )414 تتشاکل مع ,4 فبرهن على أنه لایوجد حقل جزئى × بحيث یکون 
۳۱2 : عر ۱ 

(ارشاد : +4 ليس لها زمرة جزئية من الرتبة 6) 

(۳۰) إذا علم أن زمرة الأوتومورفیزمات ل (006/2:5/5,5/7 تتشاکل مع 
2 © ,,2 © ,2 ۰ فعين عدد الحقول الجزئية من (0/2,/5,/7)© التی درجة 
امتدادها على 40 هی 4 . 

(۳۲) برهن على أن زمرة جالوا ل ٩-3‏ على © تتشاکل مع وك . 

(۳۷) ليكن £ هو حقل التشقيق لكثيرة حدود ما على حقل 7 له المميز صفر . إذا كان 
[۴ : ] منتهيا » فبرهن على أنه يوجد عدد منته فقط من الحقول بین ۴۰٤‏ . 

(۳۸) إذا كانت س عددا مرکبا غير حقيقى بحيث إن 1 = ”س » وإذا كان م 
أوتومورفيزما ل ( 2007© ينقل س إلى “س » فاوجد الحقل الثابت ل [0] . 











(۳۹) عين زمرة حقل الأوتومورفيزمات ل (0[7)4 


(4۰) لیکن ۲ د ٤‏ امتداد حقل . برهن على أن زمرة أوتومورفيزمات £ التى تثبت 
۳ هی بالفعل زمرة . 

(4۱) لیکن ۴ د # امتداد حقل » (۴;) 401 ع 7 زمرة جزئية . برهن على 
أن الحقل الثابت ل 77 هو بالفعل حقل . 

)٤١(‏ اعتبر الحقل المنتهى ,,2 . اوجد الجذور البدائية الخمسية والجذور البدائية 


التربيعية للوحدة فى ,2 ۰ (ارشاد : انظر مثالى ۲۶ ۰ 55 من أمثلة متنوعة ۲) 


"oY 





الباب الثالث 


حواصل الضرب الخارجية والداخلية المباشرة مس ETE‏ 
الباب الرابع 

النظرية الأساسية للزمر الإبدالية المنتهية ا اتن الا ی ۱۱/۷ 
الباب الخامس 

نظریات سيلو VANESSA ees‏ 
الباب السادس 


المتسلسلات الطبيعية ومتسلسلات الترکیب والزمر القابلة للخل O‏ 








الباب الاول 

المفاهيم الأساسية ED ARS‏ اه و ایو ۱۱۲ 
الباب الثانى 

حلقات كثيرات الحدود NOSSO‏ 
الباب الثالث 

القسمة فى النطاق المتكامل ET‏ 
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الباب الاول 


المفاهیم الأساسية ی و تا ودک AV‏ 
الباب الثانى 


ىق 
و 








